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1 V.  Oe1»er  dir  retanrirode-  BestininiiiDg ' der  Bemulli* 
sdien  ttSaltat,  Ton  H«m  0*  SehldaiUcb  sa* 
Weiniar.  i   I.  9 

TL  Bereefammg  der  Qnmdttlil  der  ii«tSrliebeii  Lofi* 
ritbueti,  96  Mer  nuht^tr  andertr  uiit  ilir  sMuitii- ' 
menbangender  Zablea.   Von  Herrn  Professor- C« 

A.  Bretscbneider  zu  Gotha.  •  •  •'. '  '  L  37 

VIIL  Ueber  die  hebern  0Mbrrti«nllq«odeiiMltf  der  Fune»  ' 
tionon    -  •  •  '.»  .i  .  • 

1  -i-^  cos  ir-i-y*  1  -|-2|^  cos 
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einer  Afcbandlung  des  Herrn  Professor  C.  J.  Malm* 
sten  stt  Upsala  frei  bearbeitet  Ton  dein  Her* 

ausgeben   L  41 

XI.  Einige  Bemerkungen  zu  der  Abhandlung  Nr.  IV* 
im  ersten  Heft»  über  Recursionsformeln  für  die 
BemouHiscbeir  -Zablen,  •  Von  Herrn  A.  'Göpol 

zn  Berlin  h  -  '  64 

XIX*    Aufsahen  zur  Anwendung  des  Variationskalkuls.  ^  * 

Ton  Herrn  Dr.  O.  Strauch,  Lehrer  der  Mathe* 
inarik  nn  <!ei  Erziehungsanstalt  zu  Lenzburg  im 

Katiton  Aar^aii    IL  119 

XX.   Neue  Anflöstnip-  drr  die  Rpsfirniiui mlt  (1er  Anzahl 
aller  ganzen  Zahlen.  \vel(  lit'  kleiner  als  eine  stre- 
»  geberie  Zahl  und  zu  derüclbcn  relative  Prim zahlen 
sind,  betreÄenden  Aufgabe.    Von  dem  Heraus- 
geber.  ,  i  .   IL  196 
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XXI.  Ueber  Caiichy's  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
chungen des  ersten  tirades  zwischen  zwei  unbe- 
kannten Grössen  in  ganzen  Zahlen.    Von  dem 

Harausgeber.  II.  901 

XXIL  Baweis  einea  aritbineiiacbaii  Labraataas»  Von 
'Hann  F.  Arn  dt,  Gandidatan  dea  höhern  Sehn]* 

amta  an  Greifs waldv  IL  210 

XXVL  Ueber  die  -  böben  DüferaBtiale   def  Fonetioii 

p^Vm*^k*xK  Ton  dem  Herausgeber,  .  .  III.  216 

XXVII.  Ueber  Wunelauatiehung  aua  Binomien  Ton  der 
Form  A-^\/Bn  '  Von  Herrn  A.  65p el  tu 
Berlin   .  .        •  ...  r  .  .iiltl«  24» 

XXyXUi  Novi  alicujus  theorematis  analytici  commeDtatio 
analytica.   Auetore  Frideriao  Arndt,  muneris 

schoK  Cand.  Gr  \  pb   IlL  256 

XXXI.  lieber  die  Methode  der  unbestirnnuen  Coeffizienten 
und  verwandte  Gegenstände.  Von  Herrn  Doctor 
0.  Schlö  m  ilcb  zu  Weimar.  ..•  «  111.  269 

XA-Xil.   Ueber  die  Integration  unendlicher  Reihen.  Von 

Demselben....   ^   JIL  278 

XXXIV.  Ueber  Reib^nentwickelungen  naah  der  Metbode 
der  unbeatimoiten  Coefficienten,  Von  Herrn  T. 
Wittat^in,  Lebver  am  Lyceum  zu  HannoTar«  IIL.  300 

X|LXV.  Beitrag  xur  Löaoiig  des,  im  «weiten  Bande,  dea 
Arcbiva  S.  220»  .angara^iten,  Euler  •  P£übchen 
Theorems  über  geometrische  Progressionen.  Von 
dem  Herrn  Doctor  A.  iU  Luobterbandt  au  Kö- 
nigaberg  i.  d.  N.  .     •  .  /.   lU.  305 

XXXVI.    lieber  die  Entwickelung  Ton  «  =  lim  (1 -+- ^)'. 

Von  Herrn  T.  Wittstein,  Lehrer  am  Lyceum 

zu  Hannover   III;  327 

XXXIX.  Ueber  daa  Integral 

ydy  

(y3-,-8)V/y»  — 1  . 
,  Von  Herr;i  Tb.  Clausen  zu  Dorp^t.  QßttbciF 

Ipog.Aaa  Herausgebers. .  .   III.  335 

XLIV.  Anderer  Beweis  für  die  beiden  Tbeoreme  in  TEL 

UI.  j|iIr..^^XV.  VQnHerniA.Popei  tu  Berlin.  IV.  3M 
XLVIL  Allgefnioes  Tbeerem  für  die  Verwandlung  einer 
Funktion  in  eine  unendliche  Reibe.  Von  HMfn 
Doctor  0.  Seblömilcb  zu  Weimar.  IV.  400 

XLVllI.  Bemerkungen    zu    der  Abhandlung   des  Herrn 
Strauch  Nr.  XIX.  im   zweiten  Hefte  S.  112. 

Von  Herrn  A.  Göpel  zu  ßerlin   IV.  40K 

LH.   Algebratsche  Lehrsätze,  welche  zu  beweisen  sind. 

Von  Herrn  Doctor  0.  Schlömijch  zu  Weimar.  IV.  kV^ 
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Ahtedlmif  .  UmU.  Smtm. 

Geometrie, 

IXr  Ueber  -die-  Bastimmung  des  Fliofaeninbalts  einer 

Kugelioile.  Ton  dem  Heraasgeber.   I.  M 

XJL  GMekimir       genden  Linie  li&d  der  Ebene,  auf 
achi^ivfaiklig«  Ceeribttes  bevogiö.  Von  Benä 
1)99m  Hidtfnkamp,  Oberiebrer  der  llatheitaatik' 
•  md  der  NadinfieMiiecbefieB  -toi  GyamtiHin  m 

Henn«.  •   I.  «7 

XSW.  Deber  die  ebgef eiteten  Viereeke,  mlebe  ^on  je  Ylir 
alerfctrfiMiigea  fonf^teii  des  'geradKnigea  Viereelni 
gebtUee  wtfdeB«    Yen  Hem  Prefeaiw  C» 
Bretsebtieider  xu  Gotba*  !•  85 

XY«  Ueber  die  pertpeetiviecben  Lagen  eilhei  Scnbien-' 
bBeelielt  enf  einer  prejeeclvieelien  Geraden*  Yen 

Herrn  A.  GSpel  an  Berlin  •   L  «g 

XYIIL  Yersoblige  zu«  Yenneidong  einiger  feblerbafien' 
Ausdr&cke  in  den  macbematiaclie«  (geonetriaehen) 
Lebrb8cbem.  Yen  dem  Herrn  Conreetor  Beyer 

am  Gyimiankiai  an  Nenatetttn  •  •  •  • »  II*  >  >  III 

XXIII»  Eine  Formel  fuv  die  dreiaeitige  Pyramide.  Von 

Herrn  R.  Hoppe,  Candidaten  des  bobecn  Scbitl»  • 

amts  zu  Greifswahl.   fL^  21g 

.)UQV,  Ein  Saca  Ten  den  FJacben  des  sweiten  Grades,  als 
EfweUerof^.  eines  schon  früher  bekannten  Sätzen 
ton  der  Kugel.  Von  Herrn  James  Booch»  Pro« 
fes^or  ol  Mat,hematies  in  Bristei^  Cellege.  Miige« 

tbeilc  von  dem  Herausgeber  «       U«  217 

XXV«  Neue  Unlersuchungen  über  die  Bestimmung  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  vermittelst  vier  gegebener 
Bedingungen.  Von  Herrn  Fr.  Seydewits»  Ober* 
lehrer  am  Gvninasiujn  zu  H  e  i  I  i  p^ens  tadt,  ,  •  ,  .    lU.  225 
üeber  eine  Eigenschaft  des  Kreises«    Von  dem 

Hernussreber  IIL  ^9 

XXX*  Heber  einen  Keibenausüruck  für  den  Umfang  der 
Ellipse.  Von  Herrn  R.  Hoppe,  Candidaten  «Wa 
höhern  Srhulaun-,  zu  (i  r  e  i  fswa  Id.  ,  QL  268^ 

XLU.    lieber  einige  Sat^e  von  Secb^eeken,  welche  in  <i<tcr 
>  um  einen  KegeUchuitt  be&chrieben  sind.  Von  üerrn 

Doctur  0.  Schlömilch  zu  Weimar  IV.  38g 

XLUL   Ueber  ausgezeichnete  Sehnen  im  Kreise,  die  durch 

'   einen  bestimmten  Punkt  geben.    Von  dem  Herrn  . 
Doctor  Büchner,  Lehrer  der  Mathematik  am 

Gymnasium  zu.  II iiü  b ur g h  h  u  s  e n  IV.  ggg 

XLV.    Bemerkung  über  eine  von  ivori  gefundene  Eigen- 
schaft cenirokaler  ElUpsoide.     Von  dem  Herrn 
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Doctor  iladenk amp,  Oberlehrer  am  Gymnasium 

zu  Hamm  in  Westphalen  .v  IV,  397 

XLVL  MeebanUclift  Cobstru'ction  des  Lemoiscate.  Von 

bemsell»«]).  «  •  «  4  •  ^  IV.^  400 

XLYIII,  94inerkungei|.  VL,4m  Aufiatio  Tklil.  N«,XXaU 

VvviMi.  VonH«nn  A^  Gppal  SU  P^erUn*,  .«  «4.  IV.  101 
XLIX.  Qebfor  Pai«biilo  i^nRiouM.   Von.«  d«» : Jief^tMH 

gel>er  ,  ,..#.>v...   IV.  «8 

Ih  Besonder«  Umformungep  .d^r.Qiwhupgen.dw  fiH^ 
eben  des  zweiten  Grades,  nebst  einigen  Anwftai 
dun|!;en  derselbcD.    Von  Herrn  l,.  M  ossbrupp^er,  ^ 

Aarau^  ,  .  .  .  «  .........<,....       IV.  430 

LI.   Synthetischer    Beweis    der    Ineouiioenstirabilitäc    . ;  ^.  , 
zweier  Geraden,  die  sich  wie  \yZ  :  1  verhaUen. 
I  Vüu  H.ecrn  Professor  C.  A.  Bretscbnealej:  zu 

GQtkf^...  .  ,  ,  .  ,  .      IV.  .  440 

LIil,  \wnAM«m  Btiviurkungen.  .  Vpa  Herm^ 

,   Lebrer  der  Bfothwv  «1  der  EealMbnl^  in  ß^rii«  IV«  444 
UV«  Eine.  gKoinetrifillie  iunfgsbe.  V.011  Bwtm.Q^  JX  E« 

Weyer»Am>tflKtfliiiudiiSlfHriiitartesuiHAmWg»  IV»  .'  .  447 


1.  Ueb«r  iH«  Berechnung  eine»  ebetien  Dreiecks  ans 
twei  Sticen  und  dan  eingeschlossenen  Winkel« 
Von  Herrn  Pn^essor  t.  Schulten.  Mitgetfa«ik 

Ton  ilem  Herrn  Doctor  Stern  zu  Göttingen.  .1.  1 
XVll«    lieber  die  Nejyer'scben  Analop-ieen.    Ans  dein  Cam-      •  •  i 
bridpp  matheinatical  Journal.  February.  1S43.  p*  96 
mitgeiiieiU  yom  Herausgsber. .  •  .  •  1.      • .       L  104 


Geodftsie« 

VIL  Mmt  ^ne  gnodldscb«  Aufisäbe.  Von  dem  H«t- 

•iiag«b«i^  I.  15 

'   Xllt.  Ntne  Constrootian  >  eber  LanbanlMbeii  Aufgabe 
ans  der  praktiaehen  Gaometrieb  -Von  Herrn  6*D« 
B.  Weyer,  Aaaiateiit»a.d«Steniwane  SU  Hambiirg;  I.  74 
4»         *  *  Aualytisebe  Auftdavng:  derae]bca  Aufjgabe.  Von  dem 

Herk»0geber.  .  J  I.  75 

XLL  Rein  geometrische  Behandlung  der  im  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik  Tbl.  III.  Heft  I.  S.  Tor- 
gelegten  geodätischen  Aufgabe.  Van  Herrn  Fr. 
Seydewitz,  Oberlehrer  am  Gymnasium  XU -Hei« 
Hgenstadt..  .  •  .  .  .  •  .  .  •  •  .  .      i  *  IV.  383 
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LIII,  Geodätische  Aufgabe.  Tob  Herrn  IL  Wolf,  Leb- 

nr  d«r  Mathflmttik  an  der  ^lachule  su  Bern. .  I?.  414 
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Statik  und  Mechanik. 


.Iii.  Bemerkungen  xu  .einer  Stelle  in  PoiKson's  Trait^ 
de  Mecnnifjup.    Von  Herrn  James  Hooth,  Pro- 
fpssor  der  I^latheniatik  in  Bristol  College.  Mitge- 
^     tbeilt  von  Herrn  Doctor  Stern  zu  Göttin  gen.    L  S 
IJL   ßfscifniixuog  des  Scb^erpurtkts  eliK  >  Polygons  aus 
j     dpn  Coordinaten  seiner  Eck< n.    V  on  Herrn  T.  J.      '  ' 
'  .1  .1     JE.s.ch.weiier,.  Pirt  ctor  d<'r  lioberu  I)urger>.rhule   .  • 

I        j   Aft  Köln  fu.lU  ......  4 .  » . « ...  I.  '  S 

IIL  Bnltomg        Sdi(i««]inDkt»  i»  .  sphäriscbeti 

.1    PreioekL'.  ¥oii  Deliiaeibeiu  «•«<•«  i  *       •  [.  I.  8 

.if  ?9ber  .dm  Scliinceriiiiiikt  d«i>k8ipeiliclieKifleiitoi»  .17/// 

;  ßßim Slll^d^l  «iidMi Ai^Mia. . VonfiemkLIeiitf.  .  f 

•    n^nt  Toji.  SejcdliAc  hm  XlmglL'PreUsft  a^UibJ)  .i^i  i 

Infanterie- Regiment.    !•  18 

X.  Ueber  die  Bestimmung  des  Sel)ViwipqiiI|ta|  einor 

Kiigeixone.    Von  dem  Herausgeber.  L  61 

^XXV^,    Ueber  den  Satz  "vom  Paralleloirramme  der  KrSfte.  ' 

1,.          .  •    Von  Herrn  Doctor  Dijipe,  Ubeclehrer".aja  Gjnui.  ' 

Fndcr.  lu,  Sciiweria.  ^...••••«••««««4.«  JH.  329 

♦  .  / 

Astronomie. 

XVIL  üeber  dos  Hemi  Doetor  C.  L.  t.  Ltttrow,  W  > 
rectors  der  Sunmarte  an  Wien,  neue  Metliode, 
die  Breite  lur  See  m  beitiinaien.  Von  dem  Her- 

ausgebe  r   I. 

XL.  Ueber  die  Berechnung  dor-Parallaxen.  Von  dem 

Herausgeben  3f7 

Physit 

XVII.    Ueber  die  Electrisirmaschlne  des  poU  ti  rhnisThen 
Instituts  zu  London  inul  über  gelben  Regen,  Mit- 

I  tbeilung  des  Herausgebers   I, 

XXIV.  üeber  eine  neue  Meibode,  die  Declination  der 
Magnetnadel  zu  beobachten.  Von  Herrn  Ivan  Si- 
iBonoff,  Professor  der  Astronomie  an  der  Universi- 
tat  SU  Kasan.  Mittbeilung  des  Herausgebers.  II.  215 
XXiV.  Physikalische  Bemerkungen,  Von  Herm  Dtreetor 

Strehlke  zu  Danzig.  H,  28O 

Uli.  lieber  sphärische  HohlspiegeL  Von  Herrn  lU  Wolf, 

Lehrer  der  Mathenu  an  der  Realschule  su  Bora  IV.  444 
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Abhandlung.  Heft.  Seite. 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

XXXIIl.   Die  Algebra  in  Italien  seit  Fibonacci.   Von  Herrn 
Doctor  Gerhardt,  Lehrer  am  Gymnasium  zu 

Salzwedel                                           ...  III.  284 

,    üebungsaufgaben  für  Schüler. 

XVI.   Von  dem  Herausgeber.  >  »  .  .  .    I.  lOQ 

XVI.    Vou  Herrn  Chasles   L  101 

XVi.   Von  Herrn  Doctor  H'ädenkamp  zu  Hamm..  .  .    1.  101 

XVI.  Von  dem  Herrn  Conrector  Beyer  au  Neustettin.  L  102 
XVL   Aua  dem  London,  gdinburgfa  and  Dublin 

Philosophical  Magazine»  Sptbr.  1842.  p.  179.  t  103 

XXXVIII.    Von  dem  Herausgeber..  .   III. 


LH.  Von  Herrn  Doctor  0.  Schlomilch  zu  Weimar.  IV.  AA2 
LIIL   Von  Herrn  iL  Wolf  zu  Bern.  IV.  446 
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XL   III.  169 

XH   IV.  177 


*)  Ich  bemerk«  hierbei,  das«  die  literariiehen  Berichte  mil  beaosderen  fortlaafendea 
Seiteozahlen  rerfebeo  siad; 
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'  von  dem 

Herrn  Doctor  Slern 
aa  Götddgen. 


V  I»' 


Aus  de»  Acta   «  o  <l  i »'  t .  1 1  i  s  s  i  i    ti  t  i  u  r  u  m  F  e  u  n  i  c  a  e  T.  1. 
Auszug  uuA  einer  Abhuudiuu}^  <ie:i  Uru.  Ti  uf.  v,  ^i£b^ltell. 

ÜM  ans  xwei  Gleiten  «r»  6  uqü  den  eipg^scfaloflseiieii  Wiokel  C 
eines 'bbeiieo  Bmeeke«  die  dritte 'Seil«  e  tfii  ^nden^iihMit  auui* 

^eiv^Uolicli  4ie  l'urjiiem  Ig  ^.=5   — » 


cos  SP 


Mao  kano  aber  folgende  For'melD  anwenden,  die  nelir  BeqQealieh- 
keit  därhieteo.  Nennt  man  nemlicli  die  hall^  IKfleieiAl  .der  swei 
anderen  Wiiikel^».  «p  tft.bekaQotlicfii,  •  : 


u 


Die.  Farad 


•%  ' 

kann  niao  aber  venaitteltt  der  bekinateo  HekallaMi'«  •     t      t  .n 

coa*  -^€^^9,  € 

in  folgende  verwandelai^  •       ....)..  •    -  ww^ 

I^R<»  —  4  ^+  («  +  ^)*  ein«  in 

alao 

TMIlll.  I 
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2  *      4  .4 


oder 


Ans  1)  folgt  aber 


also 


lg*  ä=r— ^...5) 


oder 


(g  —  i&)  cos  jC  ^. 
^=       sin^  •••^> 

'^-^  eos^ 

17m  stt  lotliBaieii,  io  welcJtea  PüUeii  -inaii  der  Gleicbuog  d)  oder 
der  Gleichung  7)  den  Vorzug  tu  flehen  bat,  setze  laao  die  Glei« 
ebttpgeo  1),  6)  und  7)  ooter  uilgeade  Form: 

ig    y  =  Jg<«'^*)-"ig  («4-^)-Hig  cot  i^ss«  : 

Ig  c  =  \g(a — <^)-f-lg  cos  ^^C—l^  Sin  ^  =  j^  — Ig  »in  y 

Ig  c  =  lg(« -4- ^) -f- ig  ttiu  .^C — lg  cos  <p^y  —  Ig  cos  (fi  . 

wo  das  Z<>iclien  sich  auf  die  gewöhnlichen  Logarirlimr n  bezieht. 
DitVereozurt  maot  und  setzt  den  iltodulus  0,434 ...  t=  tw,  so  erliilt 
man 

siii  <f  cos  ^  '      '  . 

ä  \g  esRjtß^mäf  tot  — ft- 

,  4if  ig  c  SS    + tg  7  SS  «0^ -f-'«/«.  iin'*  9 

BeMicbnet  »an  Dan  dur^b  st:«,,  =±:^|.  di/,  die  bekanatea 
Gräozen  der  kleinen  Febler,  die  ntfKgliclierweise  bei  der  Beetin- 

mung  von  a,      y  begangen  sind  und  durch       /,  die  diivoo  ab« 

liänarenJcn  Crarizon  d»»r  hei  Bi'stiminung  von  Ig  c  hccruns^enen  Feh* 
ier,  je  nuchdem  die  n  r  WcrHi  diWrli  die  Formel  i>)  oder  die  For* 
mci  t).  bestimmt  wurden  isr,  bo  hut  inuu  ■  -  .  p 

/,  =±(/?, -4-«!=  SP) 

Da  man  noa  ß^szy^  setzen  ktma^  so  ist  i^^i^  oder  ie^ 
naclidem  »io';  jp^cos?  j^^odersia*  sp^eos*  jp.  ist,  d.  b.  jo  wb* 

dem  ^p^45*  ist.  '  . 
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The  Londou,  Edioburgh  aod  OuliUo  |»li|lovupliicul 
magas^ioe«  Oet.  1841. 

Beasrkttttg  so  eioer  Stelle  Jn  Poiiion's  Tr«it<  i% 
a^eanique  vot  Jmqs  Bootb,  Pr«fe«ftaf  der  Matlica*  im 

Bristol  College. 

Bei  der  Besr immune:  iJer  Hauptdrehungsaxen  einet  Körper»  be« 
merkt  Pois&oa,  duüs  eine  Hoaptaxe,  die  durch  den  Schwerpunkt 
irekt,  auch  eine  solebe  fiir.je4«n  Fuakt  Mt,  4tm  man  längs  dieser 
Liioie  wiiiiniakt.  WeM  er  aber  kiaziiseixt,  «lauf  «Ii«  awci  aadereo 
Hauptaxrn  ihft  Richtung:  ändern  können,  je  aacbdan  iler  Poakt 
sich  anderr^  so  scheint  die«  ttulf  eiDiHH  Irrtbu«  Iii  berubetib  .Seioa 
Worte  lauten  (T.  2.  pj  Olj: 
.   '    .,L^9  inlcprales  que  celte  equation  renferme  [Hiurrtirit  chan- 

(l^er  de  valeur  avcc  ia  position  du  poiat  0\  cn  s<»rte  que  le 
eng  de  Taxe  O»^  lea-deui  auires  axes  priiid|Miox  ae  leraai 
pas  en  gen^ral  pttralli'leü  a  eux  m^mos/" 
Bei  Poisson  keitei  4ie  Gleickuttg^  «lurck  welebe  dar  Wiokal 
^  baitiniBt  wird, 

(oo»»  2)— sin»  jO)^^yäm+&la  2)  cos  3)  (/ar»«Äw— J*y^dm)z:^^ 
wticbe  aber  ia  folgeada  fiofacbere  varwaadelt  Warden  kamo: 

Ton  den  drei  Coordlnaten  s  des  BleaienlB  dm  ist  aber  % 

dia  einzige,  welche  sicli  ändert,  wenn  der  PnnkC  %  langt  der  Aza 
der  %  fortrückt.    Da  aber  ^er  obip^e  Ausdrack  für  den  Werth  von 

tg  22)  unabhängig. von  %  ist,  so  toli^r  fiipraiis-,  (fn«?s  dnr  WinkoJ  !D 
constant  ist,  d.  b.  dass  die  [lau|itaxeii  tur  jeden  Funkt  läni^fl  der 
Linie  sich  parallel  bleiben.  —  Herr  ilo4)tb  beweisst  alsdann  diaaaii 
jiate  aucb  noch  aaf  direktem  Wege. 


IL 

Bestimmung  des  Scliwerpunkts  eines  Polygons 
aus  den  Coordinaten  seiner  Ecken, 

r 

¥on 

» 

> 

Hertn  T.  J.  fisch  Weiler 

DIreetor  der  faSberen-  Bnrgenscbulo  in  Köln  a.  R. 


Der  Abstand  des  Sebwerpnnkta  einen  beliebigen  Dreiecke  fOn 
einar  in  aeiner  likana  anganonaicnen  gefndan  CSaia  ist  bekannt* 
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lieli  dem  tlriUeii  Xheile  (Irr  Summ«  der  Ahntändc  seiner  drei  Reken 
TOD  dieser  Linie  gleich.  iNuu  seien  (Taf.  I  Fiff.  1.) 
dt«  Bekpankte  irgfmdl  eiii^  Polygons  von  Seiten,  und  daitelbe 
Ml  4iiFeb  DiaginialKiifeo  die  täü  rcio  ji^  umigehwi  IsiDraicck« 
getheilt.  Die  Ahscissen  jener  Fcken ,  in  Besiehmig  mut  awei  tto 
der  Khene  des  Polyg-nns  nillkührlicli  angeuommene  und  auf'ein- 
ander  senkrechte   Coordinatcn  -  Axr n   seien,  der  Ordfluii|p'  nftrh, 

die  Ordinaten  dcrselhen  y, //,f/,  .  .  .  y«,  so  ist  die 
Abscisse  des  Srhwcrpunkrs  von  -♦- 
sbIii  Plftcipeninhalt  (d.  i.  Trapez  /'»^a^,/*,  —  Trpz  P^A^A.P^ 

—       ■+-  y»)       —      =  —      -f-        —  »,) 

-f-^jC^, — .^»)],  dalier  das  Produkt  beider,  oder  das  Moment.dea 

^A^J^A^  =  \[a?^  -f.       -f-  .^^)    f?/,(^,  —        -1-  f/2(.ir,  —  or,) 
yil-^*^!  —  *^«»    '^^   «'^i*    iMonieut   des  A-^i^»^« 

II.  a.  w.  b»  znn  AfamenC  de8.^^,>d|,— i^«,  welcM»       >  * 

^Addirt  maD  dWe  Produkte  so  susammen,  dass  Alles,  was  mit  ein  . 
nod  derMlben  Ordinate  aiultiplixirt  Jatr  veteiatgt  wjcd>  io  erUll 
aiaa  ala  Summe  der  Momente  aller  Dreiecke: 


oder  fa  kflrserer  Besciclittunff :  12»  ^  y^(ar*4;i-*^_i)(jrii_i+Är^-|-^^^i), 
wo  für  A'  alle  ganieo  Zahlert  «o»  1  bis  1»  zu  setzen  sind*)  Der 
Flächeninhalt  des  ganzen  Polygons  ergirbt  sich,  wenn  man  tittf 

gleiche  Weise  die  obigen  Ausdriicke  für  den'  la^alt  der  ^irizelaen 
reiecke  addirt, 

oder  kürzer:  {Smyki^M  —  ^k^i),  , 

Dividirt  mau  nun  jene  MomcntensuuMnc  durch  dieseu  Flächeninhalt, 
so  erbftU  man  für  die  Abaciase  des  Sebwerpnnkts  des  gaoaeii 
Polygons  den  Ausdruck:  *  "  ' 

welcher  zur  Berechnung  dieser  Altscisse  die  einfacbe  Regel  enthältt 
,,!)laD  m  u  1 1  i  |i  I  izi  re  die  Ordinate  des  mittlem  von 
„je  drei  autcinander  folgenden  i^ckpunkten  des 
„PolygonH  ibi^vder  Oift'^reaz  »'der* -lAbscissen  der 
„beiden  übrigen,  und  addire  sämmtliche  ^rodukte; 
,.nittUtpIizi're  dann  jedes  von  diesen  noch  mit  der 
j.Sinntfio  (1  e  r  A  h  s  cisse  I!  aller  drei  e  n  a  n  n  t  en  E  c  ke  n, 
„und  itddire  auch  diese  Produkte^  dividire  endlich 


•>  D»bei  ist  für  jf«  •  •  •  •  ^'«»  •  •  •      **»  uehmisi.'  - ; 
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,,die  erate  Pro4nk.teo8uiiine  iu  die  letxtere^  lo  ist 
„4er  dritte  Tb^il  dee  erhaltesen  ^voticRtea  die 
»yAbeeiese  dee  Sebwerpunkte." 

Ausdruck  tur  die  Urdiuuit;  1'  dieües  Punkts  folgt  gleich 
«I  dMB  der  Abecieee-diirek  klone»  VcrtooicbiiD|f  der  x  and  eleo 

Hif.  Neneer  beider  Ausdrucke  sind  identisch, 
l^i&piel.    Für  eiu  Sechseck  sei  gegebeii: 


=  12«  ao  Ist 

^jrj  =  -f.n.  l=-h  1^1 

^^,)Ä-4.|f  .15=^-285; 

x^  =  20,  y. 

=  14 

—  jF,)  =  -i-14.  15  =  -t-210; 

jr4  =  29, 

=  17 

-^«J=.-|-n.l3  =  +  22ii 

x.  =  33,  y, 

=  6 

< 

—  0^4)  =—  6.16  =  —  96; 

a?,  =  13,  y. 

=  2 

—  jt,)=—  2  .  28  =  —  56; 

V 

-i-576 

•  ■ 

12(;r. -1-^, -|-.r,)  =  -f-  12. »  =  -4-  884 
285(^,  -f-jr,)  =  -4-ä85  .  39  =  -4-  11115 

210(«,  +  07,  H-  ^4)  —  H-  210 « 65 = + 1^2^ 
22l(^, -1- Jr,)  =  + 221.  S2  =  + 18122  * 

—  56(ar,  4-0:44-0?,)=—  56.51  =  —  2856  ' 

Diher  die  Abseiase  des  Scbwerpiiakte  =4  • '-^^  =  18>978  ; 

174001 

die  jOrdimite  ergiebt  sick  eben  eo  =•]• .        =  10|0Q6 , . . . 


♦ 


1 


p  ■ 
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III. 

lUDg  des  Schwerpoiikts  im  sphftriseheo 

Dreieck. 

V9ti  dem 
Herrn  T.  J.  Eschweiler 

DIffMMr  te  Mb«rto  Bürg^nchule  in  Kdla  a*  II. 


Der  Abstand  des  ScUwerpuokiä  irgeud  einer  Fläche  yod  einer 
MgCDOinneiieD  Bbcoe  winl  bekaiintlich  dadiircliflrefundes,  daM  mm 
die  Samma  der  Momente  aller  Elenieiite  jener  Fläche  in  Besiebnofi; 

auf  diese  Kbenc  darcb  die  Hümme  dieser  EjeiaeDte  aelbat«  d«  h„ 
durch  dco  Inhnlt  der  crmzcn  Flnctte  dividtrt. 

Nun  sei  (Taf.  I.  Fig.  2.)  ABC  ein  spliäriscbcs  Dreieck,  dessen 
Scliwerfiunkf  bestimmt  werden  sollj  O  der  Mittelpunkt  der  Kug^el. 
Dieses  Dreieck  sei  durch  Bt>t<en  grösster  Kreise,  die  alle  durch  A 
gehen,  wie  z.  B.  AD,  in  hÜemente  erster  Ordnung,  diese  wieder 
durch  Bogen  kleiner  Kreide,  deren  Ebenen  alle  uut  AO  senkrecht 
stehen,  in  Elemante  sweiter  Ordnung  getheilr.  P  wf\  der  MitCeN 
punkt  einet  dieser  kleinen  Kreiae,  und  dieser  schneide  ,den  Bogen 
AD  in  so  ist  das  bei  E  liegende  Element  zweiter  Ordnung  al<i 
ein  unendlich  kleines  Rechteck  zu  betrachten^  dessen  auf  AD  lie- 
gende Seite  (wenn  man  2^  AOE^=rp  setzt)  z^zdtp, 
die  atidere  Seite  aber  (wenti  2^  C^^iZA  ===  cu)  =  sin  (p»äu)y  so  dass 
die  Grösse  dieses  Flements  selbst  =  sin  95  .  r/y  . //(u.  Der  Abstand 
des  Punktes  (oder  l^lements)  E  von  der  auf  dem  Radius  AO  senk- 
rechten Bhene  J/ OK  ist  OF=zo^  tp,  daher  das  Moment  des  l£le- 
mcnts  bei  E  in  Beaiebnng  auf  diese  Bbene  ssin  9  cos  w  .ä(p,  dta* 

Dieser  Ausdruck  Ist  nun,  um  ihn  auf  die  ganze  Fläche  des 
Dreiecks  aussndebnen,  zweimal  zu  integriren,  indem  dabei  zuerst 
jp,  dann  fi»  als  feränderlicii  betrachtet  wird.  Die  erste  zwischen 
den  Grenzen  0  und  A/J  iiuss^efübrte  Integration  giebt  das  iVloraent 
des  liilements  erster  Ordnung  ADD\  die  zweite  Integration,  zwi- 
schen 0  und  t^.  CAB  ausgeführt,  giebt  das  Moment  des  ganzen/ 

DreiecM  ABC,  Es  ist  nun  ^^in  9  •  cos^  • 

sCenst— ices  29;  und  dieses  Integre!  ven  91) =0  bis  i^  =  AD 
genommen,  giebt  -^(1  — cos  %JD\  oder  -{(sin  AD)*^  so  dess  also 
uns  ilomen  t  d  es  Elements  ADD^  in  Besiebiiog  auf  die  Ebeoe  liOM 

ssKsin  AD}*  .  ätü.  > 

üm  diesen  Ausdruck  von  Neuem  zu  integriren ,  ist  es  zweck- 
mässig, statt  tt»  und  des  da?on  abhäogigen  Bogens  AD^  den  Bo- 
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gen  CO  als  veräntlerlielie  ^irÖRte  eintofutirrn.    Zu  «lern  Knilo  s«i 
Seite  BC^m,  AC=6,  JB^c,  ^iiAC=u,  JBCs=:k 
ACBirzf  l^esetzf;  tiiH:b  riner  beki^ntiieii  Kelation  irt  W  ipliXfi«- 
Dni^ä  ABC\  oos  ^  eos  ;^^iht  ^ .  e«itg  CD — sin  y .  cotg  m, 

dpfcer,  wenn  man  «UfTereniürtt  sin^  sincu'.«4[CvO)s=»to/.ainC/>'.  r/io, 
odor  ein  CD  :  sin  .i/J9  =  sin  w  :  sin  ^,  audi  sin  6  sin  tl{CD) 
==;  (sin  Ai))*  ,äüj.  folpflirli  tlus  zu  integrircndc  ;>lom€iit  des  Kle» 
mpnts  Jl Oiy "=  \^\t\  b  sin  y  ,  tt{CD).  Das  Integral  hiervon  triebt: 
-^siii  ^  bin  .  6/)-f>Coust.  unü  wirtl  dassellte  ron  0  Cli=im^ 
m  45VM0n  fjlr  CiÖ«  auigedelmt,  so  ergiebt  licli  ali  MoneBt  4et 
gans«B  Dreiecks  ABC 

\a  \  sin  ^  sin  y. 

Setzt  man  den  spharisciicn  Winkelexcess  dieses  Dreiecks,  d.  i. 
a— +  /  —  7r  =  ^^  so  ist  für  d«ii  Uuibmcsser  1  aucli  der  Fläciieo» 
«Dlmlt  il€B  Dreieck«  ss«,  folsrlich  iler' seekreebte  Abetaetl  «eiDM 

^in  A  sin 

Sch^verpuükls  von  tier      OA  seukrcclitcn  Ebc :nc/[f(?A'"=^  ^ 

oder  nxich,   da  sie  ^  :  MO  c  xs  «in     t  sio       dertelbo  Abfllaad 

«X  611)  c  sin  Ä         '  .      ,  -   ,         ,  , 

 ^  ^.   Kjbeo^  so  Mt  der  Abstaad  das  ScowerpunkCs  von 

•Utef  dareb      gebendea  und  aaf  dem  Radiils  ÜB  senkraebtüi 

•i«t  b  t\n  a  s\\\  y       b  sin  ff  siii  c  , 

Ebene  =  ^  ^=  •  ;  eotilich  die  Entfernung  die- 


Paaktes  von  elfter  durch  0  i^enkrecbt  'gagett  ^C  gelegten 
■       .   «  *ifi  a  »in  Ä       c  sin  a  »in  //  .     i  •     j*  v 

Rbeae  =s  =ss  ^.  llierdarek  ut  die  Lage  das 

.SckwerpDBkts  völlig  bestiaiait  aad  kann  aof  folgende  Weise  ieickt 
comtrmirt  i«videi? 

ABC  (Taf.  l.'Fig.  3.)  sei  das  gegebene  Dreieck ,  das 
pülare  oder  reciproke;  die  Kugelbiilbmesser  OD^  OB^  OP  stehen 

itläo  aaf  den  rcspoctiven  KIicnKn  BOC,  uiOC^  AGB,  so  wie  die 
Halbmesser  OA.  OB.  OC  auf  den  Kbenen  EOF,  FOD,  DOE' 
scnkreclit.  Aul'  OD  sei  ein  Stück  6^/*  nrenommcn ,  dessen  Lange 
sich  zu  0D{=\)  eben  so  verbalt,  wie  die  Seite  BC  {odpr  n)  zum 
tiojipehen  Ueberschusü  der  Teriphrrie  eines  grössten  Kreide»  Liber 
dia  Sunme  der  drei  Seiten  des  PaJardreiecka^il^,  (oder,  was 
dasselbe  ist,  dem  doppelten  lleberscliuss  der  drei  Winkel  des  Drei- 
ecks ABC  über  swei  Rechte^  als«|,  nach  obiger  Beseicfaatingi  au 

w^dareh  ^^sss-^;,  Desgl.  seien  otif aad  OP  vea  ^  an  ^a 

Stücke  OQ  und  O/t  so  genommen,  dnss  2e  i  bs;si  OE  :  OQ^^ 
2e  :cz=0F  i  pR,  xi,i^üwcU  OQs=^  OUssz^,    Wkd  dana 

fiberdlaseB  drei  Stacken  OP,        und        die  sich. demnacb  wie 

a     h  '.  e  vprIiitHiMi,  ein  Piiriillclepipedum  consfruirt.  so  wird  die 
dem  Mittelpunkt  der  Kugel  0  gegenüberliegende  ßcke  Q  dieses 
'  Parallelepipedums  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC 

Denn  da"^^  nuf  der  Ebene  EOF  senkrcrlit  steht,  diese 
Bbeae  aber  der  Ebene  PO  parallel  ist,  »f»  steht  AO  nuch  ouf  die« 
ser  letztern  Lbeoe  senkrecht,  und  wenn  dviiicr  ^0  diese  Ebene  im 
Fvnhia  n  iHfft,  so^  üp  dem  senkeeckten  Abstände  den  in  dks«r 
Bbena  liegeiideB  Pnnkts  O  van  der  R^«^«  ^OP  ginieb.  Da  mm 
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das  Üreieok  OP^  bei  //  rechtwinkelig  ist,  «o  ist  OpxzOPi^c^I^OA\ 
obfger  Constructitfii  ist  aber  C^/'zs^  und  im  spilÄrtfGheii. 
Di0i««k  .^i&A;.  worin.  isl  oos  AD  odar:««! 

'  =  sin  .^if  i^a^  ABD^nin  c  sin        daher  Op:=i^  "^'^  ^^"^  ^; 

ilabcr  liegt  der  Scbwer^uukt  iti  der  Ebene  PG.  Anf  (ß^Ieiche  Art 
wird  i>ewi^eti)  dust»  er  ii|  den  Kb^fuen  (4.G  und  JiG  liegt  j  er  us^ 
also  der  PiirolisoliQitlspiiiikt.  ^  dieser  dfsi  Ebeiieo.  ,  >  •  < 

Da  sin  ^«810  ^  die  Muffe  des  voH'^  auf  dit  Ebene  BQ,<^^ 
füllt  Lothes  uusdrückt,  so  kann  man  auch'Jl^fh  ftsf  folgend« i4i>^ 
vfirfahren.  Auf  ylO  nelnnp  man  das  Stück  Op-=^  der  vierten  Propor- 
tionale zu  a  und  dem  uus  auf  die  Ebene  ^ 6^ gefällten  Loth> 
lege  hierauf 'ilurch  eine  auf  AO  senkrecbte  ^bene;  auf  gleiche 
Weise  verfahre»,  man  auf  den  Balbuiessern  BO  und  CO\\m  .erhäÜ 
srao  dM  aHf  'diesM  Halbttesstrinselikrecbte  Bbeoeo^  diMs«lteD;'«lc^' 
che  in  tler  vorigen  Construction  die  Kcke  G  des  Parallelepidumf 
bildeten  und  deren  Durch scIi nittspu nkt  fr^  aTso  der  Schwerpunkt  ist» 

Will  man  die  Lage  dieses  Punkts  durch  schiefwinkelige  Coor- 
dinateu  iu  Bezug  auf  die  drei  Ebenen  BOC,  JOC,  AOB  be- 
stimmen, so  denke  iuuu  sich  durch  G  eine  der  JiOC  parallele} 
Mar  auf  l^jS^Baakraehte- Ebene  gelegt.  Das  tod  iftr  mtA  -OA  Taa 
O  an  abgeschnittene  Stück  ist  die  mit  OA  parallala'Coordinate 
des  Punkts  G\  sie  sei  durch  a:  bezeichnet;  das  van  ilenelben 
Ebene  auf  OD  von  O  an  abgesciinittene  Stuck  ist  .tt  .  r^fi%  AOD, 
Projizirt  man  auf  dasselbe  drei  von  0  bis  G  aiifeinaDder  folgenj^ip 
Kanten  . des  l^aralleiepipedums,  so  ^hält  man:      '         T      %  * 

X .  eas  AODsrs  OP-^  OQ  eoa  BOD-^-  OH  caa  fOD  od«. 

 u\in  e\mß     '  ^*  ^  Sy^aiatria.w^^ 

das  constantak'l^rödnkt  aus  dem  Sinus  'oinar  toreieckseit^  nnd  ddii 
Siaas  der'beiffen  aaliegendea  Winkel  i 

sin  a  sin  ß  sin  ;'  =  sin  6  sin  u  sin  ^  =  8iD  ^  sin  a  sin  ß:=K* 
setzt: 


♦1  ^  («  —  Z»  sin  y  ~  c  cos  /J);  eben  so  ist     '  *>Jvr 

•1  •>   .  \  .     •   -  '         _  *  -1 

sin     //  V         sin  y  /  i>     /  v 

Die  Entfernung  das  Schwerpunkts  fiP  vi^al  Mittelpuaftta  dar 
Kugelv  d.  i.  die  Dingonale  OO  des  vorbin  zur  Construction  angak> 
avasdteo  Pa[ralleiaaiiieduwiv  ist  nacb^eioeai  bekannlan'  l^rsatsa» 

. :  ^         '  \   -    ■  .. : 

Ä  [/[OJ"^  -f-  6/^^    h        4-         .  OQ  cos 

4-2^/*  .  OB  ^os.  POB^^Oj^  .  ob  .  cos 

Sttbstituirt  inan^  hierin  die  vorbin  angegebenen  Werthe  voo^P, 
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rf=       «•     ^*  -I-     —  %6c  cos        2ar  hob  ß  —       ciw  y. 

Ub  endlich  noch  die  Winkel  tll  beatlMMD,  weicht  iler  (iureh  den 
Scliwerpunkl  gebende  Halbmesier  der  Kogel  mit  den  Ualbmesseni 

Ii  f.  O/f,  OC  macht,  betrachte  liian  das  bei  p  rechtwink  rlic^e 
Dreieck  V  OpG;    dasselbe   giebt    Op  =r  OO  •  cus  A&G  oder 

^^^z-sd.cM  JOO,  woran*  eoi  JipG=^^.^^^;  ebeir  an 

siad  nlno  direet  den  Seiten  und  nmgekelirt  den  Sinne  deraelben 
fTOporttottirt. . 

Der  Schwerpunkt  einer  von  einem  sphärischen  Dreieck  b^- 

irranztpn  Kngelpyramide  prc^ebt  sirh  nas  dem  Obigen  sehr  leicht, 
fcr  liegt  auf  der  a^eraden  Linie,  welche  den  Mittelpunkt  der  kug'el 
mit  dem  Schwerpunkte  jenes  sphärischen  Dreiecks  verbindet,  aber 
um  den  4ten  Tbeil  dieser  Linie  dem  Mittelpunkte  uaiier  als  der 
Mwerpunkt  des  Dreiecks^  >  ' 


^  1 


•*  •  *.       -  .fi  •         ,  .  I     .  t. 


  -  %  — 

IV. 

lieber  die  rekarrirende  Bestimmimg  der  Ber- 
'  '  ^  iHmlltochen  S^len.  ,  ^ 

Von  '  Ci. ' ' 

•  Uerrn  O.  Schlömilch 
SU  Wien. 


•  # 


Wenn  van  die  bekannten  Formeln 


U    U  '  4  ',1         •  ll 

i  *        I.  ■  ■ 


2 


log  sin  iü  sLo^  <i»  -i-  Log  (l  —  ^)  H-  Log  (1  —  ^) 


+  Log  (1-1^.) 


Logcosioi==Ldg(l-^)H.Lo#(l-|^)+Log(l--^)+. 
nach  Ol  differenziirty  so  erbä^  man  leicht  die.  beiden  Reiben: 
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Zielit  Mit  4it  .erste  Gieidiung  vos.itcr  sweiteB  ab,  aiwltdein  mas 

4ieie  mit  %  Bii](i(»lizkt  hat,  und  bemerkt,  daas  cot  <tf  =  ^V  ^ 


OieM  adiOM  bakaantan  Soaiairaagen  liaat  aicli  aalH*  vor* 
tlmUlMifta  Seita  ubgewiaBan*  Mkkt  hmui  nialicb  dioaolboo  ReilieB 
4urch  beitimmte  Integrale  aoa,  (»o  gelaii||[t  man,  weil  jene  Soaimaa 
acboB  bekannt  sind,  zur  Kenntnis^  einiger  bestimmteo  Integrale, 
iv'cirlie  sieb  unbestimmt  nifht  .ingcben  lassen,  und  die  sieb  Itcrnach 
zur  l^ntwickelung  tnelirerer  rckurrirenden  ^liorenscbaftan  der  Ber« 
ooullischen  Ziiblen  selir  nützlich  erweisen  umicn. 

Zu  Uie^em  Zwecke  erinnere  icli  au  ilic  bokotuite  lotcgriilfurniel: 


810  hBd& =  k^^h^  ^  Conit. 


tiebmen  wir  0==oo,  (9  =  0  und  anbtrahiran  baida  Wertbe»  ao.  er« 
j^abt  aicb  daa  bestimmte  Integral 

0 


tf-^e  sin  /iBde=j^—p, 


f 

FUri&==M?r,  /ssswV^ — ;  l  geht  dasselbe  in  das  folgende  über: 


worio  daa  Imaginäre  our  aebeiobar  iat,  irad  sogleich  Teraebwiiidet, 

weDO  man  den  8inus  durcli  Exponenzialgrössen  ausdrückt,  la* 
dessen  werden  wir  doch  dieae  Nebreibart  der  Bequemlicbkeit  wegen 

beibelmlten  und  \^  —  1  knrs  mit  •  bezeidmcn.  Betrachten  wir  die 
rechte  Seite  der  Gleichung,  so  findet  sieb,  dass  dieselbe  nichts  Au- 

deres  ist,  als  das  nlljremcine  Glied  der  Reihen  (l).  (2),  (3).  Gief»t 
man  nlso  dem  u  die  Werflir.  die  es  dort  hat,  und  ii  ldirt  alle  Glie- 
der auf  die  nämliclie  Weise,  wie  es  in  jenen  Heilien  geschielit,  so 
drückt  man  die  nämliche  Reibe  durch  eine  Reihe  bestimmter  Inte- 

grale  aus^  die  sieb  aber  sehr  leicht  in  eines  zusommenzieben 
laaen. 

1)  Nehmen  wir  zuerst  mssj,  2,  3,  4,  • . und  addiren  sämmt* 
liebe  Glieder  mit  positivem  Zeichen,  so  bekommen  wir  anf  der 
rechten  Seita  die  Reihe  (1),  für  die  wir  gleich  ihre  Summe  aetiea 
wollen;  aUo: 

,  +7y^V3«e  aia  «idi^-l-  =i^icQt  i^: 
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Da  «ber  4i«M  Iiito|pral«  dm  feaeiMebcftHcheii  P«kt*r  4-  and 

gleiche  Gräozea  besitzen,  so  küuuen  wir  dieselben  so  vereioigent 

»dl 

Weil  DUO  0  eine  positive  Grosse  ist,  so  bleibt  ein  achter 

Bruch,  ud4  die  eiog^kiammerte  tteibe  lässt  sich  nach  der  Farttel 

samnireii.  Die  Sumaie  iit  aiBlich: 


'1   /"»sin  iM'grfa  1 
ir  Mch  ,20  fär  0»  ~-  für  tf,  to  iiI 

'  f"  '/o 


«sin  iaiBdB         1  ^  , 

etoe^i  =  2S;~*^**  in». ... (5), 


2)  Eben  so  leicht  ist  es  die  Reihe  (3)  in  ein  bestimmtes  lote- 
fral  na  verwandeln.  Man  nimmt  wieder  in  (4)  «=1,  2,  3,  4. . . . 
•ddirt  alter  alle  Glieder  .mit  weeliselnden  Zeichen.  So  erhält  bmi 
gatis  >übiilieh  wiei  vethin: 

T  /q  i^r-^^—e-'^^-i^e-^B^  .]  sin  a»t0i^s|eQtec 

Die  iSfvnime  der  eioi^eklaniaertea  Reihe  iit  ' 

mitbiu  auch:  •        •  "  .  .» 

^  Für  die  Reibe  (2)  setzen  wir  in  (4)  3,  q^A 

addiren  alle  Glieder  mit  positiven  Zeichen,   6«  wird, 

T"  f^{e-nS-^^B^-^^^  .  .1  sin  wi©^0  =  ^tan  ^u». 
Kadi  tiec  Farmdl     .  • 

fibdet  nicfc^nla.  diar  Simme  der  Reihe  nnter  Atm  fntegraUeicheni  ; 


folglich 


1.^ 


1    /*»  sin  ojiBdB  ' 
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It 


l>4err  wcM  muu  y  für -ti^,.^  rfOr  4i»  «direilii:  i* 

T  /   ^  'n-  =  ltiiu  41»  (7).  . 


%    *        4  U  . 

t 


f  .  M.  •  - 


Mittelst  der  eb^n  gefundenen  bestimmten  Integrale , ist  ei 
leicht,  für  irg^cnd  eine  Bemoiillisclje  Za!il  mehrere  Integrale  «nzu- 
gcbcn,  indem  Tiiai)  nämlich  beide  Seiten  vüd  (^},  (6),  (7)  nach  i'o- 
tcnzen  der  willkührlichen  (  onstante  w  eiit\v!ckelt_,  was  auf  der 
rechten  Seite  mittelst  der  Bernnulliächeu  Zuhlen  bewerkstelligt 
wird,  und  dann  die  Coiflieietiteii  gleieh«r  P«teDMB  von  o»  in  «ioe 
Gleichung  stellt.  >  .  ^  ; 

I)  So  haben  wir  aia  (5)  ^ 

Tt/o         i"^  \  T%7%J^^  ^e— i"*"  •  •  •  

 1  t'-.i.  i\3  n  ,  »        />  .  \ 


V  9 


Vergleichen  wir  nun  die  Koefiizieatcu  von  (i>2«— go  ergiebt  sich 
Mf  der  Stolle  *    .    \  ' 

2)  Entwickeln  wir  ebenso  die  Gleichung  (6),  so  läuft  die  linke 
Seite  ganz  so,  wie  im  vorigen  Falle;  recnts  fängt  die  Reihe  fiii^ 

^Gosec  ci>  mit  ^  an,  welche«  sich  gegee  — ^  hebt,  und  die  ellge'> 
■einen  Glieder  sind:  .         >  ' 

folglieli  darefa'Tetgleiehimg: 

3)  Endlich  giebt  die  beiderseitige  Bntwickeluug  von  (7)  die 
'  allgem^oen  jB^^eder^  , 

e       — «  * 

also  wieder  durch  Gteiehsetzen  der  Koeffizienten: 

— ~  — sr^f *T^-  •  •• 


> 
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Diese  bestiBBteo  lotegnile  fdr  '  eine  lUidbijfct  BerniiuIIische 
ZiU  bietcB  4tm  %'ortlieil  dar,  dass  sie  den  Index  im — 1  Expo- 

nfnf  ^ntT)alt<»n  "und  es  dadurclt  fpirfitpr  wird,  den  £rf irenseitigen 
Zu^arnoieDiiaDg  Mehrerer  auf  einaader  folgenden  X^kieu  sa  eot« 

Wollte  man  die  Neuner  jener  Integrale  in  Reihen  verwandeln 
ud  die  Integralion  eines  einzelnen  Gliedes  nach  bekannten  Eiffen> 
idbafteB  4er  Gnamafiinktioiie»  aasfälireii,  ho  würde  mmn  des  10100 
kluiiittte  Besaitet  fioden,  die.BernoaUHMfco»  Zahlen  die.  lesi- 
IfokCfB  gBnden  Polenzen  der  ootÜrlichen  (Zahlen  summireo.  J^UClit- 
barer  ist  ei,  die  Zähler  jener  Integrale  in  eine  Rechonog  in  ver« 
isditea,  wie  die  Boebfolgeodee  Peregfopkeo  seigeq^ 

♦.III. 

Wir  keeekiftigeii  m»  snnalclist  ^it  den.Porineln  (5)  und  (8), 
velehe  wegen  der  lUetcbbett  der  Nenner  insoeioiengeliöfeB.,    .  " 

1)  Wir  multiplizireo  beide  Theile  von  (5)  aU  dtif  Ctonetoiile 
4sia  üt),  welebe  wir  unter  das  lotegrslzeiehe^  tfaan,  ttod  sik'legeii 
das  doppelte- Sinneprodokt  in  eine  Cosiamdiffuieiis,.  .sa  .doai  wir 

erbaltpn 


2^  f*^eot  (I 


(I  -  t^W  -  CO«  (1  ^ie)tü  \^     2«in  a»  ' 

^^B-r^  '    «      ai      .  »  *• 


2sin  w  .  , 

^—  (H-cos  «). 

•   *  ~  .  .  ^ 

Sutwickels  wir* beide  Ansdroeke  io  Reihen»  welche  nndi  Poteosen 
von     forteeb'reiten,  so  sind  die  allgeMoinen  Glieder. 


•  (2»), 

1.2.S...,(2«4.])       1.2. 3. ...(2«) 

^od  weil  die  Kuetiizienten  von  itf^  einander  ffleich  sein  müssen 

'K.  ist  aber  -  '  ^    '"V^       ^  •  ' 

(1  - tÖ)2« _  ( l  -4-  j@)2«  =^  — j—  t2i»),0«  -f.  (2y») , 0 •  —  

^obei  (Siii),, . . .  die  BinomialkoefliasWoteQ  u^geraile^^Ste^^^ 

»ir  den  Exponenten  2/»  bedeuten,  Substituiren  wir  diess  und  be^ 
uiebnen  ^en  Nenner  4esf  ([ntegrnlo  )Lorf(in^.^,,fV^  wir4^ 




Jedes  diefie^  likteg^le'  rässt  j^ieb  «berlimeb  (Sj  ansfub^ii,  unil  m 
^fbalten  wir:    o-«  -v«  1 '   1  '5-»%  *.    .  »  • 
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ioe  tweite  gam  'ibulieh  gebildete  Bigenschnft  der  Ber<^ ' 
_Nr  ZähM  ^lerffieU  *ldi  so.    Wf/ ■ittUi|^»Mrei&  (5)  aiU 

g  "  y  »sin  (I     >0)« ^  sin  (1  acoi  «     "  .  " 


I        .  ♦ 


Verwandelt  man  beide  Sciteo  io  Reiben,  «o  «ind  die  aligeioeineii 
Glieder  '  •     '  '  -  .  : 

,7 •  1.2.3 (2«-i)  J 0        \^ö^:::t  ^ 

folglieh  durch  VeigUiebong  der  Ko(efPxien|«D  von  ti^^j  , 

.      •  * 
.=55  ^  -h  (-  , 


Fjerner  itt:  **" ;  '     .  * 

r=2t((2i»  — — (2»— l),0«  +  (2»-.l),0«  —  

nito,  wenn  wir  diete  in  dai  Integml  eubstiluiren: 


'  ■  '       : . . +(-i)*w(!u~i)».-i .  i/^-^g- 

ßpstimmpn  wir  den  \yer^|i  Jede»  diciser  Integrale^ ^acb  (8)»  bo  er- 

«itUt  sieb     'u"  '    '"  .'•  ' 

Dabei  hdien  sich  die  mit  B^n^x  behafteten  Glieder  nod  die  Reibe 

bricbt  also  bei  dem  Gliede  (-l)^;^!^"*!)»»  a/g»  J  «b«.  fichra* 
ben  wir  dttber  «-f«  1  fdr  «,  so  ist  m 


1  '  \ 


'  Digitized  by  Google 


lA 

1!b,+t)^0,  -i(U-t-        ^-«B*-h  1),*,  - . . .  1 . . . 

♦ 


Meie  Eigeasciulft  derBcrnouUiijbheD  Zahlen  ist  4er  (11)  gMs  aimtoii^» 
üA  Im  io  fem,*  als         =  gettt«!  w«rd«n  kwo. 

b  lasseo  sieb  dab«r  beide  Gleicbungcu  s<»  siisamneofassen: 


vibei  dt€  oliere  Reifet  fiic  ein  gendes,  die  «nteire  für  eitt  ongcra- 

Auf  gleiche  Weise  soll  BiiB  auch  die  Formel  (6)  «it  ftHeliMciil 

auf  (9)  behandelt  worden. 

1)  Muiti{t)icirt  man  (6)  mit  2  sin  (jd  und  zerlegt  ttoter  4em 
tegralxeicbeo  das  do[t|>eUe  Produkt»  so  kommt; 

1    /^#cos  (|/->ta)wr-cos  (IH-«^)»  «     •»  < 

T/o  «»44- i  <»=i — 

Die  beiderseitige  Sotmkelioiff  neck  Poleueii  fem  giekt  die 
sUgemeineo  Glieder: 

folglicb:  .  ' 

Entwickeln  wir  dfe  Potenxen  unter  ifem  FntegtalaeicbeB  und  be- 
zeictinen  den  Nenner  knn  mit  jV.  so  ergiekt  aiek  gaoi  iknlick 
wie  in  f  ULI):  . 


Am  (9)  findet  sich  aber  der  Werth  jedes  einzelnen  Integiols»  und 
m  bat  man: 

. .  .+(-»)t^»?^:^^2»)M-lJ^SF£?^-.-..  (14) 
3}  OflMh  MakiptikatiM:  «U  3e«»  ^  «rUltm  -wir  •■>  (•) 
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b  * 

Daraus  fiieiseo  dnrcli  ^Vwaiidlnog.  iD  Reibei)  die'  allgeneinop 
Glider: 

'  I  •       (^piH-ifti^i       r  »( 1  ^  T  ^  ~  und 


—  "» ,      »       ^  •  ^  *     .  '  ^ 

folglich:  • 

oder,  wenn  mm  die  Potenzen  wie  in  f.  III.  2)  eotwickelt  und  den 
Nenner  mit  M  bezeictioet: 

Fihrt  Man  jede*  dieier  lotegTäle  nach  (9)  •«*>'  m  iit: 

nimmt  man  auf  beiden  Seiten  die  mit  //g*—!  behafteten  Glieder  zu- 
sammen und  schifMbt  dann  n--\-l  iur  so  fiteilt  sich  diqse  ^Rela- 
tion unter  folgender  Form  dar:  •  -  •  -  • 

V.  i  !    j  -  I  • 

Wir  w«iid«i\iiiii  van  xnr  BetrMilfing  des  letetm^ni^rci 
•limmeogebtttiger  Integraler,  bämttch  (t)  und  (10).  \i  •  ^  " 

Dureli  Jliilli^kation  mit  2  sin  w  entstelu  ans  (7) 

'  JL        ...  ^  =~   — — —  d'&  =  tan  0»  sin  n* 

s  see  o»  —  cos  ». , 
Eekanntlkb  lässt  sich  nun  sec  w  iu  folgende  Reihe  verwandeln  l 
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einige  Analogie  zu  den  Bernoullischeii  Z^altlea  beBiUeii.  Ks  si^d 
die  allgemeinen  Glieder  der  RciLeu: 

1.2,1  ,..(2»)"*" 

fölglicii:  •  •  •  , 

Entwickelt  man  wieder  die  Potenzen  unter  depi  Int^alzeicii«^  lOid 
beMielkiiet  .4e«  ^ejiiier  Mit  X»  so  ist  SLiyit 

Worms  sieh  mnSge  der  Formel  (10)  sogleich  ofgtebt: 

-s-j —  5 — (^)i^«  H  e — (»»Jt^f —  

* 

ft)FlialtlpUsirt  man  (7)  mit  ^cob  ct/,  so  ist:  • 

Duwtt  «BtsiriiigaB  die  «Hg^sMinen  .GUeder  der -ReilieBOiitwick«- 
lisg: 

<M.2.»....(ai»-i)/     .  ^ 


0 

l.|i.3....i2it  — 1)' 


imd  10  die  Gleichung 

-1 '  •  ♦ 


JKmi  i^ebt  düich  Vntwickeliiiig.: 


TMl  10.  '  ^ 


Digitizeci  by  LaüO^lc 


18 

ind  dwek  AwMtimg  tll«r  fntegrvl^  Mch  (1(1) 


■'j 


Die  bisher  entwickelleu  Eigeescliafteo  der  Bernoullischen  Zah- 
len, welche  gar  nicht  bekannt  zu  sein  scheinen,  enthalten  die  Auf- 
lösung der  Aufjj^ab«  von  der  rekürrirenden  Bestimmung  jener  Zak- 
ien;  und  zn^leieÜ  fuhrt  die  Formel  (16)  dio  BmebDiing  der  So- 
kftotenkdefBzienten  auf  die  der  Bernoullischen  Zahlen  zurück. 

Die  Anzulil  der  R<'k [jrsionsformeln  für  diese  Zahlen  Hesse  sich 
noch  vermehren,  iodcin  man  die  bisher  scofuudenen  Formeln  durch 
Addition  und  Subtraktion  combinirtc.  Diess  will  ich  aber  über- 
geiieo,  da  die  Ahieitucg  dieser  Relationen  leicht  iät  uud  ohuediest 
u  weniger  einfaeheo  Eeialtaten  fuhrt 


'  'j 


V. 


-  if 


Ceber  den  Schwerpunkt  des  körperlichen  Sec- 
tors  eines  EUipfioids  mit  drei  Achs^ 

•  '     '      Herrn  Lieutenant  Ton  SeydHtss 

im  KönigL  Preus^.  8tCB  (Leib-)  Infanterie  Regiment. 


Attfgk!»eJ. 

(Welche  als  Einleitung  zur  zweiten  Aufgabe,  dient).  . 

Es  ist  ein  Eliipsoid  mit  drei  Achsen^,  ä  und  r,  wel- 
che den  rechtwinklichen  Coordinaten  X,  Y,  Z  entspre- 
chen, gegeben.  KS  (Taf.  I.  F ii:.  4.)  sei  der  Schnitt 
durch  den  Mittelpunkt  0,  wiukelrecht  zur  Coordioaterf- 
eben«  'X^vifTaei  eiii-«Bd«rer  ta  deraellieao&b^ne  win« 
ketrechter'^eh'iitt  jdvrch  den  Punkt  4^  Bntferw 

nung  OQ  =  a:  von  0,  Es  soll  der  Schwerpunkt  des  kör- 
perlicltcn  Sektors  I^A Q OLK  he HÜmmt  werdeiif  deaaes 
Ceatnwiukel  MUA=KOl,  =  a  iat 
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Die  Coordioaten  des  zu  bestimmendeD  Schwerponktes  «  zn  deo 
rcfpektiTeB  Aehfcn  ■ewn: 

UD  =  a^,  DV=y\  SU=z%' 

so  wird  x'  anrli  dasselbe  .7/  des  Schwerpunktes  des  Körpers  MAST 
sein,  der  zwischen  den  beiden  8€hniUclii(isen  iiegt»  und  es  isi 
dsher  nach  einer  bekauoteo  Eotwickeluog: 

^  —  4  *  3«»— a-»  ^' 

«  ^ 

♦ 

0U  Flaebe  JÜJVQ  sei  grleicli  und  die  Coordinaten  4m  Schwir- 
pBQkten  von  ^  amtu      i^nd       so  istr' 


EbMI  BOT 


Bcs«icho€a  w  in  Tef«  1.  Pig,  Ck^  Vielclw  die  Scbnittellipie  BfT 

TOritelle,  die  halbe  grosse  Achse  MQ  durch  y-»  halbe  kleine 

AeNe  HQ  durah  ferner  durch  9  deo  Boofen  ftir  cIoq  Radius 
=  1,  welcber  dem  Winkel  I/QM  entspricht  {ilQz=iUM  und  AP, 
deren  Verlängerung  HU  in  //  scbnci^lrt,  winkeirecht  auf  ^0),  ao 
ist  nach  Lehren  der  analjtiicheo  Geoitu  trie 

,         Plädie  NFM{F,)  +  ^NQF{P,,). 

Bezeichnen  wir  die  Gaordinatcn       i  und       /e  der  Schwerpunkte 
und  #^  4cr  Flächen  uP,  und  /^^^  mit  7/,  und  y^^,  so  ist 

^F=y,F,^y,,F,^  ^  ^ 

Nach  den  Lehren  der  Berechtiun^r  des  Schwerpunktes  ebener 
FläcbeD  folL't,  wenn  wir  einstweilen  M  als  Anfangspunkt  der  Coor* 
dinaten  betrachten  und  MF  mit      ferner  AjP  mit  y  beseicknen: 

Statt       7^ — QPz=::y — y  cos  y  gesetzt  und  statt       A  J*=:=ß  sin  y  °) 

Qttd  diese  Werthe  in  die  Gleiclbung  (0)  tnlMitituirt^  giebt: 

*)  Schlägt  man  nämlich  um  Q  (Taf.  I.  Fig.  6.)  mit  der  kleinen  halben 
Achiie  einen  Kreis,  &o  schnei<feji  sich  die  Perijiberie  dieses  Kreises, 
die  Winkelrechte  A'jp  uiid.  der  Radius  in;  eueV' Punkte  •  (laut 
analytisaber  Cieemetrie) 

Colfflicb  opszNP 

.    «s^  sin 
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ao 


2_  (2yH-y  cüs  ^)  (y  — y  cos               sin  9*      cos  y  » 
y"/'=>:  .  .  j-t—  —  :  .  ^ 

Om^  gi^  naeh  |;eb5ri(par  AuflSMfwg 

BezelcbncD  wir  nun  eben  so  die  .  Coordinaten  Q,i  und*  ^  der 
Schwerpunkte     und  9,,  mit     nod  %,n  Po  itt 

Nacli  denselben  Anuabmea  wie  bei  den  Gleichungen  (4)  and  (5)  , 
folgt: 

Ff^%t^K9  —  i       2^),  liacb  Lehren  der  analjüacben  Geometrie. 

Für        und  ^/  die  Werthe   r  — y  COS  y  und      tiu  fp  Sobstitalrt» 
giebt  nach  gehöriger  Auüöaung: 

^  (12) 

4 

Mitt^punktsgleiclrting:  d< 

Fig«  4.)  folgt: 

vnd  «VI  der  Mittelpnnktigleidinng  der  Ellipse  AJUBBi 

'  Dieäe  Werlhe  in  die  Gleichungen  (7)  und  (11^  substituirt,  giebt: 


//__2y  sin  (f> 

Aus  der  Mitt^punktsgleickling  der  Ellipse  AKBfi  (Ta£  I. 


f^^=-^ — :  


6 


=  |^(l-coiy)|^t*«-**)'  (18) 
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lud  elbeil  so: 


(Mao  sehe  Meyw  Hifieli  Istegraltefeln  pag.  15S.) 
 =  «liiE^  (Ii.  ^  Meyer  Btrsch  UtegrelUfeio  p.  UL) 

iat  aitUB  aadi  Gleichmg  (1) 

•  - 

Eben  so  i&t  uach  Gleichung  (2) 

^-5  -*  ^   U«l 

Wird  in  (15)  und  (lö)  ^  =  0,  so  erhält  man,  nachdem  man 
Zühler  usU  Neoner  durch      dividirl  hat: 

^  arc  am  x 

1«»  . 

_  arc  8IU  ^  Q 
.      2^(1  —  cos  if) 

y= — 1^ —  y^^^ 

ond  eben  so;  - 
.    '        .        ..  .j^^?fii_=i^^  (18) 

Die  Gleichungep  (17)  und  (IS)  aind  nnt  (8)  und  (12)  zu  yerdcichen. 
Es  ist  aber  wobl  zu  beacbteu,  dass  der  Werth  von  y  in  (l^l  ™ 
(18)  ein  anderer  ist,  als  in  (8)  und  (12),  indem  y  eine  Funktion 

Wiid'in  (16)  W  M      also  der  entsprechende  Wpkel  =180% 

-iibm  wdi  Winkii  «=f180%  so  wiril  »'«0.   Wird  y  « 

»  .1 
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also  auch  Winkel  a  — 300®,  so  wird  »'  ebenfalls  =rO.  Werden 
endlicb  ^  und  a  mit  a;  gleichzeitig  =0,  so  erhält  man  aus  (18) 

'02 


'  Aufgiibe  n.  * 

Den  c:eo m etriäcben  Ort  des  in  Aufgabe  I.  g-esuchten 
Scb  werfjuuklcä  s  zu  bestimmen,  wenn  Winkel  oc  zwi- 
■cben  den  Grenzen  0  und  360"  siel»  stetig  ändert, 

Taf.  1.  Fig.  7.  «teile  die  xnr  Kaordinntdnebene  XSR  (ToC  !• 
Vif«  4.)   recbtwinklicbe  Sthnittellipse  ,vor,   die   von    dem  Mit« 
telpunktc    O  des  KIlipsoids  um  :i'  '(siehe  Aufgabe  f.)  entferni 
ist,  so  wird  die  zu  bestimmende  Curve  in  der  Ebene  dieser  Ellipse 
liegen,  ro  Innge      »U  cfvnstant  betrachtet  wird.    Der  geometrische 
Ort  wird  aber  eine  Curvc  doppelter  Krümmung  werden ,  wenn 
mit  «  gleichzeitig:  als  variabel  eingeführt  wird,  wenn  xr  z.  B.  alfe 
Wertbe  vuu  U  bis  ei  durchläutt,  während  a  ^wiscLen  deu  Grenzen 
0  nod  360*  sich  stetig  ändert 

Wir  batrachtan  Inei'  aber  nur  als  coattant  ^ham  y/ritd  dar 
Ansdraqk: 

(2— ^+.=-)a1/(«»-«»)4-^  •»  sin  « 


(Siehe  (15)  und  (IQ  der  Aufgabe  l). 

Es  sei  nun  s  (Taf.  I.  Fig.  7.)  der  Schwerpunkt»  der  in  der  Aufgabe  1. 
bestimmt  ist  und  der  dem  Winkel  »  autsprieht,  #Cund  CD 

seien  die  Coordinaten  ^  und  W.  a/^C  sat  =i|  und  9D=ii^f 
so  ist: 

(1)  r'  8in^=y==^^^^^2-2^3  (Siehe  Aufgabe  1.  Formel  (15)) 

{%)  ^  cas  ^=«'=^^-—^3  (Siehe  Aufgaba  L  ft^rmel  U6)) 

af 


eos  9 


♦  Ä(l  —  cos  e)  cos  ■ 

SU  «^S   — 

^  r  sin  9 

cwy)l/(l-tiBy«) 

C  sin 

,      A»(l~cos  7)^  (l~tioy>) 
*  sui  9' 

BimiBS  dcB  Wcrib  fir  sin  f '  bcatint  gicbt: 

'  ™r»  «in  y3^i>(l  +  eo«  f »— tea  fj  * 
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  — COS  y)» 


Am  Fomel  (1)  folgt: 


*•      ein  f 


Amtib  d^m  WerUi  r»D  sin     «us  Formel  (4)  geietzlj  giebt 

■ 

^     ai^tg*  «in  9*  H-  ^*(X  —  ^0«  rt*  I  j 

(4)  und  (o)  bestimmen  die  Crirve  vollsliindii^,  die  nach  der  Form 
dieser  beitieu  GleicbuogeD  iiu  AllgcmciucQ  eiuc  Spirale  sein  wird. 

H^bneo  wir  ar=0  an,  so  wird  der  coustante  Faktor  3  =  1  ' 
BOd  dAOii  bostiBUfieD  die  GleiehuDgeo  (4)  und  (5)  die  Gurve.  die 
d«r  Sdiwerpookt  eiit^es  EIlipseoBcktors  LOK  (Tuf.  I.  Pig*  8.)  be« 
schreibt,  wenn  a,  also  aucb  9,  von  0  bis  360®  sieb  stetig  ändert.  ^ 
Wir  woUea  (4)  aoA  (?)  ^  ^'=0  noch  eiopal'  iiebea  einander 
aLeUeau*  '  . 

 —  cos  y)  

wo  n  —         .hl  y«^.i«<i— coa  y)M 

0  2 

Wird  yssO,  Bo  wird  aiieh  lysssO,  f/  wird  daliD.=<^a  ^  - 

(Vergleiche  hiermit  Fofmel  (10)  der  vorigen  Aufgabe). 
Wird  sps-z-t  also  9»  =  00^  =  0»  eo  wird  nach  (6) 

* 

JKfiT .  ein  fi=  6.  ^  Folglieb  17  s  ifiT^. 

Balbirt  man  daber  OK  (Taf.  I.  Fig.  8.),  errichtet  in  dem  Halbi* 
rungspunktc  ß  eine  Winkelrecbte,  bis  diese  dir  T^inie  //A  in  O 
Bcbneidet,  und  verbindet  mnn'  G  mit  O,  so  ist  G  O  f m  g^eometriscber 
Ort  für  den  Schwerpuukt  s  des  Lilips^cubckturs  IlOK, 

^  wird  für  9=-|  =  90«  nach  Formel  (7)  '  ^ 

^2Wr>^1-^a) ^  tK(^;-*-^-)  =  ifA  (Tai  I.  ifig,  «.). 

Wird  9=3r=lS0^  so  wird  sin  n=^t  folglich  ^  =  90% 


-  Kb 


Wird  9  s  ^ = 360S'  eo  wird 
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t/  =  0. 

v'  wird  ein  Maximum  für  ^  =  0. 

Nehmen  wir  nun  nn,'  a,  nl«!o  y  wachse  über  360®  hinans, 
cp  werde  z.  U.  zu  ^-)~2;r,  äü  wird  die  Deutuug  dieser  Auuaiime 
folgende  seid; 

Die  ganze  Gllipsenfläche  KS  (Taf.  I.  Fig.  8.),  die  wir  hier  als 
ein  Körpcrdifterentittl  ansehen,  und  die  dadurch  entstanden  ist, 
dass  a  alle  Wcrthe  von  0  bis  360**  durchlaufen  hat,  habe  eine  ge- 
wisse Dichflirkeit  />,  so  wird,  wenn  a  zu  a -4- 27i:  wird,  der  Sektor 
LtOK^  der  dem  Winkel  ce  entspricht,  von  noch  einmal  so  grosser 
«Dichtigkeit  s^ii^,  als  der  übrige  Theil  di^  ElKpse:  Hat  o  aHe 
Warthe  von  Sir  bis''4jr  dorchlauten,  d.h.  iet  die  2te  gaote  Drehung 
vollendet,  so  wird  der  Sektor /r^^Ä' abermals  zur  ganzen  Ellipsen- 
fl;i(  lic  crewordori  sein,  die  nun  aber  tlie  Dichligkeit  2/>  liat.  Wlrd^ 
a  zu  aHr  iTT,  so  wird  der  2*iektor  LOK^  der  dem  W  inkel  «  ent- ' 
spricht,  eine  Dichtigkeit  hnt>en,  die  sich  zu  dem  übrigen  Theile 
der  Ellipse  verhält  wie  3  :  2.  Nach  \  ulicaduug  der  3tett  ^anzea. 
Drehung  wird'  die  gnnse  Blfipsenfläehe  nnr  me  Diehtigkeit  %p 
haben,  u.  s.  w. 

Wird  «  zu  ä*4*2!flf,  so  wird  auch  <p  zu  9-4-2^-,  und  es  bleibt 
in  Formel  (6)  sin  r\  ungeHndert,  io  der  24eii,  Seite  der  Gieicbttng- 
(7)  ändert  sich  nur  der  Neoper. 

Bezeichneu  wir  den  Vektor  ip)  während  der  2ten  Drehung 
(gp  -|-2;r)  mit  «pC3),  den  Vektor  während  der  3teo  Drehung  (y-4-4;r) 
mit  «Cli>  u.  8«      so  T«rhnUen  siefas- 

er(Ü, 

umgekehrt  wie  die  Glieder  der  Reihe 

Z.  B.  -  .  ; 

yiä*)  :       =  SP  :  33  -f- 

Wird  hiernach  9  =  v  =  45%  so  wird: 
•  a 


Wird  9p=,^  =  Ö0'',  so  wird: 


Wird  9psirs=l80*,  so  wird: 


Wird  9>s:<29r=d6Q<',  so  würde  biomneh  s-^i)werden,^ 
nach  Fomel  (7)  worden  aber  beide  Vektoren  s  0.  Bs  Löninit  also 
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«jCO^  je  mhr  91  liiä  SM»  nähert,  dem  Werlbe  m  l^vfi)  die  Wi» 

kel  ancb  immer  nftlier,  bii  enf  eine  Dllfereis,  die  kleiner  ist,  eis  eine 
■och  so  kleine  aDzunebmende  Grösse.  Ist  ^^=0,  so  wird  der  Expo, 
seilt  des  VerhältDisses,  uneDdlich  gross,  t^)  macht  demnach, 

i^ihreed  9  sich  stetig  swiscben  den  Grensen  0  und  360**  ändert,  alle 

1  1 

tVsrtbe  iwisehen  den  Gremen  Ton  -^^iiCOnndy  «(»  dnrebi 

Folgende  Tefel  snebt  die  Terbältnisse  von       tr(»),  <Kl^....fr(») 
so  trO)  Inir  gewisse  Wertbe  Ton  ern;  sie  wird  ein  un^efiibfee  Bild  ' 
dsTon  geben,  apf  welche  Art  sieb  die  Terachiedenen  Vektoren  M 
den  Tesn^tiven  Diebnngen  TCfändera. 


* 

"v  ■    Werthe  in  Xheilen  von  rcD    '  '  ' 

• 

c,  . 

■  ■  .1  - 

17 

SS 

49 

1 

65 

r  • 

1 

1 

17 

1 

25 

1 

1 

8n~7 

■ 

1 

5 

1 
» 

1 

13 

1 

17 

1 

-U  — $ 

9  -  ' 

1 

S 

1 
5 

l 

7 

1 

1 

Kornrnfbci  der  Annähe- 
run^r  von  fp     300°  un- 
endlich  uulic  deui 
Werthe 

V 

1 

2 

.  i.  - 

V 
Z 

t 

1 

1 

1.,.. 

Tafel  II. 


.  VerbSltnlss  der  Dicbitigkeit  des  Sektors  in  dem  flbrigenHieile 

.der  BUipse. 


Während  der 
Istea  Drehung 

Während  der 
2ten  DrehuDg 

Während  der 
3ten  Drehung 

Während  der 
«teip  Drehung 

1  :  0 

2  :  1 

•  3  :  2 

#•  :  «  —  1 

Nach  diesen  beiden  Tafeln  iiiul  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4) 
und  (5)  der  Aufgabe  II.  lässt  sich  der  Schwerpunkt  des  von  den 
beiden  Schnittellip^ea  lUI'  und  jBlS  (Taf.  1.  Fig«  4.)  eingeschlosse- 
nen Körpers  bestimmen,  weton  der  Sektor  MaQOJCfJSLMB  einer 
speeifiscb  scbwereren  Masse  besieh^  als  dei*  ttbrig«  Th«lt  des  Kor« 
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« 

'  perB,  und  wenn  das  Verbältniss  der  beiden  Diektigkeiten  sieb  auf 
eine  der  in  Tnfcl  II.  an  er^  er  ebenen  Verhältnisee  zmrück  führen  lässt. 

Der  8ektor  entspreche  z.  B.  dem  W.  93=45*  und  hrstrhc  aus;. 
Pitttioa,  während  der  übrige  Tlicii  des  Körpers  aus  (>oM.  Die 
Dicbtigkeit.des  Piatina  zur  Oicbtigkeit  des  Golilcü  verLäit  sich  wie 
235  :  193,  was  den  VerliSKniaa  yod  5:4  sieialjcb  nab«  lioaait 
Diesem  Verbältniss  entspricht  nacb  Tafet  Ii«  die  5te  Drebunir  und 
der  Vektor  t;(&).  In  Tafel  I.  suebo  M  Oflo  dMlVart^m  im  im 
Tiwüeii  von  »W.für    =  .  ,  1  .  . 

Wir  können  hiernach  indeaien '  nur  den  Sehwerpunkt  des  is 

Kede  steliendpn  Körpers  bestimmen,  wenn  der  Exponent  des  Ver- 
käll^ifises  der  Dicbtigkeit  (/^[^  des  Sektors  zur  Diebtig^keit  {D)  dea 

4ilif%^n  TMIe«  den  Kfipen      ^  =         iit»  wobei  m  irgend 

«ine  gsQie  ZabI  bedentet.  Zur  BeatinimunK  den  Scbwerj^nnktes 
für  jedes  beliebige  andere  Terhältniat  der  lieiden  Diebtigkeiten  sn 
oinnndor  diene  Iblgjende  BetraclitMig., 

Hnt  der  Mrtoti*gleie]ie  Dichtigkeit  int  den  tikrigen  't%eilo  den 

Urpeis»  io  wird  der  Tektor  («)  wähnnd  Jeder  («t«D)  Dwiiiuur  sO. 

-I  •  •  • 

cK'>)s=:lO«  wenn  ^=:L 

Im  die  IHehttgkeit  dea  ttbrimi  Tlicile  «tea  Körperi  ssO,  a» 
Terechwindet  eben  dieser 'fibrige  Tiieit,  9$  bleibt  der  Sektor  nUeitt 
an  belMeliteii  Ibrigt  •Iao: 

f;(«)=3»a),  wenn  ^  =  0, 

Ea.  ist  nnn  offenbar,  daaa  t'C'^J  eine  Funktion  von  ^  Mtt  und.daaa^ 

zwiscbeu  dea  Grenzen  von      n=  1  ud4  ^=0,  i^C")  sieb  stetig  zwi- 
«eben  den,  Grenzen  0  und  tA^)  ändert. 

Hiemaeii  trad  nw  der  AMwbnMag  de»  beiden  obigea  TaüilB. 

folgt: 

Wür  5p  =  c¥=l80»  ist      =         *^'^=-^ ~ 
^        „  =900 

Füra>=45o    ^  ...=i;^b^^-ftÄ  =  !fr>  • 

Setzen  wir  statt  1,  it;  so  wir<|  -^=0  und  f/i"^  tür  alle  Werthe 
TOn  9=BfrCD, 

Setion  irir  atntt  1,  0}  so  wird        1  und >i)  fQf  alle  If«^« ^ 

von  5P=rO.   ■  '  '      I  .. 

Setsen  wir  nun  statt  1»  ^.j  so  wird: 
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♦ 

För  y = a = 180%  iK-) = s~«^*^/(^^) 

JBelialten  wir  unser  obiges  Beispiel  mit  liem  Platiaa  und  Gol4e  h%i, 
M  könneii  wir  Jetet  de»  ,8ehii«r|tttkl  dM  ffMM  Wrpen  m 
oati  bcwtimi^eD,  als  du  V^rhimlii '  der  Dichtigk«t  des  Platina 
mm  Golde  235  : 193  genau  bestinmt  ist,  indcM  wir  üafiSft  nad' 
= 235  — 193  s  4t  «etieo.  Dftnn  iit : 

Für  y=F45%  ^^=^^.2si^i.^  f^)=^t>(i). 


VI.:-.. 

Berecbnung  d^r  Gnmdzabl  der  natdrlicheii  Lio* 
garitfameo,  so  wie  mehrerer  anderer  «oiit  ihr 

zusammenhiingender  Zahlwerthe. 

Von 

Herrn  Prof.  C.      Br  et  Schneider^ 

Sn  Ootht» 

#  t  -s  Ii 


Die  niimerisclini  Coiistanten  der  Arithmetik  haben  in  neuerer 
Zeit  durch  ihre»  l^luüuss  auf  die  BerechBuog  der  hegränzten  Inte- 
grale ein^D  höheren  Yf^h  erhalten  als  man  ihnen  früher  zu- 
Bcbrieb,  und  es  ist  daher  doppelt  pothwendig  gefforden,  die  wich*, 
tigaten  derselben  auf  eine  grosse  Reihe  von  Decimalstelleo  mit 
vollkornntenster  Sicherheit  zu  Kennen.  Gleichwohl  ist  diese  Forde- 
rung nur  bei  einer  einzigen  dieser  Zahlen,  nämlich  bei  der  Zahl 
sr,  in  aller  Strenge  erfüllt.  Der  Werth  derselben  i^t  durch  wie. 
*  derholte  Berechnung  bis  auf  150  Decimalen  sicher  gestellt  und 
jedes  grössere  Tefelwerk  pflegt  'eloeit  di^loaietiseb  geoettea  Ah» 
dmck  dersellMB^  se  e|ilheltoM»  Ktldit  ebeo  dasselbe  kaan  aian  veiL 
den  übrigeo  arithmetiachen  Coiwtanten  sagen,  und  schon  die  der 
Zahl  9  so  nahe  verwandte  Gmndsabl  e  der  oatürliehea  Logaritbneii 
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liiAt  Zweifel  über  ihfe  absolute  Richtigkeit  zu.  l^ast  alle  uncm 
mathematischen  Tafelwerke  haben  die  üble  Gewohnheit,  iD  eiDea 

Anhange  die  Zahlwertlie  der  am  haiifig^sten  vorkonimcndcn  nuineri- 
scben  Constanten,  aufzutübren,  olnio  nuvU  nur  mit  ciuem  Worte  zu 
erwähnen,  oh  sie  von  den  \  erta&sern  neu  berechnet  oder  aus  an- 
4ereiiL  Khnlldieii  Worken  entlehnt  wosdeo  sind.  Will  man  dann 
eioeo  solchen-  Zabtwerth  för  irgpefid  eine  grössere  nimierisehe  Rech» 
nung  zu  Grunde  legen ,  'so  findet  bm  sich  aber  die  Zuverlässig- 
keit  desselhpn  in  pcinliclier  Uogewissbeit;  Ja  man  ist  oft  nicbt  ein- 
mal im  üitttu<lc  la  erkcuueo^  oh  die  in  der  Tafel  stehenden  Ziffern 
von  Drucktebieru  frei  sind. 

Eine  Vergicicbuog  mehrerer  Tafel u  mit  eiuuuder  kann  hier 
netärlieh  nicht  %nm  Zwecke  ffihren ;  denn  wenn  die  aufgenommenen 
Datn  nun  einer  in  die  andere  übergegan^gpen  sind,- so  Bind  eile  Rech« 
nnngs-  und  Druckfehler  ebenfalls  copirt  worden«  \ 

Aus  diesem  Grunde  habe  ich  bereits  vor  längerer  Zeit  eine 
Revision  der  wichtigsten  numerischen  Constanten  begonnen  und 
theile  hier  die  Resultate  für  die  Zahl  e  und  einige  verwandte 
Gftfwen  eis  Probe  mit  ^ 

Be  wurden  narordemt  die  Summen  der  vier  Reihen 

p 

71+ 4+ ••• 

Sesucht  und  aus  ihneo  durch  gehörige  Verbindung  die  nachstehen- 
en  sechs  Zahlwerthe  ahgeleitett 

«s=2,71S28  18284  59045  23536  02874  71352 
66249  77572  47093  09905  95749  66967 

62772  40766  30353  54759  45713  82178 
52510  64-274  27466 

0,36787  94411  71442  32159  55237  70161  . 

*  46086  74458  11131  03176  78345  07836 
80169  74614  05744  89980  33571  47274 
34591  96437  46627 

-    (5©«  1  =  1,54308  06348  15243  77847  79050  20757 

,       06168  26015  29112  36586  37047  374Ö2        \*  '  * 
21471  07690  63049  22369  89642  64736 
.   43554  30355  87045$  . 
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et»  1:^:1,17520  11936  43801  45688  23818  50595 
«0081  51557  nO&l  33400  5870^  20505 
41301  33075  67301  3238»  50071  17452 

08962  33918  40419: 

coi  0,54030  23058  08130  71740  00305  07442 
07600  37S»  lOm  61702  22276  70037 

25538  11003  94774  47176  45179  51856 
08718  3Q893  43571:  . 

«B  155:6,84147  O0648  07896  50665  25023  21630 

29899  96225  630(30  79837  10656  72751 
70999  19104  04391  239Ö6  89486  39743 
54305  20058*54340 

Die  FunktioDeo  (S^o^  uod  ^ta  sind  die  vou  Gudermaoo  eingefuhr- 
teo  byüerboUsGbeo  Cosiout  ait4  Siiiiia»  Vontelieiide  Reiultete  sind 
«nf  115  Decinalstellen  be'rediDet,  die  letzten  zehn  jedocb  hier  weg- 
fi^elassen  worden.   Uebrigens  habe  ich  die  leisto  3Uffer  stets  unge. 

ändert  gelassen,  jedoch  in  dem  Falle,  wenn  die  näclistfolc^endc 
lOOte  ZitVcr  (  ine  5,  6,  7,  8  oder  9  war,  dies  durch  ein  beigesetz- 
tes Cultiu  an8;edeutet.  Dass  die  ganze  Rechnung,  obue  alle  Aus* 
nähme  doppelt  geführt  worden  ist,  versteht -'«ich  ton  selbst;  und 
ich  habe  noch  auiierdem  die  Wiederholung  denelben  ein  ganses 
Jahr  später  TOrgenomnen ,  ab  die  erste  Rechnung-,  da  ich  früher* 
hin  bei  einer  anderen  Rechnung  ähnlicher  Art  die  F>fahruDg  ge- 
macht hatte,  dass  ich  bei  unmittelbarer  Wiederholong  des  Calculs 
zweimal  den  nämlichen  zufällififeD  Fehler  heginpr-  Ha  übrigens 
die  iiesuitute  beider  Jierechnnngeu  im  vorlieffendeu  Falle  nur  um 
12  Blabcit^D  der  letsteo  115teD  Decimalitefla  tod  eisaiidar  ab> 
wicbea,  lo  dürfen  die  hier  gegebcaen  ZUEem  wohl  als  völlig  sieber 
angesehen  werden.  ^ 

In  der  Einleitung  zu  Callet's  tables  portative«;  de  lo- 
garithmes  etc.  pg.  112  findet  sieh  der  Werth  von  e  aut  6i  Deci- 
malstellen,  aus  dein  Nodülus  der  briggischen  Logarithmen  abge- 
leitet.  Die  ersten  41.  Decinialen  oind  nebtig,  die  letzten  20  total 
falacb.  Es  ist  nXiflliefa  dar  Wtrth/yoii  r  Van- dar  40iten  Stella  an 

Dücli  C;illLt  .  .  469^8  08355  51550  58417  2;  dagegen 

der  wahre  Werth  47093  69995  95749  66967  6. 

Im  Verrauschen  thesaurtis  findet  sich  pg.  309  die  Zahl  e  nnf  44 
Decimaien  bereclinct.  nur  um  3  Einheiten  der  letzten  4^stpn  Steile 
zu  gross;  denn  \  egu  bat  .  .,7757^  4712  anstatt  des  wahren  Wef* 
thes  ..77572  4709. 

6ii4arai.ann,  in  eainer  Th^oria  der  .Potaniialfnnkllo- 
nen^  hat  die  Warthe  von  ^tn  1,  (^o^  1,  sin  1  uod  cos  1  auf  25 
Decimaien  gegeben.  Mit  Ausnahme  der  letzten  Zifl'ern  jeder  dieser 
Zahlen  sind  die  übrip^en  sämmtlich  richtig.  Nor  in  dem  Wertha 
von  cos  1  ist  die  13fc  Dccimale  falfcb,  indea^  ef. statt  .«68030.'. 
vielmehr  ..68139..  heissen  muss.  ' 
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* 

Ganz  einen  •«  wi«  ftr  t  habe  ieb  danD  ferner  4t«  SiMimea  der 
▼iet  ReilieB      . . 


1! 


•  Ff*"  IT"*" 

2!       6!  10! 

IT"*"  tT**"  uT'*" 


•  •  • 


für  alle  Wertle  von  >.  toa  2  bis  sa  10,  anf  25  llNeeiamten  bereeh- 
iiet  und  dadttreh'  die  Zablea  eiMtea»  weMe  unten  in  der  entei 

Tafel  bis  auf  .20  Pecimalcn  zusammengestellt  sind.  Die  Probe  der 
Richtigkeit  der  elnxelnen  Resultate  wurde  dadurch  erhalten ,  dass 

die  Summe  der  oben  angeführten  vier  Reihen  Gienau  dniselbea 
Werth  für  crf^eben  musste,  der  durch  succcssive  MuUi{)liration 
von  t  eefundeD  worden  war.  Rei  der  grossen  Leichtigkeit  mit 
der  «icS  aus  den  Gliedern  der  Reihe  für  e*  die  Glieder  der  Reihe 

fiir  y«*^ •  {/a»)  findea  lansen»  habe  ich  aaeb^dif^  Wartha  der  Ja- 
te|fv«draaktio&ea  . 

ß  S  V 

.  ,<  *       •  •      .  ■ 

•n  Recbniiag  geaaumaa«  2a  dem  finde  wardea  die  Samaiatt  -4» 
vier  Reihea 


t 

t 

1 

T* 

4! 

4- 

1 

T' 

ai. 

1 

T' 

ar« 

5! 

1 

1 

1     jr»  . 

1 

a  • 

6! 

1 

10* 

10! 

a  •  a!  7" 

1 

7  * 

7! 

1 

U! 

♦  •  • 


für  die  Werthe  von  ^  =  1  bis  4^=10  gesucht  and  aus  ihneq  die 
Werthe '  obiger  Integralfunktionen  abgeleitet.  Eine  Probe  der  Rech- 
nung* erhielt  ich  dadurch,  dass  ich  den  Wprth  Ii  unmittelbar  aus 
der  von  mir  früher  entwickelten  Formel  (tlicoriae  loGcarithmi 
integralis  lineamenta  nova  in. Prelle's  Journai  Rd.  iX 
pg.  284  Nr,  59.)  .  o 

berechnete,  in  T^lcber  die  GiSiiea  ÜT^iTiür^  ii.  i.  w.  Biittalat><der 
RaeimiaBifarmalB  ^  .  i 
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Ä.  =  l6(l-l-^) 

isr.=(*-n)jr.— f- 

« 

abgeleitet  werden  können.  Da  ober  diese  Pomel  den  Werth  vob 
Ii  e  notliwendiff  vomssetit,  lo  wurde  letiterer  Mi  dmt  Griujd« 
fonel 

durch  zweimalige  Bcrecbnuiip;  auf  40  DeGimalstellen  entwii^kelt, 
woraus  sieb,  mit  Weglassnog  der  5  letzten  Stellen,  folgende  Re- 
sultate ergaben: 

K  «s-M^mii  ism       75540  %sim  34331  omso: 

Ii  ~=-0,21»^  3Ö343  9S520  27367  71^7  75460  12164:  ' 

^  l=H-0,$378d         80208  240»!  4ir785  7M35  75m 

1  =  -1-1,05725  08753  7572S  51457  184^3  54895  87795: 
ci  l=-h  0,33740  39229  00968  13466  26462  03889  15076;  ^ 
N  fi  1=H-0,0460S  30703  67183  01494  13533  13823  17005: 

leb  bemerke  bei  (iieser  Gelegenheit,  dass  icii  vor  kurzem  eiuea 
gans  einfaeben  Weg  aufgefuodeii  habe,  die  bisher  mmvt  nneh  eo 
mShsane  BcrecbnuDg  der  IntegrallogarithneB  lehr  grosser  Zahlen 
ausnebmend  leicht  au  bewerkstelligen.  Haa  hat  Btolieh  allgeaelB 
folgende  Faraiel: 

Ii  (^-*-a:)  =  li  e»  +  lg  [liii^b*^ 

-l-^|-jr  fi^-l-  21"  ^*     — jT"^* 


in  welcher  »'  =  1  —  ist  und  die  Coefficienten  Cp—"  durch  die 
Gleichnng  . 

 1  n  n* 

^    '^P  PÖr+l)'*'>KPH-l)(PH-2)  • 

bestimmt  werden.  Setzt  man  nnn  in  obiger  Formel  z.  B.  0=10, 
also  ««=22020,40570..  so  hra^eht  aan  nur  ;r  0,40579 . . 
d.  h.  gleich  dem,  mit  der  Potent  a"  varbaadeaen  Oecimalbrucli ,  aa 
eetzen,  nm  sofort  den  lotegrallogarithraen  der  hoben  Zabi  22026  zn 
erholten.  Es  ersieht  sich  daraus  der  Wcrtli  von  Iff  v=0,00002113.. 
so  dass  die  zu  berechnende  Reibe  ausserordeDtlicti  scboell  conver- 
gjnU   Alan  kann  nun  leicht  weiter  geben  und  für  jf  grössere 


Dk 


S2 

Werthe  nehmeD,  in)ii  wird  für  lg  v  immer  Jioch  sehr  kleine  Werth« 
erhalten.    So  ist  %.  B.  iür 

d='^  1^79..  €^*^af=mßei  und  Ig  y=!0,00006054 
4rs=:—  6,46579 . .       -f-^ss 33620  und  Ig  »=0,60029357 

^  =  —  26,46579..        -f.^  =  2i00Ü  uD<i  Ig  v  =  0,00120226 

L 

n.  s»  w.  worliDs  sieb  die  vngeaeiiie  Brauchbarkeit  der  zu  Grunde 

gelegten  Formel  wölil  sattsam  ergiebt.   Selbst  bei  weit  niedrige- 
ren Potenzen  von  ^  wird  sie  noch  mit  Vortheil  angewendet  werden 
k (innen.    Denn  es  ist  z.  B.  für  die  dritte  Potenz  von  e  der  Werth 
==  20,08553 .  .  üüd  dies  giebt  ,  "    '  '    '  ! 

för  ar=:^0,08553 . .  +  ^ss20  und  lg  v  =  0»00426772 
fät  sf= — 1,08553 . .  19'  +  ;v  s  19  nBd  Ig  v  =i  0,05556101 

für     =  —  2,0S5ü3  . .  €f^-|-Är  =;18  und  lg  0,10962823 

ingleicben 

Är  a?=5s+  0,91446..  ß»-#-ar  =  21  und  Ig  v  =  0^04452244 
.  für  1,91446..  tf*+«s=s22  und  lg  1^  =  6,09104245 

üir    =+ 14,91446 0«  -1-^=35  und  Ig  1^=6,55534806 

so  (!ass  selbst  für  ^^l^'*  jedes  folgende  Glied  der  Reihe  um 
mehr  als  die  Bälfte  kleiner  ist,  als  das  vorhergebende.     '  ^ 
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'  lieber  eine .  geodätische  Aufgabe. 

•■,'.*'  ' 

VOD 

dem  Herausgeber* 


*  * 

Bei  eiaer  TraogoKriniff  kann  s«wieilMi  folMide.Pfll  VfMw 
kämmen.  M  «mI  Jft  »nd  zwei  Paakfte,  deren  Lage  aiui  einer 
IrSheni  Messnng  bekannt  Ut;   Man  kann  ate  kein^B  diMMTi beiden 

Pnnkte  von  dem  andern  ans  sehen.  Duccöffen  sieht  mnn  sowohl 
ron  At^  als  auch  von  iff,  aus,  drei  andere  ihrer  Lage  nach  tinbe- 
kannte Punkte  Aj  Cy  nnd  misst  in  M  die  180"  nicht  überstei- 
genden Winkel  AMB,  BMC,  CMA,  in  die  180'  uicht  über^ 
steigenden  Winkel  AM^B^  BM^C^  CM^A,  Ist  es  dann  nocb 
■öglicb,  die  drei  Wiokal  A^  M<t  C^dtn  dureh  die  ebao  sa  bMieb^ 
itten  PnalBla  baatjamtaa  Oretacka/^^^C,  dessen  den  Winkflii  A^ 
Bi  C  gegenübmlehaade  Ssttea  wia  gewiifcdkh  .darcb  «r,  ^,  e  be* 
niriiBet  werden  sollen,  2U  nessen^  so  kaaa  man  jederzeit  die 
Lage  der  drei  Pnakla  Af  C  bastianm,  «le  iii  Foigeaden  ge» 
leigt  werden  soll. 

Man  nehme  eine  Seite  des  Dreiecks  ABCy  etwa  die  Seite  c, 
als  Längeneinheit  an,  so  bat  man  für  die  drei  Seiten  0,  ^,  c  des 
in  Rede  stehenden  Dreiecks  nach  einem  bekannten  Elemeaterialaa  > 
der  ebenen  Trigonamettie  die  folgenden  Anadrück^i 

*        Em  A   i      sin  B  ^ 

und  kann  also  die  drei  Seiten  ^,  r  in  Bczii»'  auf  die  angeoom* 
meoe  I^ängeneinbeit  aus  den  gemessenen  Winkeln       B^  C  leicht 

WechoeD. 

Da  die  Lage  der  Punkte  üf,  als  bekannt  vurausgeäctzt 
«ifi,  ao  nekmea  wir  an,  dass  die  Coordiaaten  dieser  Paukte  In 
Bezug  auf  ein  g^wisBea  tecbtirinkligea  Coordiaatentystem»  welches 
im  Folgenden  m  prfnritife  S|rftem  genannt  .werden  soll,  gesellen 
>ind.  Nimmt  man  nun  A  als  den  Anfang,  AB  als  den  positiven 
Thell  der  Axe  der '5  eines  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensj- 
stems  der  %ri^  und,  was  offenbar  immer  möglich  ist,  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  97  so  an,  dass  man  sich,  um  von,  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  5  durch  den  rechten  Winkel  (%r\\  bimlurch  "zu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  }/  zu  gelange u»  gdu^  nach  d^r- 
■ilben  mtbtnng^  bin  bewegen  nafb  w^Ihmt  man  aiak  bewa- 

Ipi  ««••»  n«  vaadeM'|M>iifiiren  Tbeile.  dav  anten  Axe  dea  primk' 
kren  S)«tfiin  daMh  d^iffkailiveii  CiMWdiMtenwinkal  bindurck  «n 
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dem  positiven  Tlicile  der  zweiten  Axe  des  primitiven  Systems  zu 
gelangen;  so  sind  in  Rpzmg:  auf  dieses  nni^pnummeoe  neiip  rerht- 
wioklige  Coorditiateusysteiu  die  Coordioateu  der  drei  Punkte 
6' offeubar  respective: 

0,  0;  C,  0;  ^|cOB        dtzlf  810  A\ 

oder  oach  dem  Vorhergehenden :       -  \ 

'^■^^       ,  n  coy'irf'rift     ' ;ilp  ^  sin  B  '  * 
,      *    '   *    '      am  C     *  sin  C  • 

wo  in  dem  Anedrucke  der  zweiten  Goordinato  des  Punktes  C  das 
obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden*  moM^  jenachdem  Aet 
positive  Tbeii  der  Axe  der  tj  auf  derselben  Seite  von  wie  der 
Funkt  C  oder  auf  der  entfrearens^esefzten  ^»eite  von  ^iß  liegt.  Aus 
diesen  so  eben  bestimuitcu  (Joordiuaieo  der  Punkte  C  und 

den  in  M  und  gemesaeoen,  ISO**  nicht  übersteigendeu  YVinkeln 
AMBy  BMC,  CMA  und  AM^B,  BM,C,  CM.A^kmni  man  nun 
naeh  *  dem  Pothenot'scben  oder  vielmehr  Snellius'schen  Problem, 
etwa  mittelst  der  Tbl.  I.  8.  446  --S.  448  entwickelten  Formeln,  die 
Coordinaten  ^,  rj  und  i;,  der  Punkte  M  und  in  dem  Sy- 
steme der  ^r^,  so  wie  auch  die  Entfernungen  AiA,  MB^iMCxmuA. 
M\A,  iMySy  M^C  berechnen.  ,  ■ 

>  Denkt*  man  licb  jetzt  dmch  den'PunIcb  Jtf^ahi  Anfilar  emitduai 
ftfüeme  der  £q  oaraileles  System  der  gT^legt,  uud  ttezekhaet 
die  Coordinaten  aes  Punktes  in  diesem  Systeaie  däreh  \* i/,« 
die  T.änc'e  der  Linie  MMx  durrh  (()).  und  den  von  dieser  Linie 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^'  eingescblossenen  Winkel, 
indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
§'  an  durch  den  rechten  Winkel  (^Y)  hindurch  von  0  bis  3dO? 
«fthll;,  duireh  a^üö  iat  offeukar  im  Vdiilger  AUgMwinheil    w  s 


Xacb  der  Lehre  von ,  der  Verwajftdiuug  der  (^oonji^ateu  Ut  ^ber 
offenbar  ^  ;  .'im 

oder  - 

d.  K  naek  deai  Obigen  '  '  ' 

also  ■    ■*■•  ■  ,  •  ■  •     '     .  ■ 

■  ■.4)  ...■.'.ton»«=Ji^' 

und       '       *      .  *        ^    i-     ■   *  '         •  I. 

-»  »  I  '       Ä\   ^ —       ^  ■■■■>  »     -Mb  i' »h  r 

mittelst  weither  Formeln  0  und  (^)  leicht  berechnet' werdeit  kön- 
nen.  Ob  man  den  positiven  Winkel  oder  Bogen  0,  welcher  *]Vt(i^ 
nicht  übersteigt,  zwischen  0  und  180°  oder  zwiseheu    INU*  und 
zu  nehmen  hat,  entscheidet  man  dadiffeh,  dass  mau  i^ur  &  im- 
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mer  deoienicr^n  der  lieiden  in  Rede  steliendcD  Werilie  iu  ^etz-eu 
bat,  W€tJclier  mitiei^ii  der  Formeia  5)  für  (^)  eioeo  pusitiveu  Weilk 
liefert. 

Wohl  nm  beachten  bat  mb,  ^ms  bis  jetsi  iiiaier  die  Seile 
AS  oder  e  des  Dreiecka  ABC  ala  Liagaaeiabeit  ang^j>oaipp|i 

worden  ist. 

Da  die  Lage  der  Punkte  JH.  and        als  bekannt  angenommea 
wird,  so  sind,  wie  schon  vorher  bemerkt  worden  ist.  ihre  Coordi 
■ateo        y  und  .ir,.  y,  in  BezUf(  auf  ein  gewisiies  recbtwinkiigej» 
Coordi noKnsTStein    der  a:ff   und    eine    bestinjuife  LäD^eneinbei^ 
velclie  durcii      beseieiiuet  werden  in<tig.  gegeb<;u.    l^geu  wir  ouii 
teeb  4m»  ¥uikt  M  tm  deai  prinutifea  Systeme  der  jcy  paralleles 
Caaii  ü»ali  ugygte«  dar  afyf,  aad  baaaiebaaa  die  Gaardiaat«»  daa 
Faiiktea  ifcf,  in  dieses  Systeme  darch  or',.         dea  nuMfiaabaH 
AiBsdruck  der  Lange  der  linie  4€A/,  in  Bezug  auf  die  Längea'» 
«abeil;  ^  darch  ^,  uod  den  ron  der  Linie  MM^  mit  dem  positivea 
TTieile  der  Axe  der  jc'  einp-osTMosseripn.  von  dem  positiven  Tbeilo 
der  Axe  der  .r'  an  durch  den  rechten  Winke!  (.r'y  )  liindurrh  vori 
0  his        '  gezählteo  Wiokel  dnrch       so  ist  utfenbar  in  vöUig;ec 
AUgeneiubett 

6)   ...  jB^y  =  q  cos  jp»      =  ^  sin  9>, 
lad  nach  dar  Lebra  von  Jiar  Tanroadlaftg  dßr  Coordioaten  : 

'^^'i  =  ^,*«^     5/^1  ^  5fi  ^  jr» 
alaa  naf  b  dam  Voi^argabaadaa  '  *  .    .  ^  .  '  ' 

7)    . . .  ,  ^  cos  97  =  ^,  • — 4:,  ^  sio  — y,.  . 

iülglich  .\     '  . .      •  /  ' 

*  •         •  I  r 

8)  ...toDg  y=|f5i    .     .  ,i 


.9)  A-=£lI-£i==llLZlii, 
-f        .'       eofl  ^   <     «in  ^ 


mittelst  welcher  Formeln  (f  und  q  berechnet  werden  können.  Ob 
maa  üe^i  positiven,  SOO**  nicht  übersteigenden  Wiokel  oder  Bogen 
«cwischeD  i^^and  l8.^  ader  ^wiaahen  IM«  iiad  SaO^  sb  nfbn«« 
Itt,  wffd  da<hi#cih'  jedlffteit' '1^       eotecbiedea,-  dilhe  nAn  ftr > 

immer  denjenigen  dfer  beiden  in  Rede  stebendea  Warthe  2U  setzen 
bat,  weleber  nriitelsf  der'Foraiala  9)  f&r  ^  aiaeii  aoaitiv^  Werth 

Hefert.  ' 

dem  Vorherirehenden  sind  (^)  und  Q  die  numerischen 
Ausdrucke  derselben  Linie  M yt ^  in  Bezug  auf  verschiedene  Län- 
geneinheiten, nämlich  respective  in  Be^^iig  auf  jlic  i^augeueinhciti  n 
^uu(i  iA,  uod  es  ist  also  ei'a.ul|ich  ... 

folglich 
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woraus  sugleich 


folgt,  «4ar  «uek' 


11)     ...CCSÄ,  . 

w«OB  Hao  Dor  dUm  Auadraek  imf  der  rechten  Sette  im  Clychheifri  i 

^eicbeiHi  auf  die  LHnganalnli^t  fi  baaiaii^  wodurch  also  dio  mim 
Grössp  von  r  in  Hezng  auf  die  der  urspruDg^licheu  Mcssuna;-,  au« 
welcher  die  Lage  üer  Punkte  il^  und  hersceleitet  wurde,  zum 
Grunde  gelegte  l^ängeneinheit  ju*  gefiiadeo  ist.  Die  Dumerisckao 
Ausdrücke  aller  im  VorliergebeBden  in  Bezug  auf  die  LäDgeiieUi<f 
keit  e  beraehDalen  L&ugen  ib'  Basuff  aaf  die  IJUigaaeiiihait  j*  ar- 
kSk  auin,  wem  naa  die  ia  Rada^atalieBdan  LAngea  m  Ba^ng  auf 


die  Längeneiubeit  c  s^äu1mtIicl)  mit  dem  Bruche  ^  multiplicirt,  wie 

auf  der  Stelle  erbelleo  wird,  so  dass  also  hiernach  auch  die  nume- 
rischeu  Ausdruci^e  ulier  dieser  Läugeu  in  Bezug  aut  die  der  ur» 
iprÜBglickea  Hesttong;  aua  .welcber  die  I<age  der  Pnakte  M  ond 
ßft  hergeleitet  wurde,  tum  Graade  gelegte  Läageaeiaheit  fi  ahae 
Sekwieri^keit  gefuodeD  vefdaa  kano. 

Endlich  wollen  wir  nun  noch  zeigen,  wie,  indem  wir  von  jetzt 
an  uatürlich  immer  die  Laugeueiahett  fi  zum  Grunde  legen,  die 
Coordiuuten  X,  K;  X,,  Ifj ;  A",,  der  drei  Punkte  Jf,  O, 
(|eren  Lage  zu  bestimmen  unsere  eigentliche  Aufgabe  ist,  in  Bezug 
auf  das  prinitlTe  Syaten  der  ory  geraaden  werdea  koBaea. 

Zu  dem  Ende  bemerkea  wir  zuvördorst,  dass  aus  den  bekattD*. 
tea  Winkeln  Ö  und  cp  immer  leicht  der  Wiokcl  tp  abgeleitet  wer- 
den kann  ,  welchen  der  positive  Theil  der  Axe  der  |'  mit  dem  po- 
sitiven Tltcilc  der  Ax(»  der  V  eiuschlicsst,  wobei  man  diesen  Win- 
kel wie  gewühulicli  von  dem  pusttiveu  Tbeile  der  Axe  der  or'  au 
durah  den^  rechten  Winkel  (^y)  hindurch  tob  0  bit  860^  afthlt 
Bei  der  Aufstellung  der  an  sich  übrigens  sehr  eiafuchen  allgemei- 
Ben  Regeln  für  die  Ableitun|^  des  Winkels  tp  aus  den  Winkeln  0 
und  9  wollen,  wir  uns  hier  jedoch  nicht  aufhalten ,  weil  man  sich, 
wenn  nicht  auf  andere  Weise,  doch  immer  durch  eine  leicht  au 
entwerfende  Figur  hei  diesem  Geschäft  wird  helfen  gönnen. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  C.im  Sjateme  der  a/y^ 

dessen  Anfang  M  ist;  seien  X\y^  X\y  Y\\  X',,  Y\\  und 
X\  9';  3&^i.  S)'«  sewa  die.  Coordinaten  der  Punkte 

i9»  C  im  Systeme  der         dessen  Anfang  ebenfalls  3/  ist. 

Da  das  Sjstpm  der  5V  dem  Systeme  der  parallel  ist,  und 
5,  12  die  Coordiiiat«'!!  des  Punktes  M  in  dem  letztern  Systeme  in 
Besag  auf  die  Läugeueinbeit  <;  sindj  &o  ist,  weil  nac^  dem  Obigen 

die  Coordinaten  der  Punkte  C  in  dem  Systeme  der 


*)  Wegen  des  Vorzeichens  ist  schon  oben  die  nöthige  Bestimmung  gege* 
ben  werden.' 
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(jftst  oatürÜcli  Inner  in  Bexus  anf  die  Langeiieiuiieit  )  sidU, 
Mdh  4m  I««|r«  f  «a  ^der  VerwaiNlIiuig  iec  CourdiaateB 


f*Ä  2.  »   1«. 


luittelst  weicher  Furmelo  die  CoordinaUa  £»  8i»  9't 

berechnet  werden  können. 

Nach  der  Lehre  von  der  VerH'audluug  der  Courdiuaten  ist 
oao  ferner  ' 

iX'  =  I'  €06  i^-.^'  sin  ^,  y  =  r  sin  ^  +  9'  cos 

UUii  .  ' 

(14 1  J[,  s=*+ X'„  J=y-I- r. j 

fflittel&t  welcher  FonnelQ  uläo  jeUl  die  gesuchten  (Juurdinaten  A, 
7;  X,,  ;  r.  der  Ponkte  ^,  C  in  Braag  anf  daa  |pfi. 
ttitiTO  Syiten  der  a:y  ^efvedea  werden  können,  nnd  die  Lage 
dieser  Pankte  daher  iieBtiBiait  iai,  wie  yerlaofft  wurde. 

Bezeichnet  nan  die  von  den  Linien  MAy  MB,  MC  nit  den 
positiven  Theile  der  Äxe  der  t,'  eingeschlossenen  nnd  auf  gewöhn- 
liche Weise  von  0  his  360"  jrezähltcn  Winkel  durch  C,  C»  nnd 
setit  MA  =  r^  MB^r^^  wC—r^;  so  ist  offenbar 

£'=r  eos     ^=r  sio  C{ 

Z%=:r,  eos  f,,  g',  =r,  sin  f, ; 

.         i  ,  =  j-,  cos  i,,  2J  ,  =  r,  bin  w,j 
«Ito  .  . 

  fiin  F' — t»ntr  l  — 


COS 


i»  =  — ,  Sin  C=fi  tang  (,= 
15)  (coa  C.=|;,  «n  £.  =|;^,  tang  £.=|;; 
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mltieltft  yfie^Attü  Foniii$D  aie  *Wi^eI  Ci>  U  i^i^^tt  werden 
k6ao6D«).  Hat  iraii^ber  diese  Ifiiikcil,  sd  ist  toaeb*IS)'  '  * 

r      X'  =  r  cos  (V  -h  £),  r  =  r  »in  #  -h  ^) ; 

je)  X',  =r,  C06  (V'-4-r,),  l''i=r,  sin  (t/^-hCJ; 

ohs.;(f -*-£,k  i^'.:^r.  «o 

ODd  also  .  aach  14)  >  '  * 

I*  'X  =  Af4-r  €08  (1^  +  0»  >^==y+^  «in  (^^VÖ; 

17)  I  X,  =/r-t-r,  cos  >\  =  7/-|-r,' siü  («^ -hC,);' 

f  X,  =  ^      r..  COS.  (jy  +  £»)»       =:  y      r.  sin  (i/;  t,). 

Die  vorh^rgclienile  Auflösung  unserer  Aufgabe,  obgleich  dieselbe 
eine  doppelte  Anwenduue;  des  Poilipnat'sclien  oder  vielmehr  Sucl- 
lius'acheu  Problems  iu  Anspruch  uiiiinit,  scbeint  uns  dessenurig-e- 
acbtet  für  die  wirkliche  Anwendung  die  meisten  Vortbeile  zu  ge- 
wikrea»'«resk8lb  Xvir  för  jetzt 'anilerc  AoMsu^gaa  dMefbeo  aiebt 

f Elben,; und  mit  der  Beiperkuag, sehliesaeu  wollen,  dass  man  die^e 
bfffabe,  unter  einem  rein- geometi^istbeo  GesIditspuli'kte'klifgCiifabStf, 
aucn  auf  ftilgende  Art  ausdrucken  kann: 

Es  selen  zwei  Punkte  M  und  J!f,  gegeben;  inbn  soll' 
durch  den  Punkt  M  drei  unter  gegebenen  Winkeln  ge-^ 
gen  eintin^der  geneigte  gerade  Li;Diei»  (l(),  (2)v-j(3),  durch 
dau.  Ptti».kti       drei  abenfalls  unter  gegebenen  Winkeln. 

ffe^en  ein&nder  geneigte  gerade  Linien  (Ij),  (2,),  (3,)  so 
egen,  dass  das  durch  die  Durch  schnittspun  kte  der  Li-' 
nien  (1)  und  (l,),  der  Linien  (2)  und  f^i),  nnd  der  Linien 
(3)  und  (3,)  bestimmte  Dreieck  einem  gegebenen  Drei- 
eckeähulichist.  :  • 

Wir  möchten  niis  woklf  erlimbe»,  dieseq^  Problem  den  Lesern 
des  Arcbiys  sur  weiteren  Untersuciiiing  sn  em(^ehlen,  da  dasselbe, 
so  viel  uns  wenigstens  bekannt  ist/  sonst  noeli  keine  Behapdluag 
f^funden  kat.  ' 

•)  Die  GrSsssn  r,  3  ;  3E'„  §)'»;  X'^,  2),  und^,  r„  r,  «indjsiiadew ytür- 
.M  '  facsgehenden  bekannt.  >  <*  ■,«•• 
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VIIL 


Ceber  die  böhew  Differeatialfiioti^DteD  der 
Fiiuctioiieii  (     4-  i 


«  sin  ^  y+cos  x 

l+2y  cos  ^~l-4-a^  cos  af+y- 

in  Bezug  auf     als  veri^lderlieha  Grösse. 

Nach  Theoremata  nova  de  integralibiis  deiinitis,  sum- 
matione  serieruin  earumqjue  in  alias  series  transforma- 
tione.  Auctore  C.  J.  Maiiiist^n^  PhiL  Mag.  ad 
Reg  Acad.  Upsal,  Math,  fnfer.  Doc.  Cpsaliae. 
MDCCCXL^I.     2iS^^.  M  b4ar5eifet  von 


dem  Heransgeber. 


4  ;  • 


Ks  unterliegt  keinPfti  Zweifel .  dass  die  Lelirc  von  den  höberii 
nift'erentialquotienten  zw  noch  inuuciien  interessauteu  iieiicu  Uuter- 
sucüuugeu  (jeleg^enfieit:  durUieteit  keuiu,  und  et»  ist  uacb  unserer 
UebeneoguDg:  jedenfalU  sehr  wOosebenawerth,  dass  nan  sieb  nocb 
nehr  als  bisher  geschehen  ist  mit  der /Bntwickelung  allgeneiDer 
Ausdrücke  für  die  böhern  DiftVrentialquotieuten  der  FunctiooeD  be- 
schäftigre.  da  ja  dicsclbfn  krtnntürlj  für  die  Kntwirkeliin«-  der 
FuDcnoneo  io  Reihen,  tür  die  4  i»eorie  der  hestimmten  IntesiTale 
und  tur  viele  andere  üuleräuchuugeu  vod  sehr  grosser  W  u  liLig^lteit 
'sind.  Ein  scböttes  Beispiel  einer  solcbeo  (JoK^rsucbuog  über  bÖ- 
her«  DiffereotialqaotieDten  bat  neMerltcbst  Her^  C.  J.  MalasteD 
sn  Upsala  in  der  oben  genannten,  noch  viele  andere  bemerkeoa* 
werthe  Resultate  enthaltenden  Abbandlung-  p^geben,  und  wir  glau- 
beo,  um  so  inelir.  weil  dtes<'  AhhafMUdn^-  w»h»I  schwerlich  in  die 
Bände  vieler  «l-  iitscbeu  I\laf Ix  iuatikei  liclano'en  wird,  den  Lesern 
de»  Archivs  einen  Uienst  zu  leisten,  vveau  wir  iliueu  die  in  lü^df 
■leheDde  Uotersncbung  des  Herrn  C.  J.  Malasten  ibnlp' .w«ifnil^ 
liehen  Inhatte  naeb  ioi  i^olgenden  millbeileo. 

Die  Wden  geg«beiie^;^itn4^inen\8tB^  /  > 


I 
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uod  die  Aufgabe  Ut,  allgemeine  Ausdrucke  für  die  höbern  Differen- 
^       dalquotieoteo  dieser  beiden  FuDctionen  so  finden,  wenn  man  in 
RiDen  »  als  TerKoderiiebe  Crrüase,  y  dagegen  «la  eoMtoot.  be- 
tracbtet»  \ 

'  Wenn  d«a  Symbol  e  «eine  gewöhnliche  Bedetttnng  bat  und  der  ^ 

Kune  wegen  i  för  V^— 1  gMiriebtn  wird,  so  tetseo  wir  w  Pol-  * 
gendeo 

und  .  . 


Aus  den  beiden  obigen  Auadrücken  V0D  ud  i^^  ediiUt  aiao 
durcb  gani  .elementare  Recbnongen 


17.  Fo  =  1 1  -H       -I-  r-*^)  +  y » I  -I, 


Weil  nun  bekaaotlicb 

.  m  wr=— *^ — ,  eos  jpzs—^ — ; 

Also 

«^^r-^ss2l  ain  d?,  cos 
iat;  so  igt  .  ' 

■  * 

Fo  =  (1 %  cos  ^- -H  n,  ^ 

y_      y  ^  2ty  sin  jr  '•*  ■* 

— l-4-2y  cos  ar^-y»»'   ■  ^ 

oder 

Durcb  Differentiftioo  von        und        nach  J7  erhält  man  obne 


■  »  *  <te  ^  (I+y«-^*)»*  '  ■ 
p  ^  <^Fo  _         ty^.^     .  , 
'"^  «to  ~"  (i-^-y«'')*' 

t  j  -  * 

also»  wie  nan  dareh  leieli^.Beciiiiäng.Mef, 
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■4er  Mch  tai  ObigM 

_     y(l-y»)  «n  . 

Differeotiirt  uau  ferner  die  Iruoctiuo  Q  nach  ^,  au  tiimii  mutx 

(1  —  y^)  sin  j:   ^ 

(l-4-2y  cos  x-l-y»)*' 

ud  nacb  dea  Vorkergebenden  ist  fiBln^elr 

Dftbei-  haben  wir  jetzt  die  beiden  felgendeD  Relatio^ea 

aus  denen  sich  durch  fort^fpsptzte  Differentiation,  unter  Anwendung 
der  oben  eingetiibrteD  Bezeiciinwg»  urntteUwr  die  beiden  t^igea- 
den  kUUlioneQ  eigeben:  ^  n 

deren  erste,  wie  mB'4»m  Obiyeo  bertorgebt,  für  rsO  niebt«  ton- 

dem.  iilo&a  iur  r;>>0,  die  zweite  dagegen  für  ''^0  gilt 

Ans  dieien  GleicbnogeD  ergiebt  eicb,  dtis  es,  üb  ^  und  ^ 

.zu  fiadeo,  darauf  ankommt,  /  r  und  Vr       Uudeu.    Weil  alier 
«IS       erbalten  wird,  wenn  mm  in  der  letstem  Grösse  — ^  fttr 

4:  setaA»  SO  geht  offenbar  ^/r  =  -gjpr,  wenn  man  darin  — lar^jr 

ICtxt,  ID 

d.  i.  in 

über,  und  es  wird  also  jetzt  bloss  darauf  ankommen,  die  Grösse 
i\  7.11  finden,  aus  welcber  sieb  dann  Vr  durch  die  in  Rede  stebeade 
Substitution  leiclit  berieiten  iaeseu  wird«  > 
Nacb  dem  Obigen  ist 

« 

■fld  wegen  der  Glelcbnng 

ist  '-  r-.     r  «- 
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woraus  sieb  leicht 
er§^ebt   Weil  Dan  überhauiit 

ist,  80  Mmt  num  tokht  vacli  dild  niicb 

|i  =  17, -^7  £7^>  +         -  6ft  S 
Bezeichnet  man  uIho  überhaupt  den  niimeriscbeD  Coefiicieuten 

Ür 

von  1/«^  in  der  Eotwickelung  too      t|aeh  dem  Potenzen  Von  l/« 

(r,  i) 

dnreh  das  Symbol   a;,  so  ist  nach  dem  Vürhergehendeti  «offenbar 

-  .      .  ,..3)  ....  ^'  =  J(-l)t-i  a   f.*,  . 
^Ifflich.  Hü»  sogleich  In  die.  Augen  üsIIod  wird, 

Pifterentiirt  man  die  l^leichung'  3),  natärlich  io  Bezug  auf  als 
veräuderlicbe  Grösse,  so  erhält  man  mit  Uülfe  der  aus  dem  Obigen  , 
bekannten  Gleichung  ^  ' 

ohne  Scbwierigkeit 

'  '  '  '         i«^'''  2)         (r,  IJ  -  , 

-h-ia   a  -+.2   a    f6/«»         ■  .. 
-14-  «  -+-8  a  |l/o* 


'  u.  ö.  w. 

fr. 

Vorgielelit  man  diA-nill  d^r  Gleicknng  4),  oiwfiiA  mit  der  GUi- 
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(r+l,  4) 


J 


(r-l-1,  r-l-1)  > 

M  erbilt  aum  swischen  ^eo  iiiAD«viic]ieta^€o«ifieieDteii  von  und 
^  die  folgenden  Gleicblingen:  -    ,i  ,   

(r4-l,4)  (r,  4)  (r,  ||  *  r 


»      •  I  »I 


I 


I 


I 


n,  8.  ^.    ;    -      %  .  f 

Betacknelitigt  nwD,' doM  in  der  Eeibe  ' 

^       a,  '    n,.      a,       flj  «.  s.  w^.  V 

(r,  r+2) 

ille  Glieder  von  dem  GJiede  |L,.  «M  ver8cllwiI^L^»  io  Jlmü  man  lu 
TöUiger  AUgemeaobeit    "  )^    ^     )  ■ 

-5)... ;  a    =Xr  a  4-(>t  — l)    «  ^ 

Hittelnt  dieier  Gleiebnog  JiataÄ  mb  nnn  mit  Biilf«^  der  bekann- 
ten BernovlliVcbeb  Scbiamjrt  mi  einiger  elnb^cbeo  Sitie  von 
toi  Smomal-<^«ffici<6Bten  kebr  leiebt  neigen,  dM  allgenein 


üigiiizea  by  LiüO^lc 


46 

oder»  in  der  bekannte«  BexeMnang,  der  JUDOMiaUCoeffieientan» 

....-f-f— l)*-V(*-l>-i.l*' 

ist,  welches  weitläufiger  aus  eiiADiler  zu  setsen  hier  upiiötbig  ist, 
und  die  Grdsse  ^  ist  also  jetst  als  mittelst  des  Aasdraeka  3)  toU- 

ständig  entwickelt  zu  betrachten. 

Setzt  man  itt  der  Gleichung^  3)  statt  a:  die  Grösse  —  or,  so 
geht  dieselbe  nach  dfem  Obigea  ip  • 

oder  in  die  Gleichung 


8)...5=(^lK-S(-l)*-ra  To* 


Vr 

Über,  wodurch  nnn  also  auch  -r^  trcfnndeo  ist« 

■  1^ 

'Aus  den  GleichuDgao  und  8)-ergiebt  sich  dnrch  Addition 
und  SubtractioD         >  . 

'Ans  diesen  Formeln  und  ans  3)  erhält  man  uuu  leicht  die  folgeo- 
den  Aasdrficke:  ^  ,  .  . 


W) 


•  *  • 

(- 

)    ^iaßf^  — 

(- 

(- 

(TT 

2 


21 


2t  • 


Setzen  wir  jetzt  in       und  To  ' 

1  +  y  cos  a:=fi  cos      y  sin  a:  =  ^  sin 
so  erhalten  wir  . ;     \  ■  '    .  ~  - 

wobei  man  jedoch  au  .bemerk^  hat»  dess  man  den.üogen 
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iBMilan  Bialich  die  Grösse  f»  in«er  positiv  seio  soll,  to  aehmen 

11088,  dass  er  sich,  jenachdem  vod  den  Grössen  1 cos  und 

f/ sin  ^  die  ersfp  positiv  und  ;Bach  die  zweite  posifiv,  die  erste 
Drpfativ  und  die  zweite  positiv,  die  erste  neg'ntiv  und  uucb  ilie 
zweite  nef^ativ,  die  erste  positiv  und  die  zweite  oegutiv  ist,  respec- 
tive  im  ersteu,  zweiten,  dritteu,  vierten  Quadranten  endigt,  welche 
Bedingung  sich  auch  leicht  analytisch  BiudrfiekeD  lassen  würde, 
wohei  wir  uns  jtdoch  j^tsl  nicht  nnfbaltcn  wollen« 
Well  nvD  nach  dem  Ohigen 


also 

also 

ist;  ao  ist 


COS  4?=  ^  -  ,  sin 


F»^  =  {l-|-y(co8  sin  * 


oder 


cos         iy  siu  *, 
Fo^  ==  (1  -i- y  cos     +  ly  sin  or)—*: 

d.  i.  nach  dem  Vorhergel^nden 

l/^^sfr^cos  9  —  1  sin  y)^, 
r»* = ^-^(cos  9  -I- 1  sin 

folglich  nach  den  jHolvre'flcheD  Formeln: 

r/o*  =  /iA--*(c«s  /9-f-f*  sin  X-f/), 

==/!*— ^(cos      —  t  sin 

&^±^= 
■      ^ai»-.n*i_  sin 

d.  i.  nacb  dem  Vorhergehenden 

^.  1  * 

.  (1-|-S|f^  CSS  jT-^jr')'  . 
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y  sin  X 


L\f^  -  F^lc  _  r^T  ^'^"^  l-f-y  cos 
Führ|t^  iniin  dies  in  die  Fofmelo  10)  ein»  so  erbült  ol|^:" 


«  V  sin 

_  (-  D«  ,  '  •*^'*^"»  l-t-  vc.».r 

Ii»/.         •    I    -v.  !■  ■  -^  ■^i  +     cos  ^-t-y»)* 

1  (2«-i-lj  ^)    _  y  sin  X 

(1-1-^  CO«  a?-f-y»)' 
.  .  tr  sin  ^ 

^   y    iQ~  ^  "I — ? 

Aus  der  ersten  uod  vierten  der  vorherffeli enden  Gleichungen 
folgt,  wenn  man  dieselben  auf  beiden  Seilet  mit y  naltiplicirt, ' uod 
dann  y  =  0  setzt,  unmittetbar: 


Ii) 


~  i*=a»-f-i       *  (2»,*) 


Die  DiffereDtialquotienteni'von'      "  '  ^" 

«in  ^  Arctang  ^4^^",^.^  und  ^1  HrS^y  eo| 

in  Bptulc  auf  y  alp^^e^änderlic^^  9^ösfi«  «Ud^  wie  man  lelcbt  fin- 
det, res[)ective  '   '  * 


^      ^  /  *    *  sin  JT 

und  "  „ \,  » 

(l-f.%f  cos  äP^p*)\4^X:y{y^fti9  (l-H^y  COS  ^-f-y»)'"*. 
Nimmt  man  bierzii,  dass  für  ' 

  sin  X     .    t  X  . 

^^^g   COS  X      ,  .  * 
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ist:  so  «»rpriebt  sich  nacli  bekannten  Sätzen  der  Differentia1reebiimi|f 
aas  der  zweiten  und  dritten  der  lileicliungen  11)  leidtt^  dMA 

IXs=a*i+i  (2«,  k) 

Ami 

iit. . 

Ann  dep  aus  dem  Obigen  bekanoten  Relationen 

IM-Ui)      (r,  l)  r-l-2)  (r,  r+l) 

a  =  a  und  a  =  (''+1)  a 
(ff  lebt  ^cli  leiebl 

(r,  1)  (r,  r-H) 

14)  ...  a  =  l  und  a  =  1  •  2  .  3 .  • .  r=r(r+ 1)*}. 
Für  y=l  itl 

Also  ibt  Dach  der  ersten  und  zweiten  def  Gletcboogen  11),  wenn 
Bau  in  denselben  y=l  setzt, 

*•  — ^  cot  1«*  * 


oder 

tamg^      ,    ^  g     CO.  Ar  Arctangtany  ^a: 


-J^^^fi      =1— *r  '  2^  cos 

«fi"  tapg  ^   ..^  .      g     8in  ^'  Arctangtang 

— Sjsr^— l—  *r  •       »r^'     .    2^  cos  ia?^  » 


wa  nacb  de«  Obigen,  weil  1  +cob  4?e=S^  cot  i^r*  iROier  potitir 

is^  der  Bogen  Arctangtang  st»  genommen  werden  muss,  das» 
ersieh  im  ersten  oder  vierten  Uuadraoteu  endigt,  j[enacbdefli  giu  je- 
positiv  oder  DCi^ativ  ist. 

Setzt  man  2a;  für  or,  so  erhält  man 

itt2n+i  uüg  j:     .  gr-tf^^S  1-  1  ^         ^  Arctangtang  JT 

daßi^     =1  *^  2*  cos  o:*  ^» 


— =1— *r  •  '^^I;^"*^^  2*  cos  • 

WO  der  Bogeo  AretangtMg  or  so  geDamnen  werden  nrau«  dm 


')  Thi.  II.  s.  m 
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^  er  f^b'  iii  '^teii  oder  v^ierteb  QoMlrftMeii  eil4igl,  l'jcniaQli^MB 

sin  2je  positiv  oder  ücs^ativ  Ist. 

Ist  der  absolute  Werth  von       nicbt  grösser  als  ^tt, 
otieubar  immer  siu  %v  positiv  oder  oe^atW,  jenachdem  a:  |iositi^ 
oder  negativ  ist,  oder  siu  2ar  hat  mit  sin  a:  immer  einerlei  For- 
«eicbeo,  und  in  diesem  PMle  kann  iiair  also,  wie  sogleich  in  die 
Aoffen'  fallen  wird,  Iminer  Ä-etang  tä^g        op;  folglich  nach  15) 


16J 


<te*«     ^  V    '  2*  CO»  **  ■ 

•etsen.  »    • 

För  yÄ  — 1  i»t  .  .  f  .-i  ^    j-  " 

Psrsi  cot         Ö^  —  ^ 

Atso  ist  wieder  nach  der  ersten  imd  awetten  der  Gleiehangen 
wenn  man  y  =  —  1  setat,  •    •  ,      '  . 

:  (2«,  it)    '  - 

,         cot  ja?  ,     i^rv?"^  lu  4     g  »Ii»     Arctang  cot^) 

oder  • 

■  wo  nacb  dem  Obigpn ,  weil  1  —  cos  sin  '  .r"  immer  posTtiv 

ist,  der  IJolto  Arct;inii  (—cot         so  zu  rulmirii  ist,  dass  er  sich 

^  im  ersteu  oder  vierten  Uuadranteu  endigt,  jepachdem  — sin  a:  .^6^ 
sitiv  oder  negativ,  d.  i.  jenachdem  siu  .r  negativ  oder  positiv  ist 
Ofienbar  kann-nan  aber  aucb  \  •  -  ^ 

4-1  cot  ^a:         .     t^«*^/"*"^  lu  ,      a     cos  Arctangcot 

'■  ^                  ^      ^^„    ^Tf<v"^  1VW      ^          ^  ArctangBOt  jar 
.     ito««  t-  l}n  .  1)*-^      '       2*  «in  ^  

setzen,  wo  nun  der  Bogen  Arcfang^  cot  \a:  so  ^-pnommen  werden 
muss,  Uass  er  sich  im  ersteu  oder  vierteu  Quadruuleu  endigt, ^e* 
nachdem  sin  x  positiT  oder  negativ  ist. 

Setzt  man  %k  fiir  or,  so  erhält  man 
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<i**  1 1  cot  X 


17) 


■ 

irfJ«  cot  ^    '  * 


=  (_  i). .  2»-*l*=r'  (-  ly-^  *  tt^^T*^* 


wo  der  Bogen  AftHn^  eot  so  geoonaieii  werden  rnnss»  dnss  er 
sich  im  ersten  oder  Tieft««  UnmUnnteii.  fladiRl,  jMWclidea  lin  %ap 
positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  .t  positiv  u\u[  nlclit  grösser  ais  '.tt  ist,  so  ist  oileiibar 
sin  2a:  posiiiv»  und  luuu  kann  also,  wie  sugleicb  io  die  Augen 
fönt,  unter  dieser  Voraussetzung  immer  Arctuug  cot  a:=z^7r  —  a:, 
nino  . 

^jg5^=-t-l)»  .  2    (-1)*-!  aH^^  , 

IS){       .   .  (Vi) 


netxeii,  weil  nnter  der  gemachten  Vornunetzung  der  Bogen  jsr— jr 
nich  in  ersten  t^andrnnten  endigt,  wie  es  erforderlich  ist. 

Aus  der  dritUNi  und  vierten  der  Gleietapgnn,  11).  erbait  mui 
für  y=l 

fca^+l  ^  cos^  Arctangtang  ^ 

'  2*  COS  • 

WO  der  Bogen  Arctang  tnng  ^a:  so  /ii  nphmen  ist.  dass  er  sich  im 
ersten  oder  vierten  Uuadrauteo  co^iigt,  jenachdem  sin  a:  positiv 
oder  negativ  ist;  oder,  wenn  mau  2^  für  a:  setzt, 

g      sin  A  Arctengtang  x  ^ 

1  ss3»^-l  Q      cos  *  Arctangtang  x  ^ 

{  /d  "^"**^"  a*«»**  ■ 

WO  der  Bugen  Arctangtang  so  geuommeo  werden  luuss,  dai»ü 
tr  flidi  \m  eraton  nd^  vierten  Qnadnnnteii  nndigt,  j^kiaclidem  nin  %ff 
|iesitiv  oder  negativ  iet. 

Wenn  der  absolm»  WoKth  von  or  nifhl  gifteinr  all  In  ist,  so 
kann  Arctangtang  arr=  ,r  gesetst  ivorden,  und  es  ist  folglieh  un« 
ter  dieser  Vomussetsung 
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2  (-ly-i  »^y=» 


Vir  iTst  gieht  4m  swdte  iitaer  Gldchmgca 


w#  ter  Bogen  Arctoog  ( —  cot  ^jr),  so  genoMMett  werden  mosi, 
4mm  At  mdk  im  entea  oder  tlerteo  Quadanteo  endif^»  je— chd— 
— Ttio  poittiv  oder  negatiT,  d.  i.  jeoactMlem  tili  Jt  Begadr  eder 
papitiy  ift.   Offenbar  kaao  aan  aber  auch 


V    /  ^  Arcung  cot  |x  ^ 


^*  /     I  w  ,     •         ^  ArcUng  cot  |jf  ^ 

»eti#»n,  -wo  der  Boccn  Aretan^  cot  ^.-r  so  c^enommen  werden  miiss, 
das«  er  sich  im  rrstrn  oder  viertf^n  l^uadrantea  endigt»  jeaaclideB 
ain  a:  positiv  oder  negativ  ist. 
Folglich  ist 

v*/    « 0    •*»  ^  Arctang  cot  x  ^ 

1  '         »  ^ 

lyi^   "^^  "'co«^  Arctang  cot  x  ^ 

we  dar  Bogen  Arefang^ot  jc  so  geDommea  werden  mom,  dast  er 
tkk  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  Jenaehdc«  ain  %s 
fesitiv  oder  negpatiT  ist 

Wenn  jt  positiv  und  nicht  srrösser  als  ^ir  ist,  so  kann  n»»'* 
Arctanc'cot  a:  =  j7r  —  bet/eti,  und  es  ist  also  nach  den  voHier* 
gebenden  Formeln  unter  dieser  Voraussetsung 
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22) 


l— *r^'      .  2*  »in  ^ 

«  I  • 

Zwitch«B  d«D  Grösseo 


1^  ._^yd{yä{yä{..,y4{sfF) 
drP  drQ, 


'  24) 


und  d^n  Differeotialquotienteo  fioden  die  tolgeuden  merkr 

wilrdigttt  Relationen  Statt : 

Stt  deoeo  Herr  Maioisteo  auf  folgende  Art  gelaogt. 
Man  setze 

f     ydiyäjydj. . .  y4y(y  ^>>-i) 

«-  '  yä^ydiyA* » « .y^(y(y    g»^)-')  5 

—  dyr  . 

,   Weil  nnn 
4.  i. 


Qfv  -i-  cos  ar) 

(yi-«-^-'H-.(yr<-«")-;  =  ,^.4  ^  ^^.y. 

oder  nacb  dem  Obigeo 

(y  ^  1- (y  ^  SS  UV 

iat{  to  iil  nadi  dem  Vorhergehenden  offenbar 
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Kauu  mau  ai^u  Jr  uud  AV  fiDdeo,  su  kauu  mau  auch  Jbf/-  uud  xVr 
entwickeln.  Well  a^er  olG»l»pr  Kr  ans  Jr  eiMt«  «drU,  wenn 
■inn  in  leteterer  Gröne  -^4?  fiir ^  setzt,  so  konMnt  ei  blois  dar- 

nut*  an^  Jr  zu  finden,  und  mit  der  Rntwickelttng  dieser  GrGiM 
wollen  wir  tins  finlior  jetzt  zunächst  beschäftigen. 

Zti\  orderst  leuchtet  sogleich  die  Richtigkeit  der  folgenden 
Au»druckc  ein;  ^  .  '  .        '  - 

>Setsen  wir  aber 

f  0  wird«  irie  nanvleicbt  findet;. 

uud  durch  Anwendung  dieser  Relationen  erhalt  man  uuu  leicht; 


u  W 


j  ►      ' .      •  • 
^»  a»  w^»  ...» 

oder,  wenn  wir  den  ouroenicbeo  CoeC&cienten  von    ^    in  ./r 
durch  c  beaeichnen,  allgemein : 

2«)  . .  1)'-»  ^  (- 

Auf  einem  guuii  uliuiichen  Wege,  wie  wir  oben  2U  der. Gleichung 
5)  gelangten,  gelangt  man  nun  mitlelat^der  rorbergehenden  Cil^i« 
cbungen  leicht  «au  der  Gleichung 

und  Bchllesst  hieraus,  wenn  mai)i  dies  vnt  dem  Obigen,  inabeaondere  ^ 
mit  der  Gl^iohnng  6)  varn^leicbt,  anmittelbar,  daiw  überhMpt 

28)  . « .  c  SS  a 
ia^.  Also  ist  nach  I  '    :      V  .  ; 
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04v»  weoji  aim  iiir     wtcUer  den  VV«riti  p^e—*''  eiolüiirty    .  * 


Setxt  man  in  dieser  ^If  ichuqg  —  4:  (tr      M  wiiilt  «w 


Folglicii  k»i  nach  25) 

=  (—  ly-^       1)^*  a  Ui.-h;y^;^i-^    (H- y<r-")-*|, 


Assi 

-<     \  -  - 


Nach  ilcM  Obigen  iit 

(l  -f  -  5^)-*  -H  ( A  -i-  y^*^)-*  ==  Fo*     6'«*  =  ' 


2i  '^iii 


ood  foI^Ürl).  wenn  man  für  jp  md  ^  ibre  aus  deni  Obigen  bekann- 
ten Wertbe  ^oiührt:, 


I  "  .  /  *  '  y  sin  J 

U=(-ir-i  s  (-1)*-. — -.-^ — '  '^T " 


^  g  «ml?  Arctang  ^ 
(1+^  OOS  or  +  y')^ 

y  afai  ' 
ArwnQg  i4-y  cöslr 

^  oben  gegebemi  Bestipinfimgen  auch  jetzt  noch  prelton. 

Vergleicht  man  diese  Forneln  mit  den  Farmeln  11),  ao  erbäk 

die  zu  beweisenden  Re!;»tioneii  24).  •  - 
Hptzt  man  in  drn  rormelo  ^2)  die  Criisse  y=l,  uud  bezeick- 
oet  die  diesem  Werthe  von  ?/  entsprecbeHden  WertUe  von  Mr  wU 
reapective  durch  J/'r(^}  uud  J\l'r(a;),  so  crbilt  man: 

^  4  w  *  Arctang  ting 

8)/  '        "  ,  y 

.   g  »in  t  ArctaiR  ung  ja: 
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WeuD  der  absolute  Werth  vod  x  nicht  grösser  aU  ist,  so  kann 
MD,  wl«  «ai  4«Bi  Obigmi  getchlomtt  wird,  inner  Arctang 
tong  setten,  ntid  !■  dteMm  Falle  lat  also  nach  33)  je* 

deneik 

irv(^)  =  (-i)>^\-i)«^'}  Jff. 

Verbindet  min  biemit  die  Foraeln  20),  an*  eiMi  man' 

as)  iirWar)=0,  AW(^)=0. 


Veber  die  BeBthnmung  des  FIAdieninhalts  einer 

Kogelzone. 

Von 

dem  HerauBgeber. 


Die  foigeode«  EntwickeluDg  der  bekaonteo  Formel  für  den 
Plielieninball'  einer  KngelxoDe  sebelot'  mir  durch  ihre  besoDd^e 
Strenge  und  Evidenz  empfehleiiswerth  an  sein. 

Wenn  0  io  Fig.  9.  auf  Taf.  l.der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist  udiI 
AC^  BD  die  nalbnicsser  der  die  Zone  firErränzcndrn  kugelkreise 
sind,  so  ziehe  muu  AB^  fälle  von  O  auf  AB  dus  Pcriteodikel  OE^ 
Ton  A  auf  BD  das  I'er|»codikel  AO^  und  ziehe  durch  den  Mittel- 

Sunkt  E  von  AB  mit  AC  i^uü  BD  die  Parallele  EF,  Weil  quu 
ie  Winkel  BAG  und  OEF  offenbar  einender  gleich  «ind»  m  lind 
die  rechtwinkligen  Dreiecke  BAG  und  OEr  einandnr  äbnlicb« 
und  wir  beben  niao  die  Proportion  .  , 

Ab  s  AOsssOE  i  BFy 

oder,  weil  nach  einem  Satze,  der  hier  fdglich  als  bekauut  voraus- 
gesellt  werden  knno, 

2 
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ilt,  die  Pro^MiMS 

AB  :  AGz=OBt^^^^^, 

fOi  walelier  nacUcr  — fcriichcr  Gebranck  gemacht  werden  wird. 
Van  bezeichne  nun  den  Halbmesser  der  Kugel  durch  r,  die 

flOfifPnannte  Höhe  der  Kup^plume  durch  /i,  und  theile  letztere  in 
eioe  bt'lieldg-e  Anzahl  gleicher  Theile,  7..  B.  in  /#  g-leiclic  Tlieile. 
IHtrch  alle  Theilpunkte  lege  man  Ebenen^  welche  mit  den  EbeneD 
der  die  Zone  begränzemlen  Kreise  parallel  sind,  und  stelle  sieh 
die  SeitenHacheu  der  Kegel,  tlereo  GruudÜacbeu  die  durch  die  in 
lede  flte&eadcB  Ebcara  mAbmim  Kaff«lkr«ia«  ttad,  in  die  Ks- 
gdmoDe  beacbriebea  vor.  Die  Seite«  dieier  m  KegeUÜebeD  aeiee 
«ecb  der  Reihe 

^l*  *S>  *t>  *4»  ••••##» 

and 

•  •  • 

seien  die  auf  diese  Seiten  von  dem  Mittelfiunkte  der  Kugel  gefäll- 
ten Perpendikel.  Die  Halbmesser  der  Grundliacheo  der  in  Kede 
flabendeii  Kegel  seien 

Nach  einem  bekemiteB  Setie  aiad  die  SettenAiebeB  diefll  Kegel 
nach  der  Keihe 

II«  i*  ir«. 

und  wenn  wir  nun 

u.  s.  w. 

setzen,  den  geäucbten  Flaclieuiuhalt  der  Kugelzone  aber  durch  Z 
hezeichneo;  so  ist  offenbar  Z  die  Gränze,  welcher  »ich  S  bis  zu 
jede»  beliebigen  Grade  eähert, .  wenn  m  in*B  Ueeiidliehe  wächst, 
wednrch  also  unsere  Aufgabe  auf  die  BeatimoiuDg  dieaer  GriiiM 
iBrückgefiihrt  ist. 

ÜMh  der  im  Obigen  bewieienen  Proportioii  iat  min 


« 
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U.  8.  W. 


r 

allw 


h  _       ^^^^  ^ 


■  • 


1  s 


#  "  -  • 

•  •  *  •     ^  »  ' 

>  uul  £olglißji  n«cb  dem  Übig^n 

Läset  vum  m  in*8  Unendliche  waebsen,  so  nähern  sich  die  Grössen 
r,,  r,,",  r^,  . .  .  offenbar  sänmtlicb  deia  Halbmesser  r  der 
kugei  als  ihrer  Gräoze  bis  zu  jedem  beliebigen  Gr44e,  uuü  weou 
wir  folglich 

r,=r— a;, 

Q.  0.  W. 

oder 

'«eteen»  so  ailiern  sieb,  wenn  n  in^s  ünendlicbe  wächst,  die  Grössen 
•^11  <^>>  •  •  säBoitlich  der  Mall  als  ihrer  Grinse  Ms  sejede^ 
beliebigen  firndc. 

Wir  Wüllen  nun  voraussetzen,  dass  der  Miüelpnnkt  der  Kugel 
liicht  in  der  Höhe  der  Zooe  lie^e,  so  dasä  alsu  letztere  jedenfalls 
Bieht  grSsser  als  die  Halhltagelist,  vad  weiiea^  itas  elTeahar  veink 
stattet  ist^  aaiiehoien,  daaa  die'lfalbaiMer 


^jr         ^»»  ^»»^4»  •  •  vi?« 

nach  ihrer  Grösse  anfsteig^end  geordnet  seien,  wubei  unter  der  g^e- 
machten  Voraussetzung  su^eicb  erballet,  dass  diese  Halbmesser 
IbflwihfeiMl  waeheen.'  KeMiehneii  frir  «UB^direh  f  die  Butfaranng 
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des  Halbmessers  q  roo  dem  höchsten  Punkte  der  Halbkugel,  ia 
welcher  die  Zone  Hegt;  so  ist  oacb  einer  bekanoteo  EigeiiMhftU 

Ides  Kreises 

:   iliii,  wie  miiQ  leicht  iiudet,  •     '  ' 


'.i  •  r» 


t 


(•»— «l)  (?t+?l)<(«l  -«)  («1+«). 


. "ii 


oder 
dio 

tt4  folglicli  aadi 

nt^  M  iat  naclt  denl  VorbjBrgehenden 
t  ^  Offenbtr  ist 

f  «  =  ( ^       ,  -  ^»,1  =  ^_  _  ^  ,  , 

ibo  QDd  folfflicb  ancb  .4#»'<^4#i*.    Weil  niiD,  wie 

ttgleieb  erhellet,  «  . 

ifi^  M  ist  ' 


»  « 


i  ii.  nack  dem  Obigen  oder  >- ergiebt>  und  gani 
:■    ebeo  so  -ist  niw  überhaupt  >,J,  ; 
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o4«r 


WeoD  »  in's  ÜDendliche  wächst,  so  nähert  sich  J|  bis  zi  je- 
dem betiebip^en  fürade  der  Null  als  seiner  Granze,  und  dies 
daher  nach  dem  Voriiergelieodea  um  so  mekr  von  der  Grösse 


Läset  BMii  also  ii^  der  oben  gefandeoeu  Gleichung 


i^Unr-ayfar  «^i  j-«^, -t- J.  H- •  •  •  + 

fS 

die  Grösse  n  in's  Cneodliche  wachsen,  so  nähert  sich  offenbar  2 
der  Grösse  2fim  als  geiner  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade,  ^ 
und  da  nuD  uarli  dem  Qbigen  diese  Gränze  der  Inhalt  Z  der  Ka- 

gelzone  iat,  ao  iät 

Bin  jetst  iat  nDgeDomaeB  wurde«»  ^«m      MIttolpolikt  dw  Kiig«! 

nicht  in  der  Höbe  /t  der  Kugelzone  liegt  Liegt  aber  der  Mittel» 

pnnkt  der  Kugel  in  der  Höhe  Ä,  so  wird  letztere  durch  ersteren  in 
zwei  Theile  £  und  /f"  getheilt,  und  es  ist  nun  nacb  dem  Vorher- 
gehenden, wenn  wir  die  diesen  Höben  entspreekenden  KogelzaDea 
durch  Z'  und  Z"  bezeichnen,    ,  ^  '$  v 

Weil  nun  Z=sZ'4-  Z"  ist,  ^o  ist  . 

ond  folgiieh,  weil  isA'^-il^  bt,  wieder 

■0  diai  ftlfo'dieie  Pornel  fikr  jede,  KqgelittiM  gUt; 

Will  mttt  4eii  IdBaH  JT  der^  ganzen  kiianlfliieh«  fcalieB,  so 
IHM  MB'  Iii  4er  ▼•rhergeheBdm^l'MMl  ilsssir  NiiiVj  wtfiBNb 
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Dsis  für  dieselbe  Kugel  Kugeltonen  tob  gleicher  Höhe  gieielie 
FlädieDräUBie  haben,  ergielii  sich  atu  der  Formel  Z=z%Jü^  auf 

Stell«.  Uelerkaipt  aiUlt  tatn  4w  FIMnlahäll  fiMr  jete 
K«g«lsoiie,  wtnn  Maa  4ie  P«riplierie  eioea  grlnfeM  Kvffelkreises 
nlfc  der  flöi«  4ar  Zone  maltiplicirt.  Die  glänze  Kugelfläcbe  iit 
vier  Mal  io  groM  alt  dar  Fläcbeninäalt  aiaea  ftöuten  Kagel* 
kreiaea.  '       •     * , 


lieber  die  B0sl 


X.  . 

wag  des  Schwefpurids  einer 
Kugdzdne. 

dem  Herausgeber. 


Der  foljg^ende  elementare  Beweis  eines  bekannten  Satzes  der 
Statik  sclieint  sicli  uns  durch  seine  Strenge  und  Evidena,  und  da- 
to für  eleBentire  Vorträge  d«r  Sltotik  sn  enpfehlen. 

JLekrtatz,  JDer  Schwerpunkt  «Iner  Kugelaooe,  wor- 
unter wir  wie  gewöhnlich  jeden  von  zwei  Kngelkreisen, 
deren  Ebenen  einander  parallel  sind,  begränzten  Tbeil 
der  Oberfläche  einer  Kugel  verstehen,  Hegt  in  der 
Mitte  der  die  Mittelpunkte  der  beiden  die  Zone  begräo- 
menden  Kreiie  TerVindendon  Aze  der  Zone. 

Beweis  MiB  denke  aieli  die  Mittelpunkte  der  beiden  die 
Zone  begränsenden  Kreiie  durch  A  und  die  Aze  der  Zone  alio 
durch  AjB  bezeichnet,  setze  der  Kürze  wegen  im  Folgenden  AB—a^ 
theile  die  Axe  AB  in  eine  gewisse  Anzahl  pfleicber  Theile,  z.  B.  in 
»  gleiche  Theile,  und  lege  durch  jeden  Iheilpunkt  eine  auf  der 
Axe  AB  senkrechte,  also  mit  den  Ebenen  der  die  Zone  begrän- 
■enden  Kreiae  parallele  Ebene;  so  tkeilen  dieae  Bbenen  die  gege- 
bene Zone  in  n  Zonen  von  gleicher  Höhe,  die  also  nach  einen 
bekannten  Sntie  *)  aiialnitliek,  gleiehe  FiäckenränMn  knknn. 


M.  s.  g.  B.  den  Torhergefaenden  Aufsatz  oder  Eiern,  de  G^om.  par  Lc* 
gwdra»  Oni»     Lim  VIIL  Prop.  XL      .  .     .  , 
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Läs»t  in»Q  n  in's  UnenillicLe  waobsen,  so  nähern  sich  diese 
Zonen  saaimtlich  inmer  mehr  uuA  mehr  nnd  bis  an  jedem  beliebi- 

Se«  Graie  deu-  Peripberieen  von  Kreisen,  deren  £beueii  aUe  auf 
W'Am  jiB  'Mkmbt  iteb«*,  ml  I«  bv»  die  Mnrerp mkto  der 
Fcrnhemen  aller  dieser  Kreiie  nach  der  Lehre  TOm  Schwerpunitis 
Iii  ihmn  Mittelpunkten,  also  länntlicb  in  der  Aze  negen^; 
so  muss  offenbar  nnclj  der  T^ehre  vom  Srbwerpunkte  auch  der  ge* 
suchte  Schwerpunkt  tler  p^cgcficnru  Zone  ip  deren  Axe  AB  liegen. 

Um  nun  die  Läse  de»  Schwerpunkts  der  gegebenen  Zone  in 
der  Axe  AB  tfi  bctSamen,  hexeklme  aum  dcMen  Entfernnng  von 
dem  Ponkte  A  durch  sf^  nnd  auf  AhDlielie  Art  aeieu 

*       

•  •  •  • 

die  Entfemnnffen  der  Scbwerpankte  der  »  gleichen  Zenen»  in  welche 
die  gegebene  %one  getheilt  worden  isjt,  von  den  Pnnkte  A  nach  der 
Ordnung  dieser  Zonen,  von  des  Punkte  A  an  gerechnet.  Dann  ist, 

"wenn  wir  den  Fläclieninlialt  der  sfegebeneu  Zone  durch  Z,  also  den 
Flächeninhalt  jeder  der  »  gleichen  Zonen »  in  welche  die  erstere 

gMeOt  -itutMi  rfM^  -durch  f  leM*MD»  liadi  ddl  leM 
Sehwerpunkte 


und  folglich 


I   ^%        ♦  •  •  ^i>y^ 


Nun  ist  aber,  wie  aus  der  Le<i  re  vom  Schwerpunkte  leicht  erhellet^ 
weil  oben  ABz:=.a  gesetzt  worden  ist, 


a 


■       •         •  ♦ 

.(1        '  .,..'  ■» 


jr^  ^  .  *  ♦     :  *    •  <  *     >  '» 


aho  Utteh  der  Lehre  vbu  den  nrithiietisohfln -Mgreeilenea' 

^  *  n  *      '  ^  * 


und  gani  ehuu  ao  rat 

^1  <  •?■» ' 


-I 


Digitized  by  Google 


i 


Sa  , 
1^ 
ka 

u.  s.  w. 

ttteo  nach  der  L«hre  tob  4ftii  aiitiimetiitciie»  ProgresnoDen 

^ ,  -t-  «^a  +  ^»  "T-  •  •  •  -|-  iPj»  *<.  ^ii  

FolgUch  ist  für  jedes  positire  gaoze  m 

\a:i-\-x^-{-Xt-\  ^xn   l_x 

^1  -t-  J?»  -f* ^1  4-  « « '  +  J?»  ^  /  ^    .    ^  \  ^% 
 n 

also  nadi  dem  Obiff^n  fdr  jedes  positive  gaase  n 

Wäre  nuD  nkkt  iS^ü*-^  so  köDote  oar 
sein.  Wftre  swüHUnt,  t  • 

so  nehme  man,  was  offenbar  immer  möglich  is|,  die  positive  ^anse 
'  Zahl  m  so.  dass  -  ; 


ist  |  dann  ist  offenbar 


1  1 

d.  L  ^^(7+  ö«)^»  da  doch  nach  dem  Obigen  für  jedei  poii- 
Ist  WSiofefftter'' 

so  nehme  mau  Uie  positive  gaa^e  Zahl  1»  wieder  eo,  clasa 


ist;  dmii  iit:  offenbar 
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d.  i.  ^)  0,  da  doch  Dach  dem  Obigen  för  jedes  poiU 

tive  guuze  m  , 

1  *  ■  ■  1  '  ' 

ist  Also  kaon  weder  a:  =  \a-^6,  oocb  ^ssiis— >^  sem»  viid 

es  ist  folglich  ar^z-^a,  wie  belirtuptpt  wurde. 

Der  Schwerpunkt  einer  Hulbkug-elllHche  liegt  also  in  der  Mitte 
ihrer  UöLe,  d.  b.  in  der  Mitte  ihres  auf  der  Ebene  des  sie  begrän- 
seaden  gröpsteil  Kngelkreises  senlureeht  atebenden  Halbnessem. 


Einige  Bemerkungen  zu  der  AbbandliMig  Nr.  IV. 
in  diesem  Hefte  über  Reeursionsformeln  für 
^  die  Bernouilisehea  Zahieu'.-        .  < 

Von 


Herrn  A.  Göpel 
_  ^.  SU  Berlin*).  ^ 


in  dieser 'AbhandluDg  enhrickelteii  reeorrentes  Fani«ilB 
(11^17)  jaasen  sieb  aus  derben  Quelle  etwas  einfadier  able^ 
teiij  wenn  nan  aus  der  dort  gebrauchten  Methode  aHe  ausserwe- 
senflicben  Glemeote  aussclieidet.  So  z.B.  gelangt  MO  SU  ^toc  i^>r* 
mel  (llj,  wenn  man  die  Gleichung  (5) 

cot i»=iÄ,«H-iÄ.|;+v,Ä,|^+....  ^ , 

mit  der  GleiehiiDg  \.  .  . 


sin  0=sii>-~'2|+  -gj— 


'  .1.! 


*)  Herr  Göpel  in  Berlin  bat  die  Güte,  die  erste  Ccirreutur  des  Arcbm 
tu  besorgen,  wodurch  es  erklärlich  wird,  dass  Herr  GSpel  die  Ab* 
hnndlun^  Nr.  TV.  in  diesem 'Hefte  kenneii  koimte»  bew  oanelbe  sus* 
gegeben  wurde.  l  ' 
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Mimkirti, '  -||Mi.,«tUI».  4»m  ■  . 


Eatwickelt  man  jeut  «lUcL  die  linke  ^ei^f  ^  sq  gieUt  die  V^cr- 
glei^mig  4)«v  •  beHler#«itigtiii:  .aJlgemeiaeo  Glieder  jMicb  Hinweg. 
tebalfiiDff  der  uberfiüssi^en  Factoreo  UDihittelbar  die  Formel  (lij. 
Eil  ibnnchee  gilt  4lir:die  übrigeo.' 
'"BkspBeifcbffiet  toi:«Jlgeneioeii 


•  •  •  • 


irgend  eine  der  Gleicliüngen  (5)  —  (7)  oder  irgend  eine  andere  Eot- 
viek^luogV  deren CoeHicienteD  eip^b  durch  die  Bernnulliscben  oder 
Seeanten- Zahlen  hestiinmt  sind,  und  multi[)licirt  man  dieaelbe  mit 
irgead  emer  audcru  Eutv%ickeluog 

60  erhalt  man  I^{iü),f'{w)  gleich  einer  Reihe,  deren  allgemeines 
Glied  leicht  darstellbar  ist.  Ist  n.i^u  die  Function /{w)  so  beschaffen, 
däss  sich  das  Product  F{w\.f{w)  vermittelst  trigono inetri» 
scber  Relationen'i,n  ein"  Aggregat  ein.fnelifei'  trtgonone» 
trUeher  FbniitidliW  nrnToräen  lässt/  di'ft  Üieh  mit  oder 
obne  Hülfe  der  fierntruiliscben  und  Secaitfen-Zablen 
eotwickelD  lassen,  so  ergieht  sich  durch  Vergleichung  der  all- 
gemeinen Gliedor  immer  fMrc  U»*  nr-ioiibf'ormel  t'iir  die  c;<*nRnnten 
Labien;  untermischt  oiier  gesondert^  je  naehdeui  man  die  Functio« 
neo  und  y  uiihlr.  Kutlialt  die  Entwickelung  von  /*(tu)  die  Ber- 
fioulliscben  Zahlen  nicht,  wird  die  l  ufuiel  in  Bezug  auf  sie 
lioearj  dergl^i^ben  /'(((^|  sind  sin  sin  2«^}  . . .  cos  cu,  cos  2tu, 
...tiD  fti*,  u.  s.  w.  Lasst  siGh  /(tu)  bicW  ohne  diese"* Labien  ent- 
wickeln,  (fo  /wird  die  Formel  in^vecug  ant  sie  vqa  der  &en.OMDen* 
lioD.  Man  erhält  z.  B.  die  bekaDuteo  tCclarionen,  wenn  die  Gfei- 
chang  ($)i«ii'«i6h  ee&M  jpuUiplicirt  und  Mn^iitlU.Formfl.  - « 


d  rot 


■  cot       ^  W^^r-  X  =5=  -:r  ^  r"^ 


(ff 


angewandt  wird. 

Hiebei  trersteht  es  sic^  von  seibot«  v^lass-  man  ancb,  anstatt 
mt  /(w)  nnmitfelbnr  su-  niiHiprictf«ti,*  >n)t^  di,e  «ine  £«t- 
^ckelaog',  fvie  in  der  citirten  'Abliandlung  geschehen  ist,  oder 
^CDD  man  will  beide  ßntwiekalungen  in  bestimmte  Integrale  911^ 

samoien fassen  und  darauf  deren  riodn<  t  \vle<ler  jentwickeln  kann^ 
uQ<i  auf  diese  Art.  mit  etwai-  a^ehr  iie<;bauiig  dasselbe  Resultat  er- 
rüden  wird. '  •  •  -  ^ 

Da  man  sich  dem  Obijgen^  sdfuljge  Redmionsformeln-^in  belie- 

'"?Pr  Menge  verschaffen  kfinn ,  so  mochte  es  nicht  von  grosser 
trliphlichkeit  sein,  deren  neue  auf/usuchen ;  es  ir^'IänLre  drnn  eine 
j*lclje  aufzuüuden,  die  einen  tieteren  Blick  in  den  Bau  dieser  Znh- 
veratattete.  Indessen  mair  hier  noch  erwähnt  werdcu,  dass  die 
••'nein  (II)  und  (12)  duitii  .he  einzige  Formel 

1  -f-  »»,-4,  -F-  m^4t  +        =  Am-,     ^  1 
^''HN'äckt  werden  können,  welche  unter  andern  von  £tti<n.g8- 


s 
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hausen  in  seines  ▼•rl€8«B|c«ft  lb«r  hSli«r0  Matkeaatili 
^  iSt  anfuhrt  und  ans  welcher  jcM  fir  m  nnpaar  und  paar  kw- 

TortTpJ'^n-  I"  Her«el^»fn  bedeaten  .4^,  A^^  .  .  .  die  oernonlli« 
sehen  Zatiieu  mit  abwechselnden  Zfic^m  und  p?  wird  ^-0 ^  = — l. 

.  =  =  .  .  .  =r 0.  Die  in  Gruiiert»  Lematisc  hen  Ah« 
haudluugen.    Alto  na  1822.  4,  p.  57  ff.  entwickelte  pDraiel 

(2»)i  2)!S!  Cfci-i-II!"*' 

•dtr 

ans«  -i-  i)ai?*  -      -i-  1)*^.    . .  . 

Mlist  ihrer  diuppieBteaUiriurviei 

=  iU  —  1  +  (— 1)-{3*- —  2>i?2»-i 

ergiebt  4i«  Foraiela  (U)  and  (15),  ■MfcdMw  aan  letztere  4«ftl 
AddUioft       kmUM  (U)  ud  (U)  mMpckt  hat wo- 

nach die  l>iffereozen  in  den  einzeloen  €fie4ini  htIHMMiM. 
Umm  mk  h«i4n  im  4im  ei»e  Owch»^  , 

1 4- 2«^^, -f.  2««,.i, -i- 2  -i- . . . .  =  —  (2«  —  2}^^ 

«nsammen&MS.  Di«  FmmI  (1*3)  c»48ci  vier  ander«  Bar* 
lels  in  seinen  Vortesaftgea  lh«r  aatheniatische  Analj« 

sis  Dorpat  p. 203  sr^^ben.    Nach  sr^könzer  VcrcisfiKhni^ 

liaafc      skk  aui  4m  (1^}  «■  die  £iii^«4e  ifiiiiig^iin 

>     )  • . .     0  nnd  •  •  •  SsciHlHBtBidKctaStM 

«it  abwechselnden  Zeichea  tMid. 

Am  leichtesten  erhalt  mar«  aHi?  i'A .  w^nif  vi»  ife  46b  Cffwd* 
£iumI  (5)  imginif  Aignaueate  cia£i;hrt»  wursans 
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anltiplieirt,  wobei  die  Relation       .  =ag>t  {tO'^iSvt  \u  «n  be« 

rücksicktiffeu  ist.  Dass  die  obiffeu  rorioelD  auch  init  aliwcchselo« 
4eB  Zelciee  dermtellt  wentee  Mnneoi  belarf  bie|haeh  Itavni  einer 
betendem  Erwmüiif. 


XII. 

» 

Gleichung  4er  graden  Linie  nnd  der  fXiene, 

•  auf  schiefwinklige  Coordinaten  bezogen. 

Von 

Herrn  Pf^ -Hi^edeBkamp 

Obertehiev  4«r  il»ib4in>;n<i4  dit  NetumvisMnicli.  e«i  OyemMmm  ta  Haninu 


Krißtalloijrajjhische  llntcrsuchun^eo,  die  mich  seit  einig-^r  Zeit 
bescbrittigeti,  machten  es  iiothwendig,  die  Gleichuug  der  (iruden 
uud  der  Kheoe  «uf  schiefwinklige  Coordinaten  zu  iiezieheu,  wo- 
^ewiMe>^  raten  ,die  fKlnstalMdebeQ  au  dei^  Aaen  den  Kri- 
etalU  elatachere  Beziehungen  erhallen.  .  Da  die  hieber  gehSri^en 
Sktae  auch  noch  wohf  anderweititres  Interesse  haben .  so  theile  icb 
Wer  Eini^eap  die -grade.  Linie.  nJi4  £b^^  i^ir^itd,  im  Zusamaien» 
bj^D^e  mit.  * 

Die  drei  Coordinaten  -  Axca  i>ilden  bei  einem  schiefwinkligeu 
A^en- System  eine  dreiieKiffe  Raone^ef  deren  Spitze  wir  mit  0 
^  die  drei  Seiten  durch  iV,  C  und  die  des  Polardreieeke  dnreb 
^  Ä\  B't  €?  bezeichDen.  Denkt  mau  sieb  nun  durcli  einen  Fmikt  P 
im  Räume  mit  den  Courdinutpo-Khepen  parallele  Ehenen  gelegt, 
so  schneiden  diese  von  den  Axen  Längen  ab,  die  die  Coordina- 
ten des  Punktes  P  genannt  werden«  und  die  wir  durch  ^ät,  y,  % 
bezeichnen  wollen;  die  Cosinus  der  Winkel,  die  OP  mit  ijen  drei 
Axen  bildet,  sollen  durcb  /  beaeiebnet  werdea;  eben  lowol* 
lea.  wir»  wenn  die  Eqtfervnqg  i9P|(|flieb  der  Bhbeit  iit,  Jr,  ^,  % 
d^^ch       bj  c  bezeichnen. 

!}  Der  Zusasamenhaug  der  GrusspR  er,  ^,  c?  nod  U^ß^y  iet 
ialg«odefi  wi^  mm  ßxok,  i«icht  deutlich  i^aebt;  > 


asser-f-^J^s  C+e  coe 
ß=b^c  coe  B*^m  ooa.Cl 
ftsBCi^m  eot  B^h  eee 


5* 
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oder  aach:  «'         ,  ,  * ,  .  ..  ^, 

an*=z{a  sin  ^  +  ff  «m  S  coa  C'^.r  sin  C  cob  iT'i  ud'^  . 
lll^={ß  s|d  ir-f.y  sin. <7  cos  ^'-fr«  «in      «aaf  C")  «ip./?  :, 
=     siD  6'  -f-  «  sin  -tif  cos  ß'-\-ß  s'io      cos       sin  C\  } 

wo, 

— cos  *^~co8  *iff«^cos  *C+^2cos  ^  cos  i9  cos  C 

2)  Die  Entfernung  ties  Punktes  P  von  0^  die  wir  durcli  r  be* 
zeicbucn,  wird  so  ausgedrückt: 

r'  =a?'  -i-y-  -i-a'  cos  C-|-2a?*  cos  B-^^y»  cos 

setzt  man  r£=l,  so  wird  uosorer-yezeicliDnng  zufolge: 

l=:i»*  +  ^*+€r«  +  2a^  €0S'^H-3«e  eo8%i9+3^  cos 

oder  aficb,  tat      6,  c  diov^Werfhe  ir«r  (1)  gesetMic       i^.f  J«) 

W=.a-  siu  'A-^iP        ^B-^y^  sin  ""C-i-^aß^  siu  ./  sin  i?j.^08  C 

'   -^^ay  am  A  sio  C  cos  B'-^-'lßy  sin      sin  C  cos  A'. 

Hieraiis  erhält  man  auch  noch  leicht  folgende^  Relation :  *■ 

:.?)  PiQ;  Eutferniinff  zweier  Punkte  (^tyxj.iiuid  iat,.wenn 
wir  dieselbe  durch    bezelchneo :  ,  . 

+  2(jr— (*  —  «')  cos  -Ä-tri^—y)  («  —  «0  cos  urf 

'    s=  (ys'  ~        si D      -h       — wx')  *  sin  (or'y  -7  y'o:}  *  sin  * 

:  +2(yV,-^;*}  (a/a«-4P»'^  sin  u<.s%n 
.    -4-2(9»'^^«)  (jrV^y4?)  isin  Jl'sn^ 

—        (a/y  —  y'jc)  sin  B  sin  C  cos  Ii',' 

wenn  r  und  r'  die  Enttemngen  ,der  Punkte  {Ofyx,)  iktA  iaff/it)  - 
von  ö  sind.  '  -  ^'  '  ' 

4)  Die  Gleichung  einer  Graden,  die  durch  den  Mittelpunkt  der. 
Coordlnaten  geht,  ist  folgende:  '  ^     / ^  "'^ 

wo  «,  c  die  Coordinnten  des  Punktes  der  Linie  sind,  dessen 
Entfernung  vuD  O  der  Einheit  gleich  ist,  und  die;Determiäanteq 
der  Linie  genannt  werden;  ehen  so  nennen -wir  atticli^ die  Co^itius 
der  Winke),  die  die  Grade  lAiit  den  Axen  bH(let,'W0'DeterAA|l«nten 

der  Linie,  und  bezeichnen  sie  durch  die  respectiVen  griechischen'  - 
Buclisfalicn  (f.,  8,  y,  wodurch  man  also  füj*  eine  Grade  ein  Determi- 
naiiUn-Paar  erhält.    Bei  rechtwinkligen  Coojrdioaten-Aa^en  ist 

*  Die  Gleichungen  zweier  Linien,  die  i^raÜüi  gind,  werden: 
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O^ht  eine  Linie  durch  zwei  Fuuit.te  (a;yM')f  {a/'y"*"),  su  iüt  de« 
ren  Gleichung  i  • 


äf—'^-        „«»•4-  ^  y*"*  %*  5^**'" 


5)  Sind  die  DetermiDaDteu  <  Paare  zweier  Liuieu  a,  a, 
Y  und  «r'j       c\  a't  ß\  x  \       findet  man  deu  Neigungswiuliel  v 
dieser  Linieii  mit  Hülfe  ddf  Formeln        wenn  mi§n  Ür  die  dorti* 
gen  r  und     die  Kinbeilr  s^tztt  .  .  * 

cos  y  =  Äflr'-f- ^^-l-c^H- (iic'-f- ^'c)  cos  ^ -|- ^- r*«')  cos'  Ä 

'  -    -I- 4- cüs  (7,  ^ 

odi^r;  liiU  Hatfe  der  Relationiev  iii  (1): 

Neont  man  die  Projectipnen  des  Dreiecks  finf  die  drei  Goordioaten* 

'/^    //  j9" 

Ebenen,  dessen  Seiten  1,  1,  ^  sind:  -r-^  ~,  — ;  w*>  tlann  v  der 
a^#"$eltc  Q  gegenüberstehende  Winkel  ist,  so  wird  auch  nach  (3): 

Hö  ist  nemiich:  ^  ' 


,  i?=^^c'— Ä'c)  sin  ^,  Z^ziritr«  —  «C')  sin  B, 
"  ^   "JD"=(a6'^4»:i^)  sin 
aelzt  inaör^ituir  iteei:  . 

Ä=i=/^y'-x/?^>  Ä'=K~«/,  A^=«?'-«'A 

ao  erhält  man  noch  folgcode  Relalinnen: 

-     .    .    ^ss(X^4-i!^  «OB  C'^U'*  ces;^f>  aia  d 
.  ^'^(JD^Ji^iy  cot  cos  tf')  sin  ir 

=     '     il>  -I-     CO«  ^)  sin  C    ' : 

/>/7»  =  (^  +  A'        ^+A"  «"«s        sin  > 
...7;  '';^  I',  ==  (/\' H-  A  CQ&.  C-h  A"  cos  ^)  sin 

'  *  '    -*-2A'A"  ios  -Sri 

Die  Bediugurig,  dass  z^ei  Linien  auf  einander  senkreclit  sind,  ist: 
^  =  gta^'^&6'-^cc'ri^(c6('\-^ä)  cos  ji -i- {efc' a'e)  cos  B 

-h(a^-|-«'Ä)  COS  C, 

oder 

l=s cos  C'  +  2/>/y'  cos  i?' 

....     ::..)■  -4- 2/>"/y  cos 
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6)  Die  l^afi^e  eifeer  EllMe  gegefe  die  €<Mirdinateii  •  AxeB  ist  be- 
stimmt durch  die  I^^ii^e  nnd  Läoge  des  auf  die  Ebene  getiMten 
Perpendikels.  Wir  Avrrden  auch  das  npfermitianten  Paar  dieses 
Lotnes  das  Detcrminaateü  -  Paar  der  bbeoe  nennen.  Wird  da« 
Determiuantcn  -  Paar  einer  Ebene  durch  //,  r,  «,  be»eicbuet, 
das  Per^kendikel  durc^  //,  &o  ist  die  Gleiciiuu^^  der  i^^bei^e: 

die  Gleichung  dei  Letbet:  ,  ^  ' 

die  Coordiflaten  a^p'*'  des  FMa^iiUuktes  «ies  Lothes  «»od     ■  - 

* 

Beseichnet  man  die  Längen  der  Lioieo.  welche  die  Eheoe  von  deo 
Goofdieaten  -  Axen  ahichaeidet,  durch  dann  ist  muA  die  Glei- 
chnvg  der  Eheiie: 

;7)  Die'  DeteraitiMiDteD* Paare  einer  Ebene  la  finden  t  die  dnnk 

swei,  im  Mittelpunkt  des  Coordinaten  -  Systems  sieh  schaeldend« 
Grade  ^eIe^t  ist.  Selen  die  Determinanten  «-Paare  der  gegebeiieD 
Linien  V,  f»\       «f,      f  and  c^,  a",       y*,  nnd  die  der 

gesuchten  Ebene  f\  es  findet  man  nnch  einigen  fte- 

ductionen:  . 

Sin  y    '  .  sin  1^    '  sin  ' 

(b'd'  —  Ä'V)/I    _      (c'a"  —  a'c")  TT  (« '  —  a"L')a^ 

a^=  :  ,  p=  :  /=   -'  \ 

Sin        *  .   sm  1^        '  .  siQ  r  ' 

wo  V  die  i\<'%ung  der  beiden  I^inien  ist  und  II  die  oben  angege- 
bene Bedeutung  bat.    Die  hier  getuudenen  Determinanten  sind  zu*, 
gleich  die  petermieaeten  der  Dnrcbtdinittelliilk  twnier  Ebenen,  de- 
ren Determinanten  die  der  gegebenen  Linien  sind«  . 

8)  Der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  ist  das  Supplement  des 
Winkels/  den  die  anf  die  Ebenen  gefällten  Lethe  mit  einander  bii* 
den,  und  wird  also  nach  (5)  bestimmt. 

0)  Will  man  die  DetermiriRnten  -  Paare  einer  Ebene  lindeü,  t/'ß 
den  Neigungswinkel  zweier  l^lienen  halbitt,  so  dienen  dazu  nach 
(5)  folgende  Gleichungen,  weun  v  der  Neigungswinkel  ist,       ^  »^^j 

ß\  /  und  a",  Ä',  c\  a",  ß'\  f   die  gegebenen   und  ä,  K 
Dt,     ^  die  gesuchten  Determinanten  •  Peare  sind: 

sin  ~==sa'sr+/!^^+/<?=a«'4-/'^H-M  . 
denen -noch  nach  (7)  diese  hinzugefügt  werden  können: 
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Am  ficMB  €l«iekmg8B  erhält  man  nach  «inigeD  Reductioaen 

 ,  /?  =  — ,   z\ 


w  '  '   y  '  '  —  y 

2  ,%m  —         2  sin  2  sin  — 


Ssin-^  2sui'^  2siii-^ 

10)  Um  die  OptermiDanten  -  Paare  der  Ebene  -iw  erhalten,  wel- 
che deo  Nebenwinkel  von  v  baibirt,  braacht  man  nur  in  den  vor- 
hererehenden  Formeln  — a"^  — ö'\  —  statt  ä",  wnd  tt  — r 
statt  V  zu  setzen,  und  man,  erhält  die  Determinanten  -  Paare  ax, 

/^I»  • 

«I  =  J-»  Pl   f%  —       ^  I 

8coa-s*  2  cos  TT-  2ces  — 

2-2  2 


•l  =  f I  «S**^  Vi 

2cei-2r  2ea8-5-  2cea«^ 

«  z  s  * 

11)  Bben  lo  U\Ai  IcanD  man  «Bell  noch  dae  D«teniiDanfeeii- 
HaM  Am  Bh«o«  fiaden ,  die  m\t  den  gesebviien  fibeoeii  die  Wiokd 

9»' und  9  bildet,  so  den  3p'-t*9»y  Mt»  Man  findet  auf  gleicht 
Weise,  wenn  dieselben  Beseiehmiiigeii  wie  die. Vorigen  beibehalten 
werdea»  Mgende  ForaKia: 


cos  y  -t- 


Ig*'  cos  ff'   ^      b*  cos  y>  -i-  i6"  cos  y>' 


COS  y  «4»  c^*  cot 
sin  * 


^  sin  9»  -        »    —  sin         •  * 


^  SOS  y+Z'  coa 

'  im  ' 


H  Mii  ff  —  a    sin  7>     o        >>  siii  7  -  Ä  sin 
am  y         *  am 


^  sin    —     An  o 
y  sag'        '  J       '  ■  ^  ■> 
am  1^  ' 

a  sin  y  —  a"  sin        ,        /?*  sin  y  —  /g*'  sin  y* 
sin  IT  *  sin  y  ' 

/  sin  y  —  y  "  sin  y' 


•  sin  y 


t  ally  WO  9  — jp^sy,  kann  hieraus  auch  leicht  abgeleitet 

werden. 

12)  Die  Determinanten  -  Paare  einer  Ebene  zu  finden,  die  durch 
•••3  Punkte  (^»^iäJ,  (-i-i.y,^,)  gelegt  wird.    Sind  die 

eeÜten  Determinanten -Paare  ar,  by  c,  a,  lO  erhüt  man  an 
^Bestimmnng  lolgendo  dcei  Gleichnngen  nach  ($)e' 
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'    *      7t  ■ 

d)  Die  Lage  eioer  £l>ene  geg^Aft       Caftrdioaten  •  Axei| 

stimmt  durck  die  Lage  und  Länge  doi  »uf  die  Ebene  / 
Ferpetulikels.     Wir  werden  auch  das  fletenninanten  -  P  / 
Lothes  das  Oetenninanteo  -  Paar  der  Ebene  nennen,  f 
Determinanten  -  Paar  einer  Ebene  durch  «r,         a,  ^  f 
das  Perpebdik«!  dureh.^,  ta  tat  dia"  Gleickuag  der     f  ^ 

die  Gleichung  des  Lothes:  '     '  /'^ 


6     /  .  t 


e  ^  =  — *,  y==-^  -         ^  der  dop. 

die  Coofdioatea  ^y'»'  das  Fnacpiiuktea       /  ' 


Bezeichnet  man  die  Längen  der  l  *  "  Bbenen  ge- 

 4' 

•7  ;.in  6'= 


CoordiDateD-Azen  a^cl^n^idet, 

chung  der  Bbem  /   MI 


7)  Die  Dctcruiiüuutt»      '  '  siu  =  6'-f-  "ia/  sin  .1  sin  C^  cos 

swei,  im  Mittelpunkt'  ^„  ,  ,^g,  •„        •  ^/ 

Grade  gelegt  ist.    S  .      cos  e'^-2iS;^  sin  B  s.n  (7^os  ^' 

Linien  a\  6\      ,0'  durch  D  der  FlächenraiiMi  des  d«rck  idie 

gosnchten  Ebene  ^ ''^feiecks  bexei^liDiet  wirdy..  .!  .].,  ,<  >  :«  -  ^1 
duciiouen:  ^         ^»-rf^  *'»  .  .  .  "  7 

Uas-  ^  -i- 2 A'A"  cos  ^ 

.--'^        i/^^-^^  oder  Ä77  =  ;;i>; 

önif:=z  ^'  4-  A  '  COS       +  A'  cos  C^', 

y/ßö  ^  A"  4^  A  CM       A'  coa     i'  >  ^ 

Wir  wollen  jetst  noch  die  Coordinaten  Ofy  ff,  %  eines 
^tes  P  «>ut   ein  aftderos  Coordinaten  «System  von  dejniselbeo 
'  iiittf'l'""'*^*'  übertragen.     Wir  bezeiclincu  die  Coordinaten  eines 
.  |5,jiikie3,  auf  die  neuen  Axeo  berogcn,  durch  .^k*',  7/.       die  Winkel, 
jjj.  die  neuen  Axen  mit  einander  bilden«  seien  A^^^  ;  die 

iViakcl  de»  durch  ji^,  /?o»  j^egebenetf  Polurdreiecks  Jt^^  B'^, 
C'o>  ferner  d(e  Determinanten  •Paare  der  Axe  der  auf  das  or^ 
sjprüngliche  Axen -System  bezogen:  ^,  ^,  c,  «,  die  der  Axe 

der  f?:  a',  h\  c\  «',  Ä',  V  und  eudlifch  die  der  Axe  der  n^i  a\  6^1 

'  Jfo*  Ä 1  —  cos  Mo  —  cos  *  J?«;^ WS  *  €3*0 -i-^^cos  Jo  cos      cos  C^: 
Hält  man  diese.  BeselclHllig«!!  fest;  äo  fiddet'ttan:         '  -'^'^^  * 
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rossen  #i„^,c  .iM  a,  ß,  y  il.i.  w.  bt 
u  (1)  dieser: 


a  =  flj*  -f-  «"  cos     o  '^o> 

a"  =     H-  a'  cos       -f-  0  cQS  •  '  ' 


■J  » '      IJ  -  I 


y  =  c  +  c  cos  Co      c"  cos  jff ^, 
=z=    -I-     CO!  jä^-i-c  eaa  C!'^,  "^^ 

Et  fiiMleB  noch  eiDe  Menge  anderer  Relationen  iwitchen  den  Con- 
slaoten  der  beiden  Axen  -  syateaie  etatt,  wovon  noeh  folgende  hier 
ihreo  Plati  haben  mögen.    Nennt  man  die  DeCerninant^tt- Paare 

der  drei  neuen  Cnnrdinatrn  -  Klieoen  naeb  einander;  ^ 
n  u.  8.  w.,  so  erliält  man  nach  (7): 

 {b'c"  —  c'h")n  ("a  '  —  a  c  "  „  a'b"  —  a"b' 

ftio       *  sm  ^«  »  ain  /f^ 

,    .  {€ir-^h)n  (4f'a--a"c)„  (b^-^irm)„ 

^=      Sil»^,,  siD.ig..   -^^^T      «»^4  ^ 


-^/lÜMto  •  ^' ^  -^-^iÜPe  *        —  sm  C, 

—  cb')  „  cn  —  ar  „  ab'  —  ab  „ 

cos      =  aar  -f  - Ä'/T'  +  c'f  =  «  V  4-  6    +  c"/,  • 
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aus  denen  mau  durcb  Climiaatioo  zweier  Loi^ekuanteD,  z.  B. 

erLali.  '  '     -  - 

BlttUipIizirt  Bau  den  Zäbler  Bit  sia  so  wM  derselbe  dec  dop- 
pelte Flädieoraujn  der  Projectioo  de^  durch  die  drei  Pi|iikle,  geleg-^ 
tea  Dreiecks  auf  die  CpordioeteD- Kbeae  (jr^);  Beant  man  daher 
diese  ^  uod  deo  Xeoner  A'.  so  erhält  man.  wenn  noch  A',  di^ 
PrnjertioDeo  df^^^llteo  Dreiecks  auf  die  beidea  aadera'  Ebeaen  ^e- 
aauut  werden^  die:ke  jdrel  QeicLiuigefi :  —        .  ' 

Settt  aiaa  diene  Wertfae  ia  die  GldcftDaff  {1):  '  - 

jnr«  =  c*  sin  ».^  -^  /?•  sin  /«  sia  »  C-J^tay  sin  ^  sio  C  cos  £r 

-|-2a2i  sin  ^  sin  B  cos  C-^'lßy  siu       sin  C  cos 

uod  bemerkt,  üass  wenn  durch  D  der  Fläcbenra4ai  ^es' diaicli  iüe 
drei  Puakte  gelegtea  Dreiecks  beseicbaet  wird,  >;  < 

m 

z^*  =  ^» + A'^  +  A'"  +  -AA'  CO«  ^'  -^'-^AA"  cos  B' 

ist,  aad  daher'  -  "  ~ ' 

a  sia  ^= A      ^  sia  *  «e 

äJ7/> SS ^ -4- 008  C-t-A"  cos 
6nD7=z  ^ + A  '  ces  A'  H-  A'  cos  C, 

13)  Wir  wollffi  jitzt  noch  die  Coordinaten  or,  y,  x  eioes 
Panktps  /'  auf  (m  uüdercH  C'o<»r*linMfon  -  System  von  dejtiselbcn 
Mitl(^lj)unk(('  ubjrtragcn.  Wir  hezciclincti  die  Coordioaten  eines 
Punktes,  aut  «Jie  neuen  Axen  beasogen,  durch  a:^,  t/,  die  WipJiel, 
die  die  aenea  Axeo  mit  einander  bilden,  seien  A^^  die 
Wiakel  des  darcfa  ^o»  ^«  «egebeoetf  Polardreieeks  Jt^,  B\, 
C'oi  ferner  die  Determtnentea-rnare  der  Axe  der  jg^,  auf  das  ur- 
sprüngliche Asien- System  hezogea:  die  der  Ax4 
iVor  //,  c',  a\  ß',  /  and  endlich  *•  der  "Axe  der  «"/«^ 
c'i  <  r,  aad 

jj^2  ™  1  — COS  »^o  — COS  *Äo^— cus  *Co-+-iicosyio  COSÄo  cps  ft. 
Hält  maa  diese.  Beaelcbttlig^ä  lest^  ko  fiildet  «i 


Üigiiizeci  by  LjüO^I 


* '   '  *  * 


"  •     .'  .1 .'      ..  .' 


Ii 

and  iiag;eke1irii:  ^  '* '     —  '  ^ 

y  =^         —  r  V/')jr'  -f-  («c  —  cd  )y      (ra'  —  ac^sC  ^ 
=  WA'  —  «  ^>     (V — "Jy  rf.  (a^;—  ub^\ . 

Der  ZomiMeiitaDg  dar  GrOtseq  «r^^^  c  ,M  «,  /  n..i.  w.  iit 
Back  den  ..GletdiaDgeii  dieier:' 

'*         a=a'-|-«"  cos  Jl„^d  cos  C^, 

»*^«"-f-a'  cos  ^o  +  a  CO.S  ' 

..'»;      ■ /}'ssaidk.*|-4i"        ^«-frd'''>c«t  Iro« 

'       "  ^'  =  ^  4-^'  ctts^^-h*  cos  i?„  ii«;   :    i  ' 

y  =  c-|-c'  cos  Co-f-c"  cos  i^o, 
y'  =:  c'  -f-  c"  cos  -4^  -H  c  cos  C^,  y 
/'ssiC-^e  coi  B^-^e'  cos 

^s  finden  noch  eiae  Menge  anderer  Relationen  zwischen  deu  Con- 
ntonten  der  beiden  AxeD-Systene  statt,  wovon  noeb  folgende  bier 
ihren  Plate  bnben  mög^en.    Nennt  nuin  die  Determinanteir- Panm 

der  drei  neuen  Coordinaten - Kbenen  nncb  einander: 
n  u.  s.  w.,  so  erhält  man  nach  (7): 

"    jy^-^Zzrüff  n^^Y'"-''^'  up-"-^^-^ 

siD  ff^  Sin       '    '  sin 

=^-:tf,7>;  =  sin  K. .    ^  =-inrg -^^ 
^'^  ^isner*    ^ 'lüHcir'    —  wer 

'       «in  Co      *  sin  C>     *  sin  Co 

^         cos  ^»  =  a'a"        /T'  +      =  a"a'  +  Ä  '/T  +  c 
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cos        =  m/u  -f-;»^  =wi/*-|-#ivH-;t>;r, 

cos       =  *»/*"  -4-  »>'"  -H       ==^jw'>     »  >     /^"tt,  . 

jj^^iit^  nc==li£^,  • 

 «y  -n-)i-  „  ^    .  r'"»"  -        „         wV'-nW  „ 

/"   •■  'n,- =".^^,  m  =(^-=^.  jic- ='JC^ 

am  MT^  '  sin  iT,  »  sin  ir.        -  • 

^»  np  —  tip  „  ^^'pm'-^p  m  ^   „  _m9{^wtn  „ 

Die  letzteren  Formeln  bcBtimmeB  noch  die  Determinanten  der  neuen 
Axen  durch  die  Determinanten  der  neuen  Coordinaten -Ebenen. 
Dvreh  die  In.  V«nt«lMD<len  gegebenen  Fomcfai  Immd  sich  alle» 
die  gegenseitijg^e^Abhäoffigkeit  der^^risj^aUflichea  beMfEsodea  Auf- 
gaben der  KrMtanogra|i|iie  I^sIbb.       \  '  '     '  ' 

.    -v  -i  - „.   '»-^  '  :  : 

•  »1  !'  •'•  •  i  •       ...'•'**'•:         •  • 


xin. 

Neue  GMfltrttktiött  eioer  Lftmberf  sehen  •  Auf- 

gäbe  aus  4er  praktisclieu  Geometrie. ' 


..Voa  . 

'        Herrn.  6.  Ö.  B.  Weyer 


Amistentm  an'  der  SternwiAe  lu  Hamborg; 

.•3 


Lambert  gicbt  im  ersten  Theil  seiner  Beiträge.  Seite 
7t  die  folgende  Aufgabe,  welche  er  ehie  der  scbSusten  und  lu- 
gleicb  elae^üetf  elcjbV<iaiea : anb,  der  yrwk^igjAia  .€?aoiialrie  aeaat: 


* 
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Die  relative  Luge  voo  sechs  Ponkten  m  befttimmen^ 
weBD  nao  in  dreien  derselben  die  Abweicbong  der  drei 
ibriffen  tod  der  Mittagslinie  beobachtet  hat. 

m»  folgenie  Aaltaing  griiBM  nck  ui  tar*  elegadtta  Gm«. 
ilneliM  der  PotlieeelieheB  Aufgabe  von .  B«*eel  uU  KvleiM 
kamp,  aof  weicke  CUateen  in  Nr.  430.  der  Astronoalsekit^ 
Neekri^ktaa  anfmerkMi  iMoble  and  weM«  flitli.iB ;€lv||McH 
Geodäsie  Seite  224  vorgetragen  findet. 

Bezeichnen  die  Buchstaben  C  (Taf.  I.  Fig.  10.)  die  drei 

Stationen  und  D,       F  die  drei  ebservirtoa  Paokte,  to  lind 
flachst  gegeben  die  Winkel 

BAE,  EAF 

BBS^  BMF  7. 

DCB,  BCF 

wodurch  in  Verbiodueg  mit  der  AlittagBliiiie  aMck  falgende  ,Wii^e) 
bekannt  sind: 

ABB,  BBC  .       .  i 

ABB,  BBC  /.     .  . 

"        •     AFB,  ßPC  ' 

Betrachtet  man  jetzt  die  Punkte  A,  B,  C,  B  als  eine  Pothe- 
üutscbe  Aufgabe  und  construirt  z,  ß.  über  der  willkübrlich  anffe- 
lommenen  Linie  die  Winkel  CAG==BBC  und  ACOaAiSB: 
so  liefert  dietf  einen  Darcbsehnittspnnkt  welcher  mk  O  nnd*  B 
UL  gerader  Linie  liegt.  BbeB  ao  geben  aii|  Punkte  t,  B^  B 
einen  zweiten  Durchscbnitlspankt  Jly  welcLer  mit  E  und  B  in  elnj^^ 
{geraden  Linie  liegt,  und  so  auch  die  Punkte  A^  B^  F  einen 
dritten  Durchscbnittspuukt  welcher  mit  F  und  B  in  gerader 
Linie  liegt.  Die  drei  Puokte  fi^  J  werden  also  bekannt,  und 
da  man  auch  die  Winkel  kennt,  welche  sie  von  dem  Punkte  B 
aus  gesehen  bilden,  so  ist  dieser  punkt  B  und  folglich  alle  übrigen 
leicht  bestimmt»  ' ,  ' 


f.  _  .'»         •  •  I 


Die  vorhergebeode  schöne  Coostruction  des  obigen  Lambert*« 
sehen  Problems,  weiches  jedenfalls  bei  geodätischen  Autoahmen 
bäafig  mit.  grossen^  Vortheil  angewandt  werden  kann,  yeranlasit 
mich  so  der  MUtkei|iij||(:  der  folgenden  analytieoheii  * Al4öiaeg  die* 
ses  Problem!»  weil  mir  die  VOB-Lnrnlierl  aeibiit  e%.A«.0.  S.  81  ' 
gegebene  analytisch^  Ai^ösiing,  insbesondere  weam  mau^/iicb  der 
CoordioB^enmethode  zu  bedienen  beabsichtigt ,  nicht  sp  einfach  so 
seiDj  und  namentlich  nicht  ohne  alle  weitere  Berücksichtigung  der 
Figur  oder  vielmehr  des  durch  dieselbe  dargestellten  spOCiellen 
Falls  zum  Zweck  zu  führen  scheint,  wie  es  wohl  au  wUnschen 
wäre,  woli^.,iibrig9ii4  üttch  i^ickt.  uiMrwäJiiat  bUil»«i|t  d»rl»  .dmp  idfir 
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imUni  adwuU  diii«  BMiler ,  «Jb  '•'nohi,  m  i  Nboaer  ^titelliei,  aiw  fem 

geben  ein  Faeior  aus^la^sen«!  wövcÜbd  4it;  Der  Fehler  wurde  sii- 
^erat  YOW'Good  enltleciLt  (Ijambert's  o^elehrter  Briefwechsel. 
Bd::2.  S.  232),  und  fvwn  Juambejrt  (Ebendaa.  236)  anerkannt. 
Die  richtige  i'^ormcl  &ddet  man  u.  A. 'in  Mieie^  Hirsch 's  Sarom^ 
iü  wm  f  g  e  d  me  t  PI  sc  her  Au  f  ga  h^Sti  iE  vs  t  e  r  T-fa  ea  LiB  er  1  i  d.  1803. 
8*  8Ä,  .V  Urt',  1«  Iii.. -.»Timv         «ili'i  '»•**.^ 

i  <  Biä  sechs. PbDktiB  .%oneo'  wi^  ]Mi.itireh\jä,  Ajy  vüA  A', 
A!y^  -A\  bezeichnen,  ond  wollen  «nncbnkiny.  dass  in  jedem  der  drei 
ersten  Punkte  ji,  A^,  A^  die  Winkel  -gemessen  worden  seien, 
welche  die  von  jedem  dieser  Punkte  nach  den  drei  Icfztern  Punk- 
ten A\  A\,  J\  gezogeDep  geraden  Linien  mit  gewisiseo  von  den 
drei  entern  Punkten  aa8''*ff4€ll  ^IVlIkli^n  Seiten  hin  gezogenen 
einander  parallelen  geraden^Ltnien  eioscbliessen,  wobei  dieae  Win« 
(tel  vpn  den  in  Rede  stebenden  ^einunder  parallelen  Linien  an  im- 
mer iiKch  ilcDsr  Iben  Seite  n  hin  von  0  bis  SeO»  gezählt  #fei^eh  sol- 
len. Die  vou  A^,  aus  nach  denselben  Seiten  hiD^'gez^genetf 
Parallellinieo  können  die  nach  ^ioft^n  oder  ^luden  gerichteten 
Tiielie  dei  aetrononiiachen,  Hdieridiona  .oder  auch  die  gleichnamigen 
Tbeiie  'dea,  magnetisefien  Mi^tdiatta  tfein.  Nähernngaweiae  iKann 
man  aber  auch  die  von  ^^^i,VJl^tnach  einem  iind  demselben 
sehr  weit  entfernten  Punkte  E  gezogenen  IJnie^  anwenden.  Sind 
die  Entfernuug^en  des  Punktes  E  von  den  Punkten  A  ^  A^^ 
iiod  die  Entfernungen  der  drei  letzten  Punkte  von  einander  nälic- 
t^ngsw<^e  bekannt^  so  ist in  dem  letzten  der  drei  obigen  Fälle 

lei<^tV';^^i®\^^>'^i^f^^^^  vnti  gehörig  in  Kechuung 

ista^^'pehine^'M  Wo^u  leine ^  hier  nicht  erförderlic$ 

ist'J'  Öie*  Vre!  ,vdn  d'^d'.  Punkten  A,  A^^  Jf^  'itiia..Daeli;,deii8elben 

Seiten  1iih  sfezogenen  ielnander  parallelen  geraden  fjinlen  wollen 
'pir  im  Folg^enden  der  Kürze  wegen  schlechtbin  die  Axen  pennen^ 


•Seite  hin  von  0  bis  360°  gewählten  Winkel  aollen  reüpedtM  dürcb 
€^  ß,  y  bezeichnet  werden. 

Die  von  den  Linien  A^A'^  AyA\,  A^A'^  mit  der  von  A^  aus 

f exogenen  Axe  eingeschlossenen,  von  dieser  Axe  an  nach  dcrseU 
en  Seite  wie  vorher  hin  vop  0  bis  360*^  gezählten  Winkel  sollen 
.rcapectiTe  durch  a,,  ß^^      beieichnet  werden. 

Die  von  den  Linien  A^A\  ApA^'^' A^A^  mit  der  von  A^  aus 
gezogenen  Axe  eiiig^idhloBs'enen ,  von  lüei^f 'Alt^'  in  nach  dersel- 
ben Seite  wie  vorher  hin  von  0  bis  SOO**  gezählten  Winkel  soUen  ' 
rtejpeefive  durch  «j.  bezeichnet  werden.  / 

iiHi  von  den  Linien  AA^^  AA^  m'\t  der  von  A  aus  sezogetten 
Ht^^'  ^hygeadMtfiaetiehv  Too^e^^Br  ilse  en  Imoitfr  «weh"lferiil^ii 
8«$ite  htta  Mi  vovhei^  'von  CM»  gezttMteii  Winkel' ^oH^tfiltfr 
ifidlich  re^peetiVe''dttrcfa:9xj  >ig^>bezeic4inen. 

'  Nehmen  wir  -nuti'  iii  jedem  der  Punkte  A^  A^^  A^  die  von 
diesem  Punkte  duä  geznp^ene  Axe  als  den  positiven  Theil'  der 
Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  Cinordinoteusystems  an,  in  tvelchera 
dltr  positive 'Ukeilv der  Ordinatenaxe  eine  solche  Lag^  hat,  dasa 
IMniMltlBll,  "OB^'ivoii  »dem^  foaltSt^Bii'TkldliB  d«' AftieiMoiixi»  dnrdi  / 
Ml  €il«rdllMlb#ili|lfttiliillidiml^' w  M  ftMftv^  11iMlb'4ier>^f« 
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diDatenaxe  tu  g-elanj^-en ,  nach  derselben  Richtanp:  hin  bt^weGfen 
Diu«s.  niirli  welcher  von  ileo -raD  ^  aus  gezrii^fneo  Axen 

ao  die  Winkel  «,  ^;  «,,  /?,,  /,';  Z^,,  ^,  VOtt  0  360*  g;«- 
jÄhit  werden  i  so  sind  die  Coordiooteo  der  Punkte 

ii  Ami  iStj^iteme,  dctttn  Aofang  w^,  iit:. 

IQ  dem  »Siy^tejp^  deüsen  Anfaog  itit: 

(  A^A' .  cos       A^A' .  sin     ;         <  [U 

*  '*  '      iA^A\  .  cos  y,,  A^A\ ,  sin  j| 
KDdÜeb  sind  die  Coordinateo  der  Puokte  \ 

*  4      A  ! 

•      *  *  I  >       •      _  \ 

dem  Sväteme,  dctiseu  Aofantr  ^  ist: 
Also  hat  niart  nach  der  Lehre  ton  der  Terw«liillaB^  i^ri^ddhiM» 


■  %t  «1 


'  '  /  ^-4' .  cva  a  =  -^.^ ,  .  CO«  gp  -I-    ,  ^'  •  cos  ag  -  ^  ;  ■ 
"     ■  -  hssAA^ ;  cei  -^-^Aj^Af ;  eoi*tt|,^  ^  - 

.  ops  ß  s=        .  cfii  5?         -^'i  .  cois  A 
A  5)  /  J"'  _s=,^-/, .  cpe  j^^;  c«^s^ 

.  eia  ß=AAi  .  sin  j^+^iui'i  «sin  ' 
Tz^AA^  •  sin,  ^.-huf^w^i  .  sin 


^'•11 


-4^',  .  sin  f=AA^  .  sin  9)  .  sio  y^* 

ie  dreizehn  unhekaontea  Giüääcuyi  " 
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fj  iff^         .  •  .     :.•      •;•  !•  .-'Ii 


A^A ^  .A^A\i  A%A  ^  , 

eotbaltCD,  die  sich  uUo  »lui  .fi«»  »Ugei  ^wölf  GleichllBgeii  oiclit 
■immtlich  bestimmep  lasseOt 

Mao  kuDD  diese  zwölf  Gleichungen  auf  folgende  Form  briDgen: 

.         .  C08  9  =:  ^ui'  •  C08  o — A^A  .cos«, 

^AA\  .c^  /?  — «cos 

'  •    »    ^    *  ' 

[Xrf; :  sib  ^^AA  ;  •rfn  «-^*^,./#' '  sin 

±=:AAi  .  sin  /9  —  A^A^  .  sio  /?, 
=^-4'^.  sio  hin  y„       •  ' 

]^jf^  ..COS.  ^  =5:         .  cos  a  —  A^A  ,  cos  o, 
z:::AAt  .  cos    —  A^A ^  .  co^ 
s=zAA^  .  cos  y  —  A^A^  ,  cos  jf'^, 
Jttfvl«  /stB  ^tsiAA  •  fio  a'-^A^A  •  sin 

s=-^-^i  .  sin  ß^A^Ai  .  siD  /J, 
z=z^A^  .  sin  f-^  A^A^  .  sin  ^ 

und  erhilt  ans  diesen  letztern  Gleichungen  fei'mir  oline  alle  Sciiwi«- 
rigleeit  die  vier  folgendea  Gleicbung^a: 

AA  .  sin  («— y.)  — ;\rtD  («» ^fy^^AA'^  .  ^{f^rS* 

AA  ,  sin  («r^/?,)  — .  sin  («,— ^,)=;;;^^,  .  sin  (ß—ßt), 

'den.en^j|icJ|>dui9li'0i^i^n  i|Pgly<^  lUe  .beiden  Gleii^aognn 


8) 


Üsia''(»g^^-»U^t^-  ..stn  {a^^ft^)  sin  (/jf— ^i) 

.  sin  (a  —  /S,)  —  A^jt  .  $in  («,  —  .  «n  {ß  —  ß^V 

AA  .  sin  (c  — — .  sin  («i  — sjn  (y  — y,) 
.  sin  (a  —  yi)  ^  A^A!  .  sin  (a,  —  y»)       sin  (y  y,) 


oder 


■         '^.^'Vj  '  -:\^  sin  tf-Ä)' 
«» (« -  ?i)  ~     w  («t— A)  ^ 

VI  /  ••'  >        ^   ^*       •  *    .   «• 

^  .  *        V    A%Ä  ,   .         ^      sin  (y  — y») 
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enilialteo,  die  sich  also  mittelst  derfielben  bestimmeD  lassen. 

Zn  d«  Eode  bringe  ma  di«se  Glodmogea  iunl.  4ii 
Form 

.  «in  (u-ß,)  aiu  (iS-/J.)-ain  sin  (ß-ß,)  . 

I 

=  «□(«.-/?.)  .in  G»-^.).^  •  — 

—  sin  (a,  —       siu  (ß  -^  ß,  y . 


1«) 


oder,  weil,  wi«        leicht  findet, 

m  Äln  Äi  (a-.iJ,)  sid 

'  *      o=«in  {a~^)8tn  * 

ss  ^in  (a  — r)  »in  (Xi  T^^^ 
ist,  auf  die  Form  ' 

=s  sia  (a»  —  ß^)  siD  (/?  —  ß^) .  -  jty- 

.     ^  *  "  *  AM 

•  ;  —  «in  (a,  -7 sin     —  p,) . 

sitt  (««—7)  sin  (r,  -^;^,):  I 


erbäU  aus  diese^i  Gieicbungee,  weno  duid  der  Kürae  wegen 

Jr«ssm  (u^ß)  Bin  (ßi  —  ßt)  sin  («,'— r.)  «b  6'  — ^i), 
iJT,  =  sin  (u—ß)  Mia  (/J,  — sia  («1  —  rr)  sio  — 

' U-,  =alB  (a-V)  IIa  ö^^-r.)  ai^  Wt'-?,)  Äil  (rf-W, 


j|f=sin  («,     i^i)  fiio  (ß  —  ßt)  sio  (o,— y,)  sin  (f  — l'»), 
A'ssin  («1— sin  ü'— y,)  sin  «n  (/^— /Jj 

•rtst,  obne  alle  Sciiwier igkeit :    \  <.      •  *  ,         :  -u  .;;J  ) 
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AjA^       .ÄTi« -~~  i^i 
Hat  man  dies.VecliältAitse  .      .  -^^      '  : 

mittelst  dieser  Fornelii  gefinden,  so  ergeben, tjch  die , Verbält^im 

'JwAt  I    AAt  %  .  ^ 

mrttelst  der  folgendeo  nniiitteltiar  i^g  den  GleiclittDgttn  7)  flieisM» 
den  F^f^pelnO  i:<"  (s ; '  •.>:■'■•  i,  ;--  j  «i.  :     ^  . )  ^ 


I          sin  {<c  —  ß^)        sin  (f^    ~ß^)     A^Jt     .  i 

^  Sin  (^v^^i)  ^ '  •  sii*  (/f-^,)^*^'33"      ^  1 

14)  < 

Jl££!l        sm  (rf  —  sin  (n?.  —  /  -         •  •  ' 

I  ,     Ui  tBMziZil  ^      («f  -/.^^  diÄ 
Die  VerbaltDisse 

A  ^A' ^    A  ^A*  ^    A  ^A  ^    A^A  ^ 

^~U'*  ~ÄT'  ~aT^  ~aT     "   "-^  'J'^i 

erbält  man  hlerenl^  mitteliif'  d^r  ifotgeii^len  nu  den'GleiehnDgeu  6) 
■icli  onmittelliar.  ergebendeü  ICornpeln:  .1 

f^l^g  COS  cos  a,      y^i^^^    ,      CGI  yf^r,  : 

^  ^  CO«     .    .  cos  ßx  *  cos  ^1  *  AAt  { 

■sin   g  I     .^iviT    ,     sin  yf/T^       ^  ^ 


sin  n 


\  V 

15) 


"Tv  .-sii^^i  ^  «P^l«;  ^  ^  sin  ^,  •  JA'  *  " 

•  COS  <t    ,    COS  Ol    A^A  ,    cos  y 


cos  j^i  i:  •  coc*yg  ^ 


sin  «t   -  sin  «,  

'^ImTfi  '^  sin  y,  •  •  "SZ^» 


cos  fx  '"*jäjr^\ 

sin  ^  f 


Ii  -1  ■' 


:  1^       cos  «  I       cos  ff;  ^a-^  .     '^fts  <^     d^£x*  I».;»! 

cos  /S,            COS^j  *  cos  ^,  *  /rfy^' 

"  '  ^    '■      sin  rt        sin  A^A  sin 

•tri   i     F== " gitt' ^iTT; :  suiY»  '  1  ^ 

>i  /'  —  \a^M^ '     _  -jasä  «'   I ..  tos  4^;  A^A"  cos  y    AAt  f 

j  «       . )    •       .      sm  y,  *   sin  y,  i^/r  sin         AA  \ 

Zur  Berechnung  der  Winlcel  ^  und  ^  hat  man  nach  den  Glei- 
diBBgen  6)  die  folgendeft 


Dlgitized  by  Googl 


61 

Sin  «  —  BIO  «1  . 

taug  SPS  j^, 

'  cos  a  —  cos  ag  •  J^' 


Sin  a  —  sin  a,  . 


oder 


^       sin  « 

tang  9>  =  taiig  a 


16*) 


1 

sin  a 

'  AA- 

1 

cos  «1 

cos  a 

\AJ' 

1 

sin  a. 

A^A* 

sin  a 

'  AA^ 

1 

^  CO«  tt. 

A^A 

008  tt 

«Rd  .ur  BeredmuDg  der,  VerlialtDBMe 

AA^  AA^ 

liat  man  endlich  die  folgenden  aus  den  Gleicbungeii  6)  aicb  erg^ 
beuüeu  Formeln:  ' 

4 

[  AAj        cos  tt  ^  cos  «1 

AÄ  ~  cos  ^  cos  ip  *  AA^ 

sin  «  sin         ^i/iT  , 

l-v  f  '     ~  sin  tp      sin  ' 

ji^i  cos  «     .coa_«,  A%At 

AA'      cos  V       ees  ^  *  irf-rf* 

.  *^  sin  ^  *      sin  1^  '  AA' '  • 

Hm  ■«18  für  9)  jDÄd  diejinlgeD*  der  beiiea.  swiscben  0  und  MO*' 
liegenden  Werthe  nehmen,  wetciie  iiaeh  den  Formeln  16)  jeder  die* 
&er  beiden  Winjcnl  Inbe»  kun,  die  fliittelst  der  Formeln  17)  für 
die  Verhältniase 

AA^  AA^ 
*  AA^ 

poutive  Werthe  liefern,  sO  ^djsiss  also  über  die  Art,  wie  man  die 
Wbkel    upd  ^  sn  ii«|limeii  hat,,  nie  eine  Unbeatimmtbeit  jbleibea 

Beseichnen  wir  die'  Cobrdinaiten  der  Pankte  Jl^^  und  A\ 
A'^  in  dem  Systeme,  dessen  Anfang  A  ist,  respeetive  durch 

X..  y, ;  jf,.     Md.  x;  r,;,      r.,  gt'.,  f,j  s»  ut  uek 

4)u4  1).        •  . 

Xi  z=s,AAt  •  cos  9i      s^  AA^  .  sin  9); 

X,  =         .  cos  1//,       =        «  sin  yf 
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Dod 
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X'ssjijt .  ctts  o,  irsttJjf'  •  diu 

X',  =JA\  .  cos  ß,  r,  =  äA',  .  sin  /?; 
JK',  s=  AA\  ,  cos      1',  =  AA\  .sin  /  j 

I 

=  cos  9>  . ;^  =  siD  SP  . 

=  m  af 


mittelst  welcber  Formeln  miui  also  jetzt  uuch  die  Verbältnisse  del* 
Cöordinaten  der  Pnokte  A^^  A^  und  A'^  A\,  A\  in  dem  Systeme, 
dessen  Anfang  A  ist,  su  der  hioie  AA*  berechnen  kann. 

Wir  wollen  jetzt  bloss  noch  aeiffen,  wie  man  die  Fckrnieln  13)^ 
jlttrch  Welche  die  Verhältnisse 

A^A  A^A 


.  1 


anf  denen  die  ganze  übrige  Rechnung  beruhet^  gefunden  werden, 
nnn  durch  Eintahrnng  von  BiUfiiwittkelK  sur  lugarithmischen  Rech* 

nung*  beque:n  ♦'irtrlrhfon  knntl. 

Bererlii:eu  Wir  uämiich  die  drei  UülfiBwinkel  £|,  nittelst 
der  Formeln  • 


sin  («-r 

sin  («i 

sin  (}' 

sin  («  j 

~^.) 

sin  iß 

sin  («2 

S'ltt  (ß 

sin  (a. 

sin  {y 

so  Ist,  wie  tean  leicht  findet, 

JxA'         .sin  ja  —  ß)  sin       — /y^)      1  —  tang  $  tang  |, 

JJ^  "  sin  («i— ^t)  «M»  {ß'-^fi^y  1  — tsng  l,  «sag  |/ 

A^Ar_^      sin  t«— y)  gjp  (yi-yJ      l  -1-  cot  g  fang  g.  \ 
.  «in  sin  (y  — y,)  *  l-r-t«»«  (|        V  . 

and  iolglich  »*      '  *       •      ,    *  '  " 

AyA  _        sin  ja  —  ß)  sin  iß^—ß^)  cos  cos       ^  . 

.  Jiiii  («,  ~ßi)  Sil»  (/S  —^2)  cos  (i, -H^8)  cos  ^  *  '  ^ 

A^A'   sin  («  —     sin  (y,  — y^)  sin  (| — |,)  cos  1, 

sin  (äj  — sin  .(y—yi]  co»({, sin  5' 
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BmdiMl  «an  die  fiiiUnvinM  G,      «ultoht  d«r  Fomelii 

IUnn:  e^^'°  1**"^^  ^>^»~y»)  K-/^»)  '^'n  - 
•    *       >  sie  («    A  «II  «in  («,  -  y^)  sin  (y  -  y,y 

taoff  0  __sin  («,— y,)  »in  (y— y,)  «n  K-^,)  sin  (ß-fl,) 
»     •      nn  («,  -^,)  ain  0» ~iJ,)  sin  («,  -y,)  lin  iy-y^V 
■0  iat,  wie  man  leicht  findet, 

  sin  (cc  —  ß)  sin  f^,  — /^a)    ^  I     tang  e 

Äi"  (a^— sm     — •  J  — tang 

also,  weil  •  ' 

■  .   »^jiM^  <^,  =tang  45- laug  0,^^^^;^^^-^ 


» '  .1 


.  '  -TiT  ^  tm  t«,  — fti)  a^  (^^/«)  «D  («•  —  e,>  «Ol 
Weil  auB  Moii  11) 


A  jt 

A^jT  C«i--/»i)  siu     — ^,).-J--._sm  (a  — /i)  sin  {p^  -r/J,) 

,  tiD  sia  0»  — ' 

ial^  ao.  ist  liaeli  23),  wie  man  leicht  findet: 

—  sin  («— /3)  sin     ,  sin  (45»-^)  cos  0,— sbC»^^^.)  coi  ^ 

-rfiT    ,  8ui(tt,--^,)8m09-^i)*  aln(49i»— «Jeoad  » 

und  folglich,  weil  *^  *  ^ 

sia  (45°  — 0)  cos  ö,  —  sio  (45«— 0,)  cos  0 

»-coa  45»  ain  (e-©,)=i_Sili5_Z±i> 

iit, 

. IM)  :it£BS  —  sin  (ct--^)  «in      -/g,)  sin  (9— e^) 

sio  («,  —  J  »m    — i»,)  sin       —  ©,)  cos  8  • 
Auf  dieae  Weise  kann  nrtm  altor  die  Verhältnisse 


4i£ 

AA^'  AÄ 

hiosa  Biitlelst  der  beiden  RSIfswinkel  S  nnd  0,  berechoen,  da  im 
GeffentheiJ  die  zuerst  gelehrte  Methode  die  Bereclmanff  der  drei 

Hülfswinkcl  |,  |,,  erfordert. 

Bemerkeo  wolleo  wir  nun  endlich  noch,  dass,  wenn  an  den 
Pjokten  A,  die  sechs  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 

4AA\,  AAA\y  4'A^A\,  AA,A\\  A'A^A\.  A'A^A\s  «nd 
erwa  noch  in  dem  Punkte  ^'  die  zwei  180°  nicht  übersteigendeo 
Wiakel  AA'A^,  AA'A^  gemessen  worden  sind,  daraus  offenbar 
Jaier  leicht  die  Winkel  hergeleitet  werden  können^  weldie  in  A 
«le  Linien  A  4\  AA\,  AA',  mit  der  Linie  AA\  in  A,  die  Linien 
^4»-^«»  .^i-^'s  nüt  einer  voa  A^  »ua  der  lüinie  AA'  parallel 

er 


Digitized  by  Google 


64 


uud  nach  derseiben  8eite  hin  gezogenen  Linie,  in  jI ^  die  Linien 
A^A\  A.^A\^  A^A\  mit  eiuer  von  A^  aus  der  I-.iuic  AA  paral* 
lel  und  Dücli  derseliien  >eite  hin  ^exogenen  Linie  ein^cbliessen^ 
wobei  alle  diese  Winkel  vi>b  der  Linie  AÄ^  und  den  derselben 
von  Ay  ond  aus  pai'alÜd  ffeaegeaea  Linien  an  ioiner  nach  der- 
selben  vSeite  hin  von  0  bi«  S%0*  fpez&blt  werden»  Hat  man  nber 
diese  )ei/.torn  Winkel,  so  kann  man  die  gegenseitigo  Lage  der 
sechs  Punkte  /,.  und  A\  A\,  -/',  «^.mz  nach  den  im  Vor- 
hergplienden  pdLv. ickeitco  Formelu  bt  siiuiim  n.  Oie  l^inie  AA  ist 
danu  der  pusilive  Theil  der  Absrii^seiiaxe  des  zum  (vruude  liegen- 
den^ rechtwinkligen  Coordinatensvstems;  und  der  poailiTe  "j^beil  der 
Ordinatenaxe.  wird  iminer  nach  der  im  Obigen  in  dieier  Besiebnng' 
gegebenen  BeBtininiBBg  genommen.  r .  I 

Die  vfirlier^zMipndr  analvlisclio  Anfliisiins:  des  wichtigen- und  in- 
teressanteu  i^ambert'seb'eii  Prnbleins  sciiemt  mir- vor  der  g^twöhu- 
lichen ,  z.  K.  bei  Meier  Hirsch  a.  a.  O.  sich  findenden  ;in;ilyti- 
scbeo  AuUös.iu^  vorxij|i,licb  deshalb  weseutlicbc  \  orzüge  l\x  bubeo9 
weil  letztere  eine  stete  Beriicksiehtiguog  der  Figur,  oder  Welmebr 
des  durc^  'dieselbe  dar|(esCelUe'ii  speciellcn  Falls  erfordert,  welches 
bei  der  ersCeren  gar  nicht  nothwcndig  ist^  indem  dieselbe^  mittelst 
der  im  Ohip;Tn  ottf wickelten  Formeln  ohne  nüe  weitere  Berücksich- 
tiiCung-  <!f'r  Ki^rur,  allein  auf  dem  Wege  der  Rechnung,  ganz  sicher 
ZU(U  Zweck  tulirt.  in«i>fern  nur  erst,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
die  sammtlichcn  <jrüäseti.  welche  ais  gegebcu  betrachtet  w^rden^ 
gehörig  und  4»l»ne  alle  Zweideutigkeit  MMiant  sind. 


V 


V. 


♦  \ 


XIV. 

Ueber  tlie  abgeleiteten  Vierecke,  welche  von 
je  vier  inerk:würdigeii  I^inkteu .  des,  gefradUpir 
geo*  Viereck^B  gebildet  werden. 

lierrn  Professor  C.  A.  Bretschaeider  "  >' 

-         ..in  Gotha«  {."'•'' 


•So  wie  dnt  gerndlinige  Dreieck- In  den  Mitteipankten  ^ei-tM« 
nnd  umgesckriehenen  KretMs  und  in  den  DoriehBcknlttepimktea  der 
drei  Scbwefünmi  and  der  Mi  ildhen|ierp«iidUicl  inerkwttniige 


-4  i 


Google 
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Pnokie  iarbietei,  so  I«smd  sich  solche  auch  bei  dem  g^radJinigcii 
Vierecke  auffinden;  nnr  mit  den  Unleraebiqde»  daee  d«i  letnle|« 
iuier  Tier  Punkte  einer  und  derselben  Galtung  darbietet,  welche 
nsnaaen  ein  ubgeleitetcs  Viereck  iiHden.  das  dem  rrvioreck 
anf  bestimmte  Weise  verwandt  ist.  In  dem  Folgeodeu  solleo  einige 
dieser  abgeleiteten  Vierecke  näher  untersucht  werden,  wobei  ich 
mich  g'enau  derselben  HczeicliniinG;-  bfiUpnen  will  .  weirbe  irb  in 
meioer  Abbaiidliing  ,,uber  die  trigonometrischen  tlclutiunen  «Irs  ^-e- 
radlini^en  Viereckes''  (Arrb.  Tbl.  II.  Heft3.  S.  225)  gebraucht  habe. 
[in  wo  ich  Formeln  uuß  dieser  Abliatidluug  citiren  mus8,  soll  dies 
der  Kürze  halber  immer  durch  das  Wort  „Relationen'^'  geschehen. 

I.  < 

Ich  betfHcbte  zuerst  da&  V  iereck,  welches  vou  den  Mit- 
telpunkten djer  den  Hauptdreiecken  T^T^T^T^  um|;e- 
lelirieiienjen  Kreise  gebildet  wii'd(Taf.I.Fig;  11.),  und  nennediese 
Mittelpunkte  mit  denr  Zägm  «ler  zugehörigen  Jh«lecke  1»  2,  3,  4« 
ISs  leuchtet  sofort  ein«  dasa  im  Vierecke  1234  der  Winkel 

L  132=  180»  — («/^.)     £274=  C 
£  142=  180*»  —  (a,6)  u.  a.  w. 

sein  nuss.  Hiemacl  *  verwandeln  sich  die  Winkelgrössen ,  welche* 
in  Urrierecke  durch  ijftp'ip'*  bezeichnet  werden,  sind ,  fiir  das  abge- 
\sitete  Viereck  in  «)ie  •  Werthe -3e0<>  —  —tp'  und  —  d.  h. 
wenn  in  dem  Cnrierecke  die  Hanpteeke'C'  ausserhalb  des  nmABJ} 
bescknebenen  Kreises  Hegt,  was  immer  als  Nofmaltall  angenoiii- 
men  worden  ist;  so  liegt  im  abgfeleiteten  Vierecke  1234  die,  C 
entsprechende  Haupterko  1  innerhalb  des  um  die  drei  aaderea 
Bauptecken  234  beschriebenen  Kreises. 

Man  erbält  ferner  für  die  Seiten  des  abgeleiteten  Viereckea. 
^am  ieiciit  die  Werthe:        *   ■  .         '  . 


(U)aaias4«  (cot  (Ä,sr)--cot  (^cj  ) 

(24):=:;«  ±=:\a,(cot  (U)  — Cot 

(14)  =  bi=i<^  (cot  (^^j<r)  — pot  (ac^)  )' 

,l23>:pb't=4^iM(if^)--cot  («,cj)| 
.  . ,  (34)£si  e,  =4«^  (cot  («a»i)+cot  im^h)  ) 

'   •  .  c  =ic,(cot  iflö)  -l-cot  («i^J-J), 

Hm  ut  nach  ,,Relat.  Nr.  50.«' 

cot  (^,c)^cot  (d«,)=^^^^  3      ^i^-y  - 

sin  bb^cc^ 


2. 


♦  • 


sin  (bc^)  sio  iß^c)  '  bb^cc^ 


i 
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Macht  man  ähnltdte  \'erwani!lunir(  y  dir  die  übrigea  Ausdrücke  in 
Nr.  2.  ond  fuhrt  zur  Ahkürzuu^*  die  Cuostuote 

«m»  80  erhält  Wkh  für  die  Seiten  des  «bgeleiteteii  Vierecke«: 

«=.„.i/g  .=*..l/g  <=^,V^i 

«.«*-v^         ^"-^u  ' 

oad  hieraus  sogleich: 

Man  bezeichne  ferner  die  Fllirlj^nräunic,  welche  im  Urvierecke  durch 
die  Buchstaben  FF'F"  T/r,T,  T^l^  ^  angedeutet  worden  smd 
(Relat.  Nr.  14.,  18.,  50.  und  69.)^  für  das  abg^elcitete  Viereck  durch 
die  eatsprecbendeo  deutschen  Buchstaben  H'i"  and 

Dennneb  «tehen  sttmatliebe  Flftebenrännie.  des  Ür*  und 
abgeleiteten  Viereckes  in  constantem  Verhältnisse  und 

der  Exponent  des  letzteren  ist  die  Grösse  Es  bleibt 
nun  nocli  übrig  dicjpnisren  (ürösspn  tai  untersuchen,  welche  den 
uß^  des  IJrviereckes  ents^re(  In  n  und  die  wir  für  das  aba^e- 
leitete  durch  ^.tat,  ^xßiYi  bezeichuea  wollen,  kb  bemerke,  dass 
nncb  „Reist.  Nr.  82.''  folgende  Gleiebnngen  bestehen: 

r.^T^'-H», •  7\«r,«-|-2«s,  T,  T^T.r^  eot 


r, » r,      »r, » r«»  4-  2^^.  t,   t,    cos  ^] 

Werden  dnber  in  die  Gleicbangen 

die  ertorderlicheu  Werthe  ans  Nr.  4;  ,0eMtxt^  llttd  MU  Nr«  7,  ge« 
hörig  substituirt,  sa  findet  man: 


87 

■ 

♦ 

Eben  so  üodet  mau  au&  den  Gleicbun^eo: 

8.  8.  w.  die  dien  vorigen' gBoi  entsprechendeo  Werth«; 

Es^ehen  daher  die.  ^ug^ordpeten  Seiteo  des  Urvier» 
ecKs  in  die  doppelten  Verbiodungelinien  der  Mittel* 
poKte  je  zweier  Gegepeeiten  d«8  abgeleiteten  Vier- 
eckes über,  und  ehen  so  gelicn  die  flop|ielteri  V^erbin- 
dungslinieti  der  Mittel  punkte  jp  zweier  CTi'Cfeüseiten  des 
(Jrviereckes  io  die  zugeordneten  Seiten  des  abgeleite- 
ten ViereclfLes  über^  Die  Verbindung  von  Nr.  8.  ^nd  9«  giebt: 

wodorcb  die  io  Nr.  6.  gefundenen  Hclationen  eine  TH  ue  r>u(  ite- 
ruDg  erhalten.  Die  eben  erwähnte  Beziehung  zwischen  den  zuge^ 
ordneten  Seiten  und  den  Mittellinieo  beider  Vierecke  gilt  uninittel« 
bar  auch  \oü  den  Winkeln,  die  diese  Linien  unter  sich  bilden. 
Ufteh  „Q.elat.  Nr.         hnt  man  dte  Gleichungen : 


Ih 

-  FF^F' 

/aß  eos  {aß)  = 

I 

ßr  cos  0?/)  ==^  '*  'LifFF'^ 

ond  imeh  „RelÄt.-Nr;-8;*'         ^«»Äsd,^,  cos'f^,,)  n.  e:  w.  Be- 
zeichnen nun  («,/?,)  («1^1)  {P%Yi)  »iMl  (t,,)  (b,,)  (b,,)  dieeeltm 
WiDkelji^össen  im  abgeleiteten  VievBck«  welche  («^)  (^i«)  1* 
itt  DirvMreek  andeuteii,  eo  findet  mo  äsbald: 

cos  (b,,)=H-eof  (a/9),  cos  (a,/?,)=+cos  (<Ji»)V 

cos  (b,,)  —  —  cos  (oly)^  cos  (aj^  j  =  —  cos  (cJ,,)>  \% 

GOB  (^,|)=  ^cos  coa  O?!;',)  =  —  cos  (d,,)J 

«mta»  d».k«lae  4;Mr  WiidtelgrSweB.lSO»  fibenteigen  ilie 
«Icidnwgeiir  ^  - 

.      (b,,)=:(a/?),  =  (<f,,)  J 

(b.,)  =  180'>-(art,  (a,r.)=180'^--(J.,)  13. 


t 
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4. 


Macht  man  cähnliche  Verwaudlung'eu  für  die  übrigen  Ausdrü«?. 
Nr.  2.  und  führt  zur  Ahkürztiug  die  Coostante 

^j-7p====  (3) 
ein,  so  erhält  man  für  die  Seiten  des  abgeleiteten  Viereckes r 

a,=:>t«l/5^   \,=kl\/^  C,=>t^l/ZS 
und  hieraus  sogleich:  '  ■  '  * 

cc,  =^».ccj     T,T^  iT,T^  —  zc  :  c»«?J 

Man  bezeichne  ferner  die  Fläclienräume,  welche  im  ürvierecke  «!• 
die  Buchataben  FF'F"  T,T^T,T^^  E  angedeutet  wordn  :'.if 
(Relat.  Nr.  14.,  18.,  50.  und  69.),  für  das  ubffeleitete  Viereck  dl 
die  entsprechenden  deutschen  Buchstaben  XiSaSi'ii  ^ 

so  ist: 


(S'  =  — >fc*iE;» 


2:.= 


6. 


Demnach  stehen  sämmtliche  Flächenräume  des  I 
abgeleiteten  Viereckes  in  constantem  Verhältni* 
der  Exponent  des  letzteren  ist  die  Grösse  k"^. 
nun  noch  übrig  diejenigen  Grössen  zu  untersuchen,  w 

VL^Y  ürviereckes  entsprechen  und  die  wir  fiii 
leitete  durch  bib^b,  a,/9,;^,  bezeichnen  wollen.  Ich  b(\ 
nach  ,, Relat.  Nr.  82.^^  jfolgende  Gleichungen  bestehen : 

F'^ß^  =a^T^^T^ ^-h« , »     » T, » -1- 2a<^ ,  T,  7 
F^F'-^Y^=a^T^^T^'^'^a,^T^^T^^  --laa,  T, 

Werden  daher  in  die  Gleichungen 

b,  ^  =  b«  ^-  b, »  —  äbbi-oMi  • 
b,*  =  c»  -^f,»  —  2cc,  co^ 
b,=*  =  a' -ha,*  — 2aa, 

die  erforderlichen  Werthe  aus  Nr.  4.  ges'  i 
hörig  substituirt,  so  findet  man: 
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« 

fotgeo,  80  doMbiMaeh  d(e''aaffoorda#t6ii  Wiviftol  dos  einen 
Viereckes  die  Winkel  der  ]Iittel4inloii.:dea. anderen  Vier«* 

eekes  geben. 

So  aus  dem  lirvierecke  das  Viereck  1234  aby^cleitet  wurde; 
so  kann  inan  aus  letzterem  wieder  ein  zweites  Viereck  erhalten, 
aus  diesem  eia  drittes,  uud  äutort,  indeiu  uiua  immertort  die  Mittel- 
punkte der  je  drei  Hav^tecken  noiffesi^hdebe^eii  Krßise.  pirnnt  ;  Be*  . 
seichnct  man  in  dem  Vierecke  zweiten  Ranges  dte  einreiben  Lililen ' 
und  Fläclien  mit  denselben  deatsclien  Buebstabea»  welche  für  daa 
Viereck  1234  gebraucht  wordrtj  sind,  setzt  ilmen  jedocb  znr  Unter- 
scheidung; eine  (2)  über,  so  ist,  da  die  Coustante 


wird,  %lso  für  alle  abgeleiteten  Vierecke  ^unTeränderlicb  ist,  ^ 


(«) 

a 


d.  h.  die  Seiten  des  abgeleiteten  zweiten  Viereckes  sind  denen  den 
Urviereckes  gleich  prouortionirt.  üa  nun  zugleich  auch  die  Win** 
kel  der  ersteren  ^en  Winkeln  des  letzteren  wieder --gle^cl^  sind,  so 
folgt:  dass  alle  abgeleiteten  Viereckf  von  germdem  In- 
^dex  einander  und  demUrvibrecke  ähnlrck  smd»  ilnd  dasa 
die  homologen  Seiten  und  Flächen  je  zweier  ^Umittel« 
bar  auf  einander  folgender  sich  beziebun ^psweife  wie 
die  Constanteu  /s^  uud  A:*  verhalten.  *  *  .  •      «  . 

Geht  man  vom  zweiten  abgeleileten  Viereck  zum  dritten  über, 
so  findet  man  ganz  auf  gleiche  Weise,  dass  die^eiten  des  letzte- 
ren denen  des  ersten  Visrecks  gleich  prouortiobirfc  sind;  nad  da 
ttberdiess  beide  Figuren  dieselben  Winkel  haben; 'ko  sind  auch 
alle  abgeleiteten  Vierecke  von  ungerader  Indexzahl 
einander  ähnlich  und  die  homologen  Seiten  und  Flächen 
je  zweier  unmittelbar  aut  eioaiider  folgetiden  verhalten 
sich  respective  wie  die  Constuntea^^  und  k^» 

Was  endlieh  die  Halbmesser  der  den  Dreiecken  T^T^T^T^ 
umgeschriebenen  Kreise  anlangt j  die  in  ^tyrecbeader  Weise  mit 
H^R-^R^H^  bezeichnet  werden  mögen,  so  ist  es  leicht  allerhand 
Relationen  zwischen  ihnen  und  dan^s|aad$beften  :dea  Ur,fiarf«kea 
her;iuleiteu.    Man  erhält  z.  B.  i  '  i :  i  • 

'  K,R,-  R,R^        sin  A    H^R^  —R^R^       sin  C 

oder      .  ,  .  i\.  ,  .  j   ■ '  ,ti  '1  * 

indessen  bieten  sie  keineu  Aufdruck  dar,  der  sich  besonders  aus- 
zeichnete^ und- so  mögeu  sie  für  jetzt  übeigaugeu  werden. 


cet^V^  col>4(€^^),  ^^  =  ca^|V=cot^«S4-u#)' 
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Icli  MnMÜiti  sweltoiii  da^  Vhmtk,  w«lehei  ran  den  Dnrcb* 
sehnittfpankteo  der  Perpendikel  gebildet  wird,  die  ninn 
ins  den  Mittelpunkten  der' Yierecksseiten  aof  ihre  Ge- 
genseiten fällt.  NiiDuit  mriTi  zuerst  die  vier  Perpendikel  in  dem 
einfachen  Viererkc  ABCiyA  erster  Form  (Taf.  I.  Fig.  12.)  uth}  nennt 
deren  Durchschuittspunkte  1,  ^,  Ji,  4,  5,  6,  so  bilden  die  letütereo 
ein  vollständiges  Viereck,  dessen  Winkel  genau  Uieä^elbeu  Werthe 
kaben,  weicke  in  Nr.  1,  lilr  die  Winkel  dce  in  I.  krtmekteiien  Tlei^ 
eckes  gefunden  wurden.* 

'  Berner  int,  wenn  nan  die  Hdüdinieji  FBvs^  QMzbr^^  nnd 
/"C?  3s  ACsB  lieku 

#tsas|^,  cet  (atC,),  /^e=i^,  cot  («c)   .  -  \  \  \  \ 
■  '©1  =  ^«  cot  <73=:|<sr  cot  (ÄgC) 

/ri  :;=iÄ  C9t  (ucj.   i^4==;^  cot  («,C)  ' 

Dies  giebt  für  die  Seiten  dee  abgeleiteten  Viereekeer    *  ■ 

(24)=±s4#^(«tet  (Ä,c,)^Cöt(*c)  )  ^ 
^13)  =  ^flt  (cot  f^c,)  —  cot(/^iC))  ,  - 
.  (23)=:      (cot  (flr,<r,)^cot  {ac)  ) 

und  lär  dessen  Diagennlen  die-Wertkes- 

(12)  =  {c,(cot  {a6)  -h cot  {a,b,)) 

{U)  =  \c  (cot  («Ä,)-|-cot  {p^b)  )/  ^ 

Die  beiden  letzfon  (>leicbungen  zeigen,  dass  die  von  dem  Mif  fei- 
punkte jeder  Diagonale  des  einfachen  Viereckes  ABCD  auf  die 
andere  Diaff^naie  gefällte  Senkrechte  durch  zwei  Gegeneckeu  des 
Viereckes  1234  hindurchgehen  und  daher  eine  Diagonale  des  Letz- 
teren bilden  moss.  Eft  ffilden  däftelr  die  s««ks  Perpendikel» 
welche  TOS  den  Mitleipnnkten  der  neck'd  S»eiten-de8  Tja|j(> 
ständigen  Urviereckes  anf.die  GegcnseiteD  gefällt,  weijf- 
den,  wiederum  ein  einaigei.abgeleit^etiea  VieM^^  ifsM 
secbs  Seiten. 

'      Zweitens  aber  ergieht  sich  aud  der  Vergleicbung  der  vorstehen- 
den Ansdriicke  mit  denen  in  Kr.  2.  gefandenen,  dass  die  Seiten 
'  des  bier  betracbtetdn  abgeleiteten'Viereckes  den  Seiten  des  in  %•  I. 

untersuchten  vollsti^Ddig  und  in  gleicher  Aufeinanderfolge  gleick 
sind.  Demnach  ist  das  hier  betrachtete  Viereck  dem  des 
}.  1.  0  0  ug^nient,  und  je  zwei  homologe  Seiten  beider  Fi- 
guren .sind  eio^ander  parallel;  ein  Satz  der  sich  auch  sehr 
leicht  aut  synthetische^  Wege  bewei^n  .läßft.  Auch  ist  auf  der 
Stelle  klar,  dass  die  Gerad^e,  weUhe  Ir^^önd  sWei  komo- 
lo|[e  Bcken  beiifer  Viereck«!  verbindet,  dureb  den  ge- 
meinschaftlichen Durchscbnittspaokt  der  drei  Mittel- 
linien  des  Urviereckes  hindnrebgeken»  ond  VOtt 

demselben  halbirt  werden  mnss. 

Ist  das  ürviereck  ein  ii»ebnenviereek,  so  verwandelt  sich  da^ 


m 

abgt'lo'ttete  Viereck  des  §.  I.  in  einen  Punkt,  nämlich  den  Mittel, 
punkt  des  umgeschriebenen  Kreises.  Daraus  folg^t  dann  sog^lcich 
,aer  ioteressaote  Hätz:  ,,daää  in  jedem  S c h  o co  viere c k  e  die 
sechs  Perpendikel  ans  den  ilittel|»un kten  der  seciks  8ei* 
tan  ftiif  ihre  Gegenseiteo  sich  in  eiaev  und  demselheo 
Punkte  schneiden,  welcher  mit  den  Centmm  des  noige- 
schriehenen  Kreises  uod  dem  Durehschnittspunkte  der 
drei  Mittellinien  des  Viereckes  in  einer  ond  dersetlien 
Geraden  liegt,  die  von  den  leixteren  Pnnkte  gen»v  haU 
bist  vird«  , 

III.  • 

Bin  drittes  Vietedc,  .welches  mit  den  hereits  nntersnchteo  eng 

znsammenttänp^t,  entsteht  durch  die  Darcfasrhinttspankte  der 
Höhenperpeudi ket  in  jedem  der  vier  Hauptdreiecke 
T.T.T.T*,  (Tat.  I.  Fig.  13.)  Zieht  man  dif>  Gerade  Ä'l  ||  ^D, 
so  wird  /f3=  -I- flTj   sin  vif  =: //(cot  —  cot  (6c^j) 

-f-iZj  sin  Dies  ^ebt  durch  8ubätilutiuQ  nun  i\r.  2.  die  Glei- 
chung iSC3  =  «,  sin  4,  mithin  (13)«  =  (Ä'3)»  -i-  »  cos  ^J, 
Macht  flinn  fllr  die  ftbrlgen  Selten  des  neuen  Tiereckes  ähnliche 

I,  0m  ergieht  sieh: 


(24)  *  =  a»  -f. 4a*  —'4a  «   bin  ^ 

(13)  '=a,»-4-4ai»-4-4a,a,  sie  Ji 

(25)  »s^>  +4h*         ^   M  m 

(14)  -=5Ä.»-h4b,»-h4b,Ä,  sin  ßi 

(12)»  =  c*  ^4c»   —  4c  c  sin 

(34)»s5if,»-H4c,»+4c,4?,  sin  C/, 

Diese  AnsdrücEe  lassen  eher  nach  eine  he^eitoiswerthe  Umfar« 
n^ng  an«   £a  ist  nämlich  nach  ,^elat.  Nr.  95/' 

r4 — •»  T,  7*^= "i^  1 

«od  mit  H8lfe  dieser  Oleiehflngen  nnd  der  Ausdrieka  Nr.  4.  ver- 
wandeln sich  die  In'  Bir.  16.  ausammengestellten  Werthe  der  «inäeU 
iien  Tiefeclnselfea  fn  nachfolgende': 

(14)«  =  b.',2i±2*!_^^.j 


18. 
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Mittelst  dieser,  in  der  Thal  ächr  eiat'ucben,  Ansdrücke  kann  ouo 
jeder  andere  zu  dem  neuen  Vierecke  gehörige  Werth  leicht  gefba- 
den  werden.  NeoBt  mtm  s.  B.  die  doppelte«  ?eri>i&diiB|[^lioieB  der 
Mittelpunkte  der  Seiten  (24)  «od  (l^)«  l<VDer  (2S)  und  (14)  md 
eDdlich  (12)  und  (34)  be^iehnBgeweiee  Vs>»>  ^  ^  weil  atete 


beBiehuBgiweiae 

(<Ui  —  a««,)  sin  ^  =  (b^'-l>|^,)  si»  ^=s(cc  — C|Cj  sin 
•ein  ainss, 

».•=4(1+8*')  ^a»-i».»»=*.-<-^  -  *-f , 


Hezeicbnet  man  ferner  die  zu  t^f^f^  gehörigen  charakteristiscbeu 
Winkel  des  neuen  Viereckes  beziehungsweise  mit  A'B'C\  so  ist: 

l,'s=4(24)  (13)  coi.^':^4(l4'^')  0»reos  A\ 

f,*s4(23)  (U)  coff  ^=4(1 -^4&»)       cei  iT)  2a. 

#,»—#,»  =  4(12)  (34)  €09  C»=5s4(l  +  4^»)        cos  Ci 

h  ur  die  von  je  xwei  leiten  ties  abgeleiteten  Viereckes  eingescblos» 
•  aenen  WiBkei  ergeboB  eich  die  Wcrilie:  ' 

2(24) (23) coa (324) s=^47, {cot (mA)  H-2(l-|-2^*) cot («.^,)| 

2(14)  (13)  cos  (314)  ==—  4r,tcot  (»i<J»)4-^(l4-2^»)  cot  {aö]\ 
2(^)  (14)  cos  (2lt )  ss-^  47,  f  eol  (o»,)  +2(l-fM»)  cot  («,  6)\ 


21. 


203) (13) cos (231)  =  —       jcot (a^6)  -f-2(l+2X:>) cot (aö,)\ 

Auf  einem  aBdereo  aUerdiBgs  «ieinUch  iveitlitaifigeB  Wege  liBdet 
BBo  aach: 


«  « 
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woraus  sieb  ziemlich  einfache  Formelo  für  die  f  lächeDiobalie  der 
yier  Hanptdreiecke  des  Viereekei  1234  ableiten  lassen.  Es  bat  In- 
dessen kein  grosses  Interesse,  diese  üntersncbung  weiter  fortan« 
aetsen»  und  ieh  beschränke  mich  daher  darauf,  noch  zu  erwähnen, 
dass  wenn  das  Urviereck  ein  SehnanTiereek  wird^  alsdann  nach 
Nr.  10.  und  2L  auch 

(24)  =  a    (23)  =  * 

<  - 
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werden  muss.  Co nstruirt  man  daher  in  eioeni  Sehnenvier* 
ecke  die  Dnrcbscbnittspiinkte  der  Mlieiiperpendikel  in 
den  ?ier.  Ilttiipl.dv«i<ickeii«  .bilden  *  diete  die  BekeD 
eines  den  lUrvierick«.  congrueaten  Viereckes«.  Wolke  mtm 
noch  weiter  geben .  ippd.  «sch  ooeb  die  gegenseitige  L^ige  4cr  gleU 
chen  Seiten  erörtern,  so  müsstc  man  in  aem  allgemeioen  Vierecke 
l'2^\  die  Verbindungslinien  jrdps  Kckpunktes  des  letzteren  mit  der 
eoisprcchcnden  Ecke  des  Urviereckes  suc(ien.  Man  erliüUJuf  die«^ 
Geraden  sebr  elegante  Werike,  wie  z.  B.  '      n .»  , 


 X—  »— 


23. 


■nd  findet  dadareh»  dais  im  Sebnenvlereeke  mid  dem  Ana 
ib»  abgeleiteten  Tierecke  die  bonologen  Sielten  ancb 
oocb  parailei  sind;  so  dass  also  die  Ecken  des  einen 
Ton  beiden  Vierecken  immer  ancb  die  l>nrebschnitts* 
punkte  der  Höhenperpendikel  i«  den  tier  Hanptdrei> 
ecken  des  anderen  sind  *)• 


Deber  die  perspeetivtechen  Lagen  eines  Strali- 

lenbüschels  auf  einer  projecüvischen  Geraden. 

.  Von 

-4   *  _ 

^    ...  Herrn  Göpel 


1.  Wenn  ein  Strahleübüschel  aj  Cj  d  von  einer  beliebigen 
Geraden  gescbnitten  wird,  sfi  findet  bekanntlicb  xwischen  den  Ab- 

*)  Von  den  hier  erörterten  Sätzen ,  insofern  sie  sich  auf  ein  Viereck  'be- 
liehen, das  kein  Selmenviere^k  niSäite  wohl  kein  einziger  bekannt 
sein.  Die  durch  specielle  Anwendung  auf  das  Sehnenvier^ck  daraus 
abgp1cit(»ten  Theoreme  sind  bereits  bekannt,  und  linden  sich  ium  Tbeil 
bei  Puissanc  und  in  Crelle's  Journal,  von  wo  aus  sif;  in  die  Anhänge 
nr  deutschen  Uebersetzung  der  Tan  Swinden'schen  Geometrie  uberge- 
Ipngen  sind.  Eine  voilsflndige  Znasounenstellung  aller  dieser  Sätze 
über  des  Selmenviereck,  mit  eie^antsn'^syntbetiscben  Beweisen,  enthält 
Knnses  Lebrbucb  der  Geenscne.  '  •i*«  '^f. 
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b 

itilodeii  der  bezieUicbtt  DsreltscbDittspuiikte  a,  b,  b  daMelbe 
Diipi»el?erhältniss  statt,  wie  zwiscbeD  den  Sia««  der  eBtsprecbeo- 
den  Wiokel  des  «trableiibiMbel%  ntelicb 

'  ab    ob       sin  ab    sin  «(f 


k   b(  ~  sin  ^  '  «B  Ar' 

Umgekebrt,  findet  zwiscben  den  vier  Punkten  a,  b»  C,  t  eioer 
Geraden  und  sfrieeben  vier  Siraüleo  cIm  SrnblenMtoebels  «r,  ^, 
4^  eine  GieicbMt  der  öbirai  D«p^l?erbaitniM6  etott,  a«  lisnn 
MB  da»  lltrabfeab99cbel  aad  die  Gerade  ae  legen,  dess  dk»  Punkte 
n,  b,  C,  b  aof  den  nnti|irecbeDden  Strahfen  liegen»  «i  k  dann  Mde 
€lebll<fe  sich  m  perepecti»iacber  Lage  befinden. 

Da  nun 

,bc*bc  —  •b'cn'^be'ba  3^flb 

iir^  kann  jedm.dleier  DoppelverbtftniiM  den  bbifran  VerhSlt- 
niiae  awieebea  den  Sinns  gleich  getetst  werden,  nnd  ea  ergiebt 
aM  dann»  data  die  Pnnltto 


nicht  mir  de^  Strahlea 
•ondern.  aneb  denen 


a,  b,  c,  & 
1)  ar»     €?,  d 


2)  c  • 

Z)  e,  b 
4}      €^  b,  a 

entspreclieud  gedacht  und  mitliia  üuch  beide  Gebilde  auf  diese  vier- 
fache Art  in  perspectiTiscbe  Lage  gebrncbt  werden  binnen* 

Sind  überdies  die  Stfablea  den  Btiicbels  nnd  daher  nucb  die 

Punkte  der  Geraden 'barjnoniscb,  d.  b.  ist  tt:  ^=1:  ,  .  '  V  • 
SO  bat  nan  auch  noch 

ab   ab  I 
bc'bc'^*  — 

flb  ob  ba  bc  cb  et)  hc  ha 
bc  *  bc     ab  *  <b     b«  *  ba      cb  *  ab' 

Vergleicht  man  die^e  vier  DopuelTerblUlaiase^  wieder  ait  dem  der 
Sinfiü  ao  findfft  eicbt  dann  tfe  PynMe 

■  «,  b,  c,  b 

ancb  den  Strakien 

.    ,  6)  </,  flr, 

.     ^»  ^*  # 

entsprechend  genommen  werden .  k»anaa  und  dnss       ia  .fUm  be« 
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soodern  Falle  tod  hnrmoiiiaeb«ii''€eMkle»  dne  «cbtiMhe  periineti» 

mcbe  l>agfe  möglich  wird. 

Insofern  aber  bei  einer  jeden  der  angeführten  Combinatiooen 
der  Mittel(tunkt  des  StraMeDhüscIielä  sowohl  diesseits  als  (nymm^ 
tri«;ch)  jenseits  der  Geraden  liegen  kann,  so  wird  sich  die  Anzahl 
der  möglichen  Lagen  verdoppeln  und  im  Allgemeinen  8,  aber  im  - 
Falle  von  liaruioniscben  Gebilden  16  sein.  Bezeichnet  mau  die  ver- 
scbiedeueu  Uerter .  des  Mittelpunkts  des  perspectivischeo  Strahlen-? 
tekela»  die  oiNf kalk  der  GerwItB  kefindUek  aind,  de«  «ufgestell- 


,  toaScktMa  fKims.  nil  1«  IK,  3,  4i  (5,  ^,  7,  8),  and  die  eptmr^ 
I  dieedea  unterhalb  der  Geraden  l\  2,\  3\  A\  (5;  Z  W},,  ea 
lehrt  der  Anblick  jenes  Schemas  sogleich,  weleker  IVinkel  dea 
I  Strshleabüsehels  auf  irgend  einem  Abschnitte  der  gegebenen  Gera- 
den lipi  irgend  einer  der  perspectiviscben  Lagen  steht«  So  z.  B. 
steht  auf  ac  bei  der  Lage  1)  der  Winkel  «rc,  aber  bei  der  Lage  3) 
der  Winkel  ac'.  d.  h.  der  Nebenwinkel  jenes  Winkels  ac,  weil  io 
diesem  Fiille  zwischen  den  Strahlen  a  und  c  der  Strahl  liegt, 
während  iui  erstea  1  alle  der  Strahl  6  dazwischen  liegt.  Dasselbe 
ffiit  für  die  La^e  3') ,  nnr  das»  hier  der  Winkel  nnterbalk  der 
bcrtdeo  nnd  desahalb  der  Winkel  ae  oberbalb  der  C^raden  nnf  üt 
steht. 

2.   Denkt  man  alcli  ni^o  die  Gerade  in  der  l^bene  festlic^endi 

>o  darf  olfenbar  nur  einer  jener  'Mittelpunkte  1^  2,  u.  s.  w.  gege- 
ben sein,  und  CS  wird  dadurrh  auch  das  Strahlenbüschel  und  dem» 
Dachst  auch  alle  übrigen  Mittelpunkte  bestimmt  sein.  Es  kann  also 
gefragt  werden  i  in  welcher  Beziehung  diese  8  (oder  16)  .'llitteU 
^okte  zu  einander  stehen,  und  wie  aus  einem  von  ihnen  alle  übrt- 
II  durch  eine  einfache  Coustruction  zu  finden  sind.  (S.  Steiner's' 


viekelnng  der  Abhängigkeit  o«  a«  nT.  Aabang).'  IH^ 
gcf^Bwärtige  Aabandhiog  eoll  diese  Frage  beantworten. 

3.  Es  werde  fürs  erste  ein  beliebiges  Strahlenbüschel  be- 
trachtet. Der  Anblick  des  Schemas  zeigt  ohne  weiteres,  dass  in 
den  Mittelpunkten  1  und  2  der  Winkel  auf  ab  steht.  iKölglich 
legen  die  Punkte  a,  b,  2  in  einem  Kreise.  Dasselbe  gilt  von 
^EQ  Punkten  c,  b,  1,  2,  weil  dem  Schema  zufolpre  iti  den  Mittel- 
punkten 1  und  2  der  Winkel  cd  auf  ib  steht.  Zieht  aiaa  die  ge- 
oeiastbaftliche  Sehne  12  dieser  beiden  Kreise  (Taf.  IL  Flg.  1.)  bis 
in  ihrem  Durchschuittspuni^e  f  mit  der  Geraden  aC),  so  ist  die 
Potem  dea  eraten  Kreises  in  Bezug  auf  f: 


fl  .  f^sofa  vfb;- 
ud  die  des  sweMNi  Krefedf »  ' 

-    •        fa.fb  =  ft,ft>. 


^  fmia  f  «ho,  «delMm  din  Qmde  It  die  Genidn  db  wAnm^ 
^,  ist  Vir  dotfcb  die  Puakte  k,  b.  btstiiiDit  ..and  nnabli&ngig 
^  <fen  Winkeln  des  Strahl enbüscheb.  ^ 
F^ben  so  liegen  die  Pmikt  b,  3,  4  und  t,  3,  4  in  Kreisen, 
^«ren  gcmeinsckafkliche  Sehne  3*  die  €lnr»de  ab  in  «ineui  Pttnkm 
1  *eli«eideB~  wird^  lür  «eioken   
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f3.f4=5fc,ft; 

f«lglieli 

'  '  •   •      '    fa.fb  =  fc.fb  '  '  • 

"    •*  •    .  . 

ist,  uDd  der  dalier  nit  dedi  Pnnl^te  f  sniBUfliQttftllt,  4i  boMe  ittli«f^ 
halb  b  und  c  liecrf^n. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  crgiebt  sicli,  dass  (wegen  der  Kreise 
(iM4.  bcl4;  nb23,  bc2:))  dit^  Geraden  14  und  23  sicli  aut  der  Gera*  ^ 
deu       io  emeai  Punkte  ^  trelTcD,  für  welchen    *         •  > 

=  :"      -gl. 04=02. '  l  ' 

W»  ;UDd  der  eWao  Wie  f  oür  durcfa  die  Pbukte  '«^     e,  4  ^ 
af  imni  iat 

Aus  dem  Obigen  folgt  nun  nuraittelbar,  dass  die  Mittel- 
unkte  1,  2,  3,  4  auf  cioeni  Kreise  liegen,  dessen  Puteuz  in 
ezug  auf  f  erleich  fa  .  fb  =•  fc  .  fb.  und  in  Bezuej"  auf  a,  erleich 
0a  .  0b  =  i)b  .  K}i  iät,  UD(1  desseu  Mittelpunkt  deshalb  »eukreciit  über  ^ 
«iaem  bestimmteB  Pnolite  e  der  («erade»  ab  Hegt.  Dieser  Paukt  e 
Cfliält  seine  Bestimmung  dadurch,  dass  die  Pateai  ^des  Kreises  in 
Veini^  aaf  f  gleich  fe .  fg,  folglich  ia  Besag  äaf  0  glefdi  gC.  df 
pnd  m  Bezug  auf  e  !xl<*ich  cf , 

4.  Die  angefUhrtcu  Ueziehungm  der  Punkte  e,  f,  0  ergcltcn 
auch  noch  andere  Bestimmungen  derselben.  Keschreibt  man  näinlich 
über  und  bb  als  Durchmessern  zwei  Kreise,  die  sich  in  o  schnei* 
dea> 'sa  ist  ofteabair  wegen  0a  .  0b  =  0b  .  0C  der  Punkt  0  ihr  äuäae- 
rer  Aehnlichkcitspunkt,  und  der  Punkt  f  wegen  fa  .  fb  ==fc.  fb'  Iht 
faa'eref  .Aabnlichkeitspunkt.  Folglich  gebt  der  Kreis  über  f0  als 
Dnirchmesser  ebenfalls  durrli  c  (or  hwt  mit  den  Kreisea  öbelr  dC  und' 
bb'cineTgeffleiiiscihatUiclie  PotcozUnie);  und  es  ist  ' 

Da  fiun  die  JPotens  4ai.  Kreiapa  1234  fa .  fb  =  fr .  fo  ist,  9q  f^Igt.  \ 

-  ;fe.f0i=fovf4i  ■  • 

mithin  ist  ec  senkrecht  auf  ab  oder  c  liegt  auf  der  gemeinschaftlichen 
Sehne  der  Kreise  über  ac  und  |)^:-  Deshalb  hat  man  endlich  noch 

welche  Bestimmung  des  Pui^ktcs  e  deu  obigen  für  die  Punkte  f  und 
g  ihnlicb  Ist.  Auch  bat  sieh  ergehen,  dass  di^  Patens  des  Rret- 
868  1234  la  Besu^  auf  die  Puakte  e,  f,  0  beziehlich  eo  .  eo^  fd  .  f^y 
go .  00  ist,  so  wie  sie  übarbalipt  för  ikgaad  eiaea  Punkt  p  der 
ueraden  nb  gleich      .      sein  wird. 

'  5*  Leber  die  in  3.  entwickelten  T>n£^enbeziehungeo  Hesse  sicbf 
Secii  viel  Uinaelnes  bemerken.  Zieht  man  z.  B.  irgend  einen  Kreia 
1234,  den  angegebenen  Bedingungen  efatspreehend,  und  legt  man 
vatt'g  aua^die  Mdea  flWigentenf  an  daaaälbeli,f.ao  &llan  otebar 
,  dia «Punkt»  1  and  4  in  &n  einen  Berübrun|^punkt  (14)  und^dia 
Punkte  2  und  3  in  den  andern  (23)  snsvMan»  va  gtldjjcagpl)  tfBia.c 
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INeser  Ffll  iwilet  stott,  weno  b  4ein  (Ubrigcat  taaer  ^}Mti?U 

scbeo)  StnUeBbüschcI  der  Winkel  /7^  =  cr/  Ist,  wie  d«s 

Schema  zeigt.  Die  Puokte  (14)  und  (23),  für  welche  die  vier  M\U 
telpunkte  in  zwei  zusan mental len^  lipp^ea  daher  nuf  zwei  Kreisen, 
dereo  Mittelem nktp  k}  und  f,  und  dircn  Hatbiucsi^er  beziehlicb  go 
und  fo  sind.  Für  den  Durcbschuitt  o  dieser  beiden  Kreise  fallen 
alle  Tier  Mittelpunkte  in  dicBeD  einen  satamnen.  O.  ■.  w.  Ich  will 
■ich  aber  hei  4enH«)^^n  BetnchlmigeD ,  die  aas  dem  Geeagtea 
Ten  selbu  folgen,  nicht  aafbalten. 

0.'  Ans  der  Gestaltnnf  der  Figur  efbellet  nun  anchj  dass  die 
Punkte  1,  2,  3\  4';  1,  2',  3',  4  ebenfalls  in  Kreisen  liegen.  Wen- 
det  man  das  oben  befoigfe  Verfall ren  z.  B.  auf  die  Punkte  1,  2, 

^\  A'  nn,  so  fiudet  sich,  dass  drr  Mittelpunkt  dieses  Kreises  auf 
einer  im  Tunkte  0  Seukrechieü  Ii*  sct,  und  dass  die  Geraden  12,  3'4' 
sich  in  f,  dasregcu  liic  Geraden  13',  »4  sich  in  c  schneiden,  ü.  s.  w. 

7.  Ueuü  das  Gebilde  Cl,  b,  C,  b  nicht  mehr  ffeefebe»  ist,  so 
fallen  auch  alle  unter  3.  aufgestellten  bedtnguugeti  tur  den  Kreis 
1234  weg,  und  es  bleibt  unter  den  Punkten  1,  2,  3,  4  nur  die  Be- 
ibhuiig  übrig,  dass  sie  anf  eiuem  Kreise  liegen.  Es  können  desi« 
naeh  usigekehrt  vjer  beliabige  im  Kreise  liegende  Punkte  1,  2,  3,  4 
die  vief  Tcrschiedcnen  rangen  des  Mittelpunkt?  eines  Strahlen* 
büscbels  vorstellen  und  man  kann  aus  iboCD  ein  zugehöriges  Ge« 
bilde  a,  b,  C,  b  tulgeodenuuääeu  ableiten. 

Der  Durcbschoittspuukt  von  14  und  23  beisse  0,  der  von  12 
und  34  beisse  f.  Die  Senkreehfe  ans  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
1234  auf  bestimmt  auf  dieser  den  Punkt  e  und  anf  dem  über  f0 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  den  Punkt  o.  Nun  wähle 
man  auf  f^i  den  ersten  Punct  <i  beliebig;  bestimme  dann  mittelst 
den  recbteo  Winkels  aoc  den  Punkt  c  und  mittelst  der  Beziehung; 
gb  .  gc  =  ^o  .  00  den  Punkt  b;  der  rechte  Winkel  bob  bestimmt  dann 
den  Tierteo  Punkt  t.  Da  gh  ,qc  =  qo  ,  Qo  ist,  so  wird  auch  qcl  ,  0b 
mithin  ist  g  der  äussere  Aebniichkeitspunkt  der  Kreise 
über  ac  und  bb.  Da  endlich  gof  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  f 
der  innere  Aebniichkeitspunkt  und  folglich  fa  .  fb  =  fc .  fb  =  fo  .  fO; 
Die  Punkte  a,  b,  C,  b  haben  also  die  zufolge  3.  erforderliche  Lage 
in  Itezug  auf  e,  f,  und  folglich  werden  die  Strahleubüschel  la, 
Ib,  U,  15;  2b,  2o,  2b,  2c ;  u.  s.  w.  identisch  sein. 

H.  So  viel  über  das  allgemeine  Strahlenhüschel.  Ich  komme 
nun  zu  dem  Fall,  in  welchem  die  Gebilde  harmonisch  sind,  und 
uoeb  vier  andere  Mittelpunkte  5,  6,  7,  8  ezistiren. 

Fürs  Erste  ist  aus  der  zweiten  Hälfibe  des  Schemas  klar,  dasii 

diese  Mittelpunkte  dieselbe  Beziehung  zu  einander  haben,  als  die 

Mittelpunkte  1,  2.  3,  4.  Sie  werden  daher  in  einem  Kreise  liegen, 
der  mit  dem  Kreise  1234  die  (lorade  ab  xur  Linie  der  gleichen 
Potenzen  hat;  und  es  wird  58  und  ÜT  mit  14  und  23  in  fl  zusam- 
mentreÜeu  u.  s.  w.  Dass  aber  die  Kreise  1234  und  5i>78  zu- 
sammenfallen, soll  im  Folgenden  bewiesen  werden. 

Das  Schema  zeigt,  dass  die  Punkte  a,  1,  3',  5',  7  und  a,  C, 
1',  3,  5,  7  in  Kreisen,  liegen.  (Taf.  II.  Fig.  2.)  Diese  Kreise  sind 
einander  gleich  nnd  haben  nur  eine  symmetrisrhe  Lage  zu  ac.  Fer- 
ner geht  durch  die  Punlite  bbl3'57'  ein  Kreis,  der  also  oberhalb  ac 
den  ersten  in  I  nnd  den  zweiten  in  5  schneidet.  Man  verbinde' 
den  Punkt  l  mit  dem  Punkte  p,  Mitte  von  ac^  durch  eine  Gerade 
TlwUUI.  ^  7 
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pl,  die  den  Kreis  acl  357  oberhalb  nc  im  Punkte  m  und  den  Kreis 
bbi3'57'  zum  zweitenmale  im  Punkte  n  schneidet.   Dann  bat  man 

pl.pn  =  pb.|)i) 

als  Poteai  dei  KreiMs  (>bl^57'  in  Beiog  «tf  |»,  nnd 

)>1.1»m=siHi.)>a, 

weil  p  oß'eobar  der  innere  Aehnlichkeitspankt  der  beiden  Kreise  . 
über  ac  tat,  Nan  iat  aber,  weil  a,  b,  c,  b  liamonlaeh  aiiid^ 

.  pa  =  pb .  . 

falglich  auch     ,  ' 

Bs  fällt  daber  m  mit  tl  in  den  einen  Punkt  5  zcsammen,  in 
dem  sich  die  beiden  Kreise  acl'357'  und  bbl3'57'  schneiden;  die 
Punkte  p»  1)  5  .liegen  auf  einer  Geraden  nnd  ea  iat 

Dieir  letiie  Produkt  iat  aber  die  Potent  des  Kfuises  12M  in  Bcsuar 

auf  p;  folglich  liegt  der  Punkt  &  ouf  idiesem  Kreise  nui 
daher  aucb  die  Punkte  d,  7»  8.  • 

Auf  di^'s'pllje  Art  ülierzeugt  man  sieb  (»m  kfirzesten  durch  «je- 
börige  Vertuuschung  der  Hiichstubea  des  Schctnus).  dass  auch  die 
Punkte  p,  4,  (>;  p,  2,  85  p,  3,  7;  ferner ,  wenn  die  Mitte  von  bb 
mit  q  bezeiciiuet  wird,  1,  7;  q,  1,  (>;  q,  3,  5^  q,  4,  8  aui  Ge- 
raden liegen« 

9.  Bs  ist  Dan  noofa  das  Verhalten  der  Punkte  9,  f »  «B 
einander  an  ermitteln,  in  denen  sich  die  Verbindangilinien  der  auf 

dem  Kreise  verlheilten  Mittelpunkte  1,  2,  3  ...  N  zu  vieren  schnei» 
den,  um  die  Beziehung  derselben  UDubhängig  von  dem  harauMii» 
sehen  Gebilde  a,  b,  c,  0  voUstäDdiff  festzustellen. 

EUnerseits  ist  das  Strablenbüschel  lg,  Ip»  If,  Iq  mit  dem  Strah* 
lenhüsebel  8q,  8^,  8p,  8f  identMch  nnd  fol^licb  auch  projectlriseb, 
weil  sich  die  entsprecbenden  Strahlen  beziehlicb  in  den  Punkten 
4,  5,  2,  7  dca  KreisamCanges  schneiden  und  deshalb  die  Winkel 
zwischen  je  zwei  Paaren  entsprecfionder  Strehlen  eiuander  gleich 
sind.  Audrerseits  ist  dasselbe  Stralik nbüschel  lö[,  Ip,  If,  Iq  mit 
dem  Strableobüscbci  Sg,  8p,  8f,  8q  projectiviscb,  weil  sieb  die  eot- 

3prechenden  Strahlen  in  den  Punkten  der  Geraden  g,  p,  f,  q  schnei- 
.  eo.  Pul^lich  *)  sind  beide  StrablenbOschel  barmonisch,  folglich 
auch  die  Punkte      p,  f,  q. 

Diesem  zufolge  erriebt  sich  eine  neue  Bestimmun s;^  der  Punkte 
9  und  f  aus  den  gegebenen  harmonischen  a.  c  t-  Da  nämlicb 
pa .  pa  =  po  .  po:=pb.|)5  ist,  so  beriUirt  die  Gerade  po  dea  Kreis 


•)  In  der  Abhandlung  <!fs  Herrn  Dr.  RHdcll  (Tb.  I.  Nr.  XXIIT.)  ist  ge- 
seifft  worden,  dass  wenn  zwei  Gebilde  (Strableobiischel  oder  Funkten« 
leiie)  <y,  b,  d\  a\  b\  c\  d  projectivisch  sind  und  ta  auch  in  der 
Besiebung  9^  hy  d  und  a',  a,  c',  />  (oder  c\  b\  a%  dT^  bleiben»  in' 
welcher  ein  zugeordnefes  Paar  A',  d  (oder  a\  c)  verfansrhr  worden 
ist,  dann  beide  (sebilde  harmonisch  sind.  *üer  Anblick  der  zweiten 

■  Hälfte  unsers  Schemas  lehrt,  dass  dies  aucb  dann  der  Fall  ist,  wenn 
neben  der  Projectivität  von  a,  hy  r,  d  und  0',  b\  (f.  d  noch  die  Ton 
er,  i,  c,  d  md     ^%  *t  ^  (oder  <     if^  if)  stattfindet. 
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ibcr  \lb  in  o,  und  steht  aithin  senkrecht  aaf  dem  Halbaeiser  der- 
selben  qo.  Daher  lio^  der  Mittelpunkt  r  des  Kreises  )>o<|  in  der 
Mitte  von  pq.-  Aus  demselben  Grunde  liej^t  weiren  des  li-jrmoni- 
scben  Gebildes  0,  f,  q,  wenn  die  Milte  von  .^i^  luit  bezeicLoet 
wird,  der  Mittelpuukt  des  Kreises  ^or  in  der  Milte  vou  ^r.  Man 
darf  also  Dor  4iircli  den  Poufct  o  «od  die  Mitte  x  too  p<|  einmi 
Kreil  sieben »  desaen  Mittetpmikt  naf  ab  liegt;  dann  beatiairt  der 
andere  CndpuniU  des  Durchmessers  den  Punkt  %  Der  Kreis  um  ^ 
■it  dem  Halbmesser  f)0  schneidet  dann  in  den  Punkten  0  und  f  ein. 

TO.  Aus  dem  Gesagten  ersieht  man  leicht,  dass  nuf  irgend 
einem  Kreise  nur  vier  vun  den  >liüelpunkten  beliebig  angenommen 
werden  dürfen,  dass  aber  dann  jedesmal  die  vier  zugehörigen  be- 
■tiaat  werden  itönnen.  Hat.  pan  s«  B.  ana  den  vier  willlciibrlieben 
Ptanicten  1,  2,  3,  4,  wie  unter  7»,  die  Punkte  ^  e,  f,  o  abgeleitet, 
80  lege  man  von  b  (Mitte  von  C)f)  aus  den  rechten  Winkel  ifVtt  der 
den  Punkt  r  bestimmt.  Atis  r  beschreibe  mnn  mit  dem  Halbmesser 
XD  eiüen  Kreis,  der  die  Punkte  p  und  ci  ersreheu  wird.  Zieht  man 
nun  die  iicraden  pl,  p2,  p3,  p4.  so  sclineiden  diese  den  Kreis 
12«i4  uocb  einmal  in  den  gesucbteu  Punkten  5,  6,  7,  8;  und  dann 
liegen  ancb  meb  auf  (Geraden  die  Pnaltte  ^,  5,  8;  6,  7;  f,  5,  6, 
f}  7,  8;  1,  7,  fli  ^  ^1  «Vi  3»  ^*  ^>  —  Die  baraoniscben 
Punkter  a,  b,  c,  b,  in  nesug  auf  welche  die  eben  gefundenen  Punkte 
die  verschiedenen  T^afren  des  Mittelpunkts  eines  harmonischen  Strah- 
lenbüschels bezeichnen,  werden  endlich  mittelst  dor  Kreise  um  p 
and  q  mit  den  hezüglichen  Halbmessern  po  und  qo  bestiuimt. 

11.  Da  zwischen  den  Punkten  1  bis  8  mehr  Beziehungen 
•tnttfinden,  nia  cur  Beatiamung  ihrer  gegenseitigen  Abhängigkeit 
erforderlich  sind,  so  bilden  di^  äbenwligen  Bedingungen  Lehr- 
Sätze,  ^die  sich  unabhängig  von  dem  baritionischen  GebÜM  b«  C«  b 
Bussprechen  lassen.  Kin  Beispiel  hievon  bietet  die  vorige  IVummer, 
in  der  von  beliebigen  vipr  Punkten  im  Kreise  ausgegangen  wurde. 
Mau  kann  aber  auch  vun  den  beliebigen  vier  harmonischen  Punk- 
^  d>  P>  f>  ^  ausgeben.  Beschreibt  man  nämlich  ir||^end  eiuen 
Kreia  von  der  dftera  erwttbnten  Beacbaffeabeit,  so  beatiainien  atcb, 
TOD  einem  beliebigen  Punkte  1  desselben  ausgehend,  B.  durch 
die  Züge  gli;  qi8;  p82;  q26;  f65;  (|53;  p37  der  Reihe  nach  die 
Punkte'  4,  8,  2,  0,  5,  3,  1,  deren  Lage  so  beschaffen  ist«  daaa  die 
Züge  ql7;  <)58;  i}26;  u.  s.  w.  ebenfalls  geradlinig  sind. 

Aussenlem  lassen  sich  in  der  Figur  noch  viele  geradlinige 
Ppnktettreiben,  wie  Zuaa^ttentreffien  von  Strahlen  und  sonstige 
Bigenbeiten  nachweisen,  wenn  man  gewisse  Theile  der  Figur  ver* 
änderlich  sein  lässt.  Ich  liifare  sie  nici^t  nn»  wdi  sie  nicht  van 
Wichtigkeit  sa  sein  scheinen. 
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XVL 

Uebungstaufgaben  fikr  Scbttler« 


Man  soll  die  folgenden  gonio metrischen  Formeln  beweisen. 

■ 

1)  Bin  ft+MD  fi'^nn  /  —  sin  (p-4-/?-f-f) 

=48111  4(«-»-/^)  sin  liß-^r)  «i«? 

2)  cos  a  -f-  cos  ß  -\r  cos  /     cos  f «  Hh  |^  -4- 

=:4cos  ^{u-hß)  cos  cos 

3)  sin  a-l-sio  ß  —  sin  }^+sin  («+/j-4^/) 

s=4sin  cos  eos  Kr-^«*) 

4)  cos  a  -h  cos  /?  —  cos  y  —  cos  (a  -4-  + 

'    =4cos  sin  »in 

sin  «  -f-  sin  ^  -f-  sin  y  —  sin  (a-i-  ß  -i^y]  ' 
cos  a  «f-  cos    -f-  cos  y     cos  (a  -f-  /3  -f-  ^) 

sin  «+»n  jl«^8in  y  — sin  {tt^ßj^y) 
sin  «-4- sin  /I  — sin  y-^wa  {ft'^ß'^y) 

eos  cos  jf  —  cos  y  —  eos  («  -f-  ^  -t-  y) 
eos  «H- cos  ^ -f.  cos  y -I- cos  (a -H   + } ) 

,       r=tang  i(iSH-y)  taug 

sin  «^sin  ^-f-sin  y-sin  («-h/S-j-y)  _ 1    4- ' 
'  cos  a-i-cos  ß  —  cos  y  —  cos  (a-f-/?-f-y)  ö  av     •  r/ 

sin  (t-t-siii  ^— sin  y-i-sin  (ff  4- -f- y)  __  i{a-|-Ä) 
'  cos  ß-f-coij  /S-f-cus  y-f-cos  (a-f-/SH-y)  8  M  ■ 

10)  sin  o-^sia  /S-f-sin  (a+/!^)  =  46os  ^  ^s      sin  i(a-|-/S) 

11)  sin  a+sin  ß-^m  (a — /Q=4sin  ^cc  eos  \ß  eos  ^(a — j}) 

12)  sin  a  +  sin  ß  —  sin  (a  +  /?)=^4sin  |a  sin  40  sin  l{a-\-P) 

13)  sin  a-l-sin  ß  —  sin  {a  —  /9)  =  4co8  |a  sin       cos  \(a  —  ß) 

14)  cos  a-4-cos  /J+cos  (adr/S)  =     4cos  |a  cos  ^ß  cos  ^(aztr/S)  — 1 

15)  cos  a+eos  ß  —eos  («=!=/?)  =:db4sin  {a  sin     eos  ^adb/})-i-l 

16)  sin  (o  —  /?)  +  sin  09  —  y)  +  sm  (r  —  «) 


5) 


T) 
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15  cot  (a—ß)+t^  {ß^y)+t^  (y  — «) 

18)  siü  («  -i-  siu  ( «  -/?)•  =  !  —  cus  2«  cos  2^ 

Id)  sin  (a  +  Z?)'  ~  sia  (a  — /^j'  =sio  2a  sin  2ß 
Sdjcoo  (a-i-^)*  +  c«B  («— =  ! +  coi  2a  cos  2^ 
Sl)  eoe  (a  +      — cos  (« —  Bio  2i>t  tili  2/9 
22)8111  a'-i-siD  /S^  +  sin  (azl=/y)*  =  2(1  — cos  a  cos cos  (a=ir/9)f 
S)  cot  /^+8iii  (ad=/})*  =  2|  Izfscin  «  «0  ß  coo  (a=b|i;)( 

U)riBa*-|-«ii/'*  +  eot(a=b/?)>s=s  l=f:28iDa  tio  /9  eos{a±ß) 
i\)  cos     H-  cos  ß"^  H-  cos  (a  =t/^*  —  1  -h  2cos  a  cus  p  cos  (adb/S) 
siQ  a*      «n     —  tin  =qp2siD  a  sin  ß  cos  (a^/S) 

27)  eos  a*  +  eos  ß*^M  (a=k/f)*=s2cos  a  cos  /}  cos 

28)  iiDa*  +  siD/7*  — cos  («=!=/?)•  =  1 —  2co8  a  cos /9  cos 
cos  a'  +  eos  /S*  —  cos  (a  ±  /^j  ^  =  1      2sin  a  sin    cos  (a  Z^). 


Man  soll  den  folgenden  geometriscben  Lehrsatz  beweisen,  zu 
idcbem  ein  Jeder  sich  die  Figur  leicht  selbst  wird  coostruiren 
ktases: 

El  seien  ^,  B,  Tdrei  beliebige  Paukte  in.  dem  Um- 
fange  eines  Kreises.  Zieht  sien  nun  durch  dieee  drei 
Ponicte  Tangenten  an  den  Kreis,  heaeichnet  den  Durch* 
icliDittspankt  der  beiden  dnrch  ji  und  B  gezogenen 
T8n{^enten  durch  />,  verbindet  die  Punkte  C  und 
*iurc)i  die  Linie  C/}  mit  einander,  und  zieht  mit  der 
»iürtli  den  }*iinkt  C  an  den  kreis  frezogenen  Tanö^ente 
eioe  beliebige  Parallele,  welche  die  von  ^  und  /i  nach 
^ gezogenen  Linien  j4C  und  BC  in  ^und  i^tich neidet; 
.i^wird,  wie  auch  diese  Parallele' g^ezogen  werden  mag, 
<ie. Linie  immer  von  der  Linie  CA  halbirt  Dieser 
^Ghaslss  in  dem  Journal  de  Math^matiaues  publid  par 
l^iouviUe.  Jnillet.  1842.  p.  272  mitgetheilte  Satz  kann  Vsran- 
jaisoDg  zu  verschiedenen  interessanten  Polgerungen  g^eben,  und 

iiameDtlieh  für  die  Theorie,  der  stereograpbisehenProiection  Ton 
Wiclitigksit. 


Aufgaben  von  Herrn  Dr.  Haedenkamp  su  Hamm. 

Ä'ft'  Welches  ist  der  Ausdrock  für  das  Produkt  der 
je  zweier  Wurzeln  einer  Gleichung  von  ir» 
nMeiDem  Grade  durch  die  Coefficieuteu? 
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Bei  ciaer  Gleichung  räm  dritteii  ^radet 
dercD  Wuracln  d^i,  j»^^  jp,  siad,  bat  man  balEjRiHitlieb 

2,  Welches  ist  ferner  das  Prodnkt  der  OifforCfllae» 
je  zweier  Wurzeln-dieier  Gleicbaog:  r 

•i— 4?^  /    •  *  *  ^<M-^* 

bei  welcher  noch 


fi-l^  fli^        j-Ü  1 

tfl         tf^         4fg  ff«  • 


Tcber  Aufgaben  fiir(j!leichungen  vom  zweiten  Grade. 
Voo  dem  lierro  Cuurectur  Üejer  am  Gymuasium  zu  Neustettin^ 

Die  BemerliaDg',  dasi  die  Anflösnag  so  vieler  tnr  Biafibang  der 
Theorie  vott  der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  gegebenen 
'Aii%abeD»  eo  bald  die  Gleichunireo  formirt  aind,  ein  rein  mechani- 
sches  und  creisttndtendes  Geschäft  wird,  crregle  in  mir  den  Wunsch, 
solche  Aüfgalieu  aufzutinden,  derr^n  Auflösung  wo  mÖLrlirli  ein  fort* 
gehendes  Nachdenken  und  eine  stais  gespannte  Aufmerktä^mkeit  in 
Anspruch  nähme.  Beim  Suchen  nach  Aufgaben  der  Art  bat  sich 
eine  gntm»  Zahl  Ton  trigonome^isebeo  dar,  welcbe  wenigsteim 
tbeilweise  dem  beabsichtigten  Zwecke  eotoprecben.  Ala  bewfiaett* 
.  dea  Beiapiel  möge  folgende  dienen  .* 

Von  welchen  hohlen  und  erhabenen  Winkeln  ist  die 
Cotaagente  so  gross  als  das  Doppelte  ihres  Sinn«;? 

Auflösung.  Der  uUgemelne  Ausdruck  für  die  möglichen 
Winkel  sei  ;r,  so  mnss  zufolge  der  Aufgabe  cotg.2r  =  ^in^  sein. 

cos  Cos  £P 

Nnn  ist  aber  cotg  a:  ==  .        folglich  hat  man  auch   .  =s2sin 

V  du    Ju  Sin  «b 

nnd  daher  COS  ^rssSiia  a:^.    Um  ijiit  Hülfe  4ie8er  Gleichung  den 

oder  die  Wierthe  von  sr  zu  flmlcn,  so  rouss  sie  in  eine  solche  ver- 
wandelt werden,   in   vvelcliLr  nur  eine  Irigonomrrrische  Function 

vorkommt.  Zu  dem  Ende  kann  —  sin  für  cos  or,  oder 
1 — cosor'  für  sin       substituirt  werden.    Das  erste  \  erfahren  giebt 

die  Gleichung  sin  jf*-^yija  also  sin.4:= 


*)  Ich  glaube  in  Betreff  dieser  Aufgabe  auf  die  Abiiaiidlun^  Nr.  XXX.  im 
2ten  Theile  des  Archivs,  §.  14  —  $.  16«»  Verweisen  zu  dürfen*  Dia  Bnt- 
wickclung  eines  völlig  independenten  Ausdrucks,  auf  welchen  Herr  Dr. 
Haedenkanip  seine  Absicht  vorzüglich  gerichtet  zu  haben  scheint,  ist 
allerdings  sehr  zu  wünschen^  und  dieselbe  daher  der  Au£merksamkeii 
der  Leser  des  Archivs  angelegentlich,  zu  empfehlen* 
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das  zweite  aber  oo«  ^'-H^cos  ^=1,  a!go  cos  —  |rt-iW^17. 
Da  aber  siii  w  keine  imagioaire  Grösse  uud  cos  a;  nicht      —  1 

ist.  so  kann  nur  sin  .jr=rirV^ — |-f-|V/T7  und  cos  — 

Kui.   Nach  der  ersten  von  diesen  beiden  Gleich  untren  ergeher)  sich 

l)4r^g0Q«$  die  sweite,  eot  ^=  —  ^-1*^^17,  gieht  aber  nur 

xwei»  Dämlich  ^)^^90**  ''"^  ^^^^^360*'  beiden  letxte* 

reo  sind  diejenigen,  welche  hier  allein  gebraucht  werden  kdoneDi 
^  ja  cotg  jr  =  2sin  a:  lein  toU»  «od  dieae  Gleichnogr  Bur  für 

'<^90^  and     ^3Q()o  stattfinden  kann. 

i^ehnliche  Angaben  laasen  lieh  bilden  nach  den  Gleichungen: 
1«  lin  «sSeoa  4P 

« 

%    tg  47SSC08  W 

3.  sec  ^  =  cotg  ^  ^ 

4.  coa  07  =s  «in  4?* «—  coji  47* 

5.  |e08  4P  =  IIB  47*  —  coa  47'. 


Man  soll  den  folgenden  aus  dem  London,  Edinburgh  and 
Dohlin  PhiloBophical  Magasine.  September  1843.  p.  179 
Mtldi&ten  Sats  beweisen: 

Wen»  wie  gewöhnlich  ar»  c  die  den  Spitzen  C 
eines  sphärisehen  Dreiecks  ABC  gegenaberstebenden 
leiten  dieses  sphärischen  Dreiecks  sind,  von  den  Spit- 
itnA^Jl.  C  durch  einen  und  denselben  beliebigen  Punkt 
^  auf  der  Oh^rfl&che  dfer  Kugel  bis  zu  den  Gr<*£ronüber- 
6  teilenden  Seiten  a^h^c  die  Bogen  gröspter  k  u  gel  kr  eise 
ßi  y  gezogen,  und  die  zwischen  dem  Punkte  S  und 
i9U  Seiten  ^,  c  liegendeu  Stücke  dieser  Bogen  durch 
/  bexeichnet  werdcD,  so  iat  fiiver 


>^sin  tt*       sin  ^  sin 
,  ^sin  a        sin  ß        sin  y' 

-»    .  A  sin  nr'  sin  ß'  sin  y    .  sin  a  v 

'     am  a  sin  ^  am  }r   *sm  a  ^  ' 

,  sin 

.   sin  y  . ,  . 

■+■  -:  *-j  Ii  —  COS  c) 

•  Sin»/  ^  ' 

Me  Seiten  a»  Iß,  c  eines  ebenen  Dreiecks  kann  man  sich  als 
^  VeihältoisB  siim  Radius  nnendlick  kleine  Kreisbogen  denken» 
10  via  auch  .die       Minen  Spitien  iä%      C  durch  einen  beliel^- 
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ffen  Punkt      iu  setner  Rhene  bis  zu  den  gegeouberstebendeD  Sei« 
&11      ^,  c  gezogenen  geraden'  Linien      pl  y,  and  dem  iwischeB 
dem  Pmilcte  S  und  den  Seiteo     6^  e  -liegiBode  Stücke*«^,  /T, 
Doter  dieser  VorauMeUiing  bat' man  in  der  vorbergebenden  Glei- 

cbuni^  cos  <y  =:  cos  ^  =  cos  <7  =  1 ;  sin  a=rce,  siu sin /=;^; 
sin  a  =a\  sin  ß':=ß'^  sin  y  =: /  zu  setzen,  und  erbitt  MM  der* 
selben  dann  sogleicb  die  bekannte  Gleichung  ^ 


4 


'r 


xvn. 

Bllseellctn« 


In  dem  Cambridjge  matbematical  Journal.  February.  1842.  96 
wird  folgende  Ableituniz;  der  Neper'schen  Analoe^ieeti  mitscetneiltf 
die,  wenn  äie  tiicli  aucL  schon  anderswo  finden  sulite  doch  je- 
denfiills  Dieht  to  allgemein  bekannt  zu  sein  lebeint,  wie  sie  Ter* 
dient,  wobei  ich  inaesa  nicht  unbemerkt  lassen  will,  dass  mir  im- 
mer der  Weg,  wo  man  zuerst  die  Gaussischen  Gleichungen  bewei» 
set,  und  aus  dens^'llipn  dann  dto  iVoper'schc  ablnlfet,  welches  sehr 
leicht  gfPscbelieQ  kann,  wesculliclic  Vorziig'e  zu  haben  scheint. 

WenOj  wie  gewühulich,  2*  « -j-^ -|- r  gesrt/.t  wird,  so  ist 
bekanntlich,  wie  mau  iu  jedem  Lehrbuche  der  spiiäriächeu  Trigono« 
metrie  fiodet, 

taBg       f^-^f  "... 

"  T  sin  #  sm  (ä  —  ö)    '  '  . 


alio 


sin  s  s'm  (j  —  6)  ' 
®       '  '        sin  «  sin     —  c) 


den  mir  tu  Gebote  stehenden  Schriften  ünde  ich  dieselbe  nirgends» 
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,  Weil  no  fener  MMstiiok 

j   sin  #  gin  (#  — •) 

cos        —     tio  Aiinc  ' 

1  «in  f  ain  js  —  i) 

COS  4ä  '  =3  :  .  ^, 

VW»  sin  •  8UI  c  • 

Mii  s  sin  (5  — 
.  cos  -i  C/   :  ' — Z —  » 

ist,  und  ilie  CSr8iS«ii  sin  m,  sm  ^,  sb  e  unter  4er  VoniMiiiing» 

dass  alle  Seiten  nnd  Winkel  des  splilrischen  Dreiecks  kleiner  als 
180<*  sind,  säoinitlcli  poeitiv  sindj^  so  kaben  die  Grössen  sie  ;r, 
sin  (m  —  a),  sin    —  d),  m  elEmkwr  alle  gleieke  Voneicken, 

u»d  die  Brücke 

sin  iß-'^  sin  jß^S)  sin  (#  — •) 
sin  tf    '      sin  «    *      sin  « 

sind  dnker  sämmtlich  positiv.  Also  ist  nach  de«  Obigen^  well  die 
Grtfnnen  taog  iJ,  tan^  ^B,  «eng  unter  der  In  Rede  tti^enddki 
VorniMsetinng  simvitliek  posltir  sind» 


.  ^    shi  Cr-i) 


sm  s  ' 


tnng       tn^  iC= 

tnng  iü  tang  *^=*^ri^ 
Folglick  ist»  wie  man  hieraus  leicht  findet, 

(tang  l^sfctang  Iß)  tang  |C  ain  (r  — >  i)  Js  sin  (#  4i> 
I     Umg  1^  tsng  «in  i^sin  * 

(ung  ^.rfAtang  jC)  tang  »in  (a-  —  r)  rbsln  (s--a) 

l^Ftsng      uog  ^  sin  j^sin  (s— * 

(tang  ^i?Atsng  jC)  tsng    sin  (^  —  c) dbsin  jt  —  ß) 

lapcang      tsng  ^  sin.#^sin        «)  ' 

dJ'i.  nach  einigen  heluinoten  goniometrischeo  Formeln: 

falDg  i14±  Ä)  teDg  iC=  . 


Sin 


tang  iM±  <?)  lang  4i»  =  r7i  ^* 


tnng  iiß^  CjiMM^i^^ 


sin 

cos 
sin 


COSi 

sin 


welekes  die  erste  Kleiee  der  Neper*sebeii  Annlngieen  ist* 
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Setzt  nan  funer  wie  gewohi^  MxiSiA^^B^C,  m  Ut 
iMlcMBtlicb 

^  cos  S  cos  (S  —  A) 

toDg  ia  —  —      (^^^  60«  («—Cy 

lAt  CM  ^  COT  (^«-g) 


'         cos  ^  C08  {S  —  C) 

^8  ^  —""cos  ('$—4)  CO«  (iS-Ä)' 

taug  i«?  ^  i^» {s;^^^}*»  I 

(     eos  5 


cos  iS^ 


Weil  nuD 


CtMJ   w4) 


CO«     COS  (»S  —  ^ 
*  .        .  1 .   «in     «in  C  ' 

cos  .9  cos  (IV  —  ^) 


•Ül  ^'  6=  ~ 


«in  ^  «in  C 


.    ,  ,         CO«  <y  CO«  jS^C) 

ist,  und  die  Grössen  siu  mw  B,  C  unter  der  g-emachten 
Voraussetzung  sämmtUcb  positiv  siad;  so  habea  cos  \S  —  A)y 

,      ^  COS  «y  COÜ  iS"  CUS  jS* 

(^:— C)'  cos  {S  —  By  cos  (Ä-^^X    •  . 

sind  daW  alle  ne^atiT,  uod  nach  dem  Obigen  ist  folglich,  weildi« 
Grdsaen  taug       to«gv^^»  tang     «ttmithch  positiv  u«d» 

,  /  cos 
•  '        . ,    ^       ,  cos  iS 

woraus  sich  iioinittaUiar 

*   1  ^    lA  C08        —  O 

:  ».,c^t      cot  i<5  =  > 

'     -       .  .  CO«  jS^S)  ' 

*  obfc  lo  cot        — • — — ~ 

-  '     ■  *  cos  *3 

ergiebt.  F«%Mdi.iai.Bitf  iMMdii^e. 
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(cot  j/idbcot  ^6)  cot      '  cos  (S—  g)=fcC08  jS  —  J} 
1  T  cot  |a  cot  ^     ~~         cos  S  ifc  cos  («5  —  C)  ' 

(cot  ^  A  cot  4c)  cot  Ii  _  _  CO!  (lg  r-  6  )  =fc  COS  (.V  —  ^ 

l=Fcot^cot^c     —         CO«  Ä±co«  (Ä  — /f)  ' 

(co<  ^=h  cot  |c)  cot  i<   e»i  C^-~C)Ac08  (^y—g) 

IqPCOt  4iC0t  .  «M  <Ss*ICQB  (£  —  4>  * 

woraus  leicht 


Uog  i(«db«>  cot  4«= 


■te 


eot 


8ID 

^Dg  K^sfci?)  cot  im=  — 


erhalteB  wird»'  welches  die  «weite  Klasse  der  Neper'^chsB  Aaele« 
ffieen  ist 


Üoter  den  vertoUedenep  Hetfaedeo  der  Pelhöheobeatimmung 
weddet  der  Seemaon  bei  Weitem  am  Häufigsteo  die  Beobacbtang 

der  SoTinp  im  Mittaere  an.  7ju  dem  Knde  fladet  er  sich  Jeden  l^gt 
wo  ihm  <ler  Zustand  der  Atmosphäre  eiue  ffute  BenbacJitung^  ver- 
spricht, mit  sdnom  Sextanteo  auf  dem  Verdecke  ein,  usd  verfolgt 
die  SoDoe,  biä  me  ia  ihrer  H(>lie  stationär  ge wurden;  in  diesem 
MeBieiite'etellt  er  sdkerf  eis,  Msst  Toe  mw^Kii  die  Allddede  «ehe- 
rübrt,  überzeugt  sieb  allenfalls  durch  das  hsld  darauf  erfol^^ende 
Sinhen  der  Sonne,  oder  BiDschneiden  ihres  Bildes  in  die  Linie  des 
Meereshnrizontes  von  <!em  Vorübersein  des  Mittags,  und  was  sein 
Ipstrument  dauu  angiebt,  irilt  ihm  für  die  ^leridianhöbe  der  Sonne. 

Dieses  fast  zu  |>riiküscl)e  \  rrhihrctj  nfordert  ein  sehr  häufiges, 
ID  der  Nähe  der  CulmiDatioa  wegen  der  geringen  HöbeoaDdernng 
für  das  Auge  äusserst  aDStrengenies  EiDstelleo,  nod  Iftsst,  wie  es 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  stet*  eine  Ungewissheit  ?ob  einigen 
Hinnten  über  die  Zelt  Hfef  Mittags  oder  desjenigen  Moments,  in 
welchpm  die  Beobachtung  eigentlich  hätte  angestellt  werden  müsseni 
in  der  That  "wird  jeder  Astronom,  der  im  Vereine  mit  anderen  an 
Bord  beobachtete,  sii  h  d(  r  kleinen  Streitigkeiten  erinnern,  die  sieb 
immer  darüber  erheben,  ob  die  Sonne  noch  im  Steigen«  .adec.s|ar 
tionir,  oder  wehl  gar  schon  im  Sinken  begriflfon  sei. 

In  dem  ersten -Bande  der  neuen  Folge  der  Annulen 
der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Wien,  1841.  S.  XWL.hU 
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Htfr  AdjuDd  Div  4^j^tt*  Littrow  ein  VarMren  angegebeo, 
welches  bei  hinreicheoiler  Einfachheit, und  Leiohtigkeit  udb  wohl 
geeignet  scheint,  die  obige  Methode  der  Breitenbestimmung  zur 
See  zu  grösserer  Genauigkeit  zu  erheben,  und  daher  jedenfalls  all- 
gemeiner bekannt  zu  werden  verdient,  weKliulb  wir  im  Folgenden 
nnsern  Lesern  das  Wesentliche  desselben  inittbeileo  wollen,  wozu 
wir  euch  4aritt  «ine  btsendere  Veranlassung  fiadeii,  dass,  wie  wir 
glauben,  wohl  aoch  Mancher  auf  den  Lande  dieiei  elnfiiehe  Veiv 
fahren  snr  näharnngaweisen  BeatlMuag- Miner  Breite  geeignet 
^dcn  und  in  Anwenduni^  bringen  wird. 

Zwei  hilf  dfn  Mittelpunkt  der  Erde  bezogene  Höben  des  Mit- 
telpunkts tler  Sonne  seien  die  enLsjjrechenden  Stundenwin- 
kel nad  Declioatiooen  der  Sonne  seien  ff,  c'  und      d';  so  bat  man, 
"wenn  )^^die  PolbShe  heieiehnet,  die  beiden  folgenden  in  ?ttlliger 
Allgemeinheit  geltenden  Gleichnngens 

sin  A  =siD  S  sin  9p -f- cos  S  eoä  y  cos  tfl 

sin  ^'z=:sin  d*  sin  9)-!- cos  &  cos  f>  cos  crj  **** 

Zieht  man  die  sweite  Gleiebnng  von  der  enten  nb|  ao  erhiit  man 

ein  A'^mn  /If3ss{m  m*^  , 

'  •  +  (eoa  S  eoi  ir— >  coi  ^  eoi      coa  9, 

Ka  iat  aber 

■ 

aiD  A  —  sin  /&'=:2sin  HA^A^)  cos  HA-^ßO^ 
flin  iT  — ain  ^as2iin  Hd—&)  eos 

nnd 

cos  6  cos  0"  —  cos  6'  cos  ö' 
=  GOS  S  cos  ff — cos  t<f-H(d'  —  d)j  cos  o* 
scoa  Id'+Cd^d])!  COI  er — eos  ^  eos  o' 
'  .«^eoi'^^  oQt  «tt-  (eos  ^  cos  ((f  ^S)  —  s|n  d  sin  (ä^-^djl  eos  if' 
=  feos  &  itä  (d— >  d')    tin  if'  sin  (if  —  d")  |  cos       cos  ^  eos 
=  cos  d  cos  <r— ^|cos  S — 2sin       — d)  sin  ^(d'-t-d)|  cos  <f 
~  s|eoB  d"  — Sein  ^d^d)  sin  cos  o— cos  d"  cosV 

.  SS  eos  d  (cos  0— cos  ^j-^Zun  ild'^d)  sin  •((d'-li-d)  eos  & 
:.  'aceo>  (eos  ««««^een  o")— i(d^<^  sin  i(d-f-d')  em  ir 

2cos  d  sin  l(c — ö*)  sin 
Sein  -^(d—  d^  sin  i(d-hd')  cos  o' 
s— Seos  ^ain  4(cr^<0  >il>  i('+4')  ' 

Also  ist  nach  dem  Obigen  .  <  ' 

sin       —      cos  i(A«4-i(> 
«±i-^eiin  d  MB  i(tfw^)  iiD  4(tf.4.tf)  coi.f 

,,   -f* sin  i(d^ ^  |coa  il^H^d)  sin  9»— sin  Kc^+d')  eos  0'  eos  9t 
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sin       — coB  f(A 
s— CM  ^  m  vif        >Mi  cQi  ^ 

+  sin  |ooB  ^(^4-^  sin     -iib  i(^+<^)  cos    coi  f\ \ 

fdlglieb 

gm  ^(tf-^<r|_     ^jj^         «T)  '  cot  ^  MM  ^ 

iin  ^(<f — (f )    CO«  i((f-f-tr)  sin   —  sin  |((f-|-<r)  cos    cos  <f 

WlK«^^  *  '  CO*  4f  m  f  ^  * 

sin  j(<f~<r)  cos  ^(f-f«<f)  sin  <y— stn  |f (/-f-cT)  co8  <r  cos  y 
sin  ^((T— ö') '  cos  ()'  cos  9 

Bei  der  Sosoe  ist  nan  der  absolate  Werth  des  itmcks 

sin  i(^^<f> 

sin  K*-*0  , 

urner  eine  sekr  kleine  Grdsiet  wovon  Mn  neb  leiebt  nus  den 
Epbemeriden  äbemengen  kann»  nnd  mn  kenn  nlio  nibenrngsw^isOi 
•(er  ebne  merklieben  Fehlei; 

oder  auch  , 

♦ 

«■  «»+«»7?=-^^^;^  .  — .  .  . .  3); 

« 

«nd$  wenn  die  absolnten  Wertbe  von  A  — und  tf  sehr  klein 
sind,  ancb  n&berungs weise 


Ml.  «<rH-«0=---  "^"'^l*-^*^  ....4) 


olier  aaol» 
idieii. 

Bezeichnet  Jetst  9'  einen  jfenKberten  Weitb  der  PolbSbe  %  and 
tetien  wir  j^=9p^  +  2\9^;  so  rat 

cos  y=co8  5p'  cos  ^9p'  —  sin  5p'  sin  ^^p* 

seoB  f/— dsin         sin  (sp'+iAy% 
osd  folglich  . 

.  ./^  .   cos  \{h+li) 

«n  ^^(F  -t-  o^j  —       — '  oor  ifieos  9' — 2iiB  iAi^^'  sin     -|- iAf') j 

oder 


•  Ii 
l 


uiyiii^ed  by 


HO 

also,  weil  die  absoliten  Wertbe  vod  ' 

[tf— eos  9  sin  1^^^  sin  (s^+IAsO 


oder 

^S'-&)  cos  6'  sin  i/\9>'  sin  (9>'  +  iA9>') 

als  Gröseen  der  sweiten  Ordnang  offenbar  ngtht  .klein  sind » 
rnngswefse  ,  ^  , 

Sin  lio + <rj  =  —  ^    ^ .       .       «  . .  • .  o) 
■     '  tf— «r    cot  <r  OOS  •  ' 

oder  -  r- 

^  er  —  <r     cos  o  cos  <p 

Von  diesen  Formelo  Iäss<:  sich  nun  die  iulgeude  ABWeadunsr  macheti. 

Man  nehme  etwa  eine  halbe  Stunde  vor  Mittag  zwei  HuheD 
der  Sonne,  und  bemerke  natürlich  die  entsprechenden  iphrzeiten,  sa 
hat  man  den  Bnlbli 

^  .       ,  M—n 

und  kann  nun  mittelst  der  aus  den  Kplieraeriden  zu  entnehmenden 
Declination  ä  der  sjloone  an  dem  Tage,  wo  jdie  Bepbaphtung  ange*. 
Stellt  wird,  nnd^er  genäherten  Pölböhe     nach  der  Formel 

,      «■  .     f +*?  . . . •.  8)  "  '  • 

,  ^Ti/;  ^  ff      COS  a  COS  9  '  ^ 

die  Grösse  ^((T-f-tf^)  berechnen,  welche  in  yerbindung  mit  der  be- 
kannten Grösse ^((T  —  <f)  su  der  Keqntniss  von  a  und  «'fuhrt, 
woraus  man  dann  ferner  die  Zeit  des  Mittags,  d.  h.  das  Zeitno* 
ment,  wo  man  die  flöhe  der  Sonne  messen  muss,  um  ihre  Merldian- 
höhe  zu  erhalten,  iin  Voraus  berechnen  kann.  Bestimmt  man  nun 
an  dieser  2eit  die  Höhe  ü  des  -Mittelpunkts  der  Sonne,  so,  ist  , 

9  =  <^-^il+9b«  oder  9  =  d  +  il  — 90*        .9)'  . 

jenacfadem  y  grösser  oder  kfeiner  als  S  ist. 

Alle  gemessene  flöhen  mü  ss e  n  n  a t U  rl  i  c Ii ,  bevor  sie  in  die  Rechnong 
eingefilb'rt  werden ,  wegen  Colliroattoosfebier,  Refraction,  Balbmes- 

fiftr  der  Sonne  und  Parallaxe  gehörig  corrigirt  werden,  um,  wie  es 
erlorderiicb  ist.  die  auf  d^n  Mittelpunkt  der  Erde  bezogenen 
flöhen  des  Mittelpunkts  der  Nuune  zu  erhalten,  da  auf  diese 
beiden  Punkte  sich  anch  die  in  den  lj)pbemeriden  angegebieiien 
Declinationen  der  Sonne  heslehen,.  was  ans  den  ersten  Ele* 
menten  der  praktischen  Astronomie  hier  als  bekannt  vorausgesetzt 
'  werden  kann.  Bezeichnet  p  die  sogenannte  Hprizontalparallaxe 
der  Sonne  unter  dem  Aequator  und  //  die  gemesspno  Höhe  des 
Mittelpunkts  der  Sonne,  so  findet  man  dii*  Hölieuparailaxe ,  welche 
bekanntlich  zu  der  gemessenen  Höhe  /i  addirt  werden  muss,  mit- 
telst 4es.  bekannten  Ansdrucks  p  eos  A  für  den  vorliegenden  Zweck 
hlnrelehend  genau. 

Gestattet  man  sieb  noch  einige  kleine  Vemachlaaeiffnngen,  so 
kann  man  die  Formel  8)  noch  etwas  bequemer  zur  Rechnung  aucli 
anf  £»lgendo  Art  ^anedtttckeiii;  Weil  nämtidi  A  und  A  immer  nur 
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I  sehr  wenip:;  vod  einander  verschieden  sein  werden,  SO  kann  man 
f  näheruDgä weise  h  für  ^(i^  +  ^'j  setzeu,  woilurcli  die  Formel  8J  foi- 
1  gende  Gestalt  erhält:  • 'i 

^       '  C — 9      COü  0  COS  (f)  ' 

Endlich   ist   nher  auch ,  wenn  man  im  Folgenden  immer  die  obern 
oder  untern  Zeiebeo  nimmt»  jeaackdem  9/  fpiMaei  öden  JUeiMr 
^  igt»  oäherongsweise 

nd  folglieh  cm  il==|rMii  (^—9^)9       i^^^li  der  Gleichung  10) 


'     '  o  —       cos  o  cos  ^  ' 


sio  i(tf+tf')==t:-j;;^  (uiag  J— to9g  jfpO  . ..  12). 


$0  eiofiHsIt  diese  Fomelo  auch  eind,  co  kann  man  sieh  die 

RechnoDg  nach  denselhen  doch  noch  beträchtlich  durch  Tafeln  er- 
leichtern.   Nimmt  man  nämlich,  was  immer  in  der  Macht  des  BeoB* 

achters  steht,  die  Zwischenzeit  zwischen  den  beiden  vor  Mittage 

aDzu>tp|]enden  Reobarlitunp^en  constant,  etwa  5  Minuten,  und  driiclkt 
•Jen  absoluten  Werth  der  Didereoz  der  beiden  Höben,  wcliheti  wir 
durch  dh  bezeichnen  wollen,  immer  in  Bogensecunden  ausi  so  ist 

_  »/       s'**  ^¥  —  d) 

o4er 

iriegt  mn  n«n  dem  Logarithinne  der  Gröise 

M.        sin  (y'— (Q      ,  ^  tang  »'  —  tang  4f         -j.  ' 

^  4500  cos  £r  cos    4500  "  •» 

wnbd  wir  jetzt  ^'  grösser  als  ö  annehmen  wollten ,  in  eine  Ta- 
f^l,  deren   Argumente  die   Pulhöhe   und   die   Declination  sind, 
ued  besitzt  eine  zweite  Tafel ,  welche  aus  deui  Lugarithmus  des 
Sinus  eines  Bogens  uomittelhar  diesen  Bogeu  in  Zeit  ausgedrückt 
gubt,  so  kommt  die  ffanze  Berechnung  der  Formel  13)  oder  14) 
dsi  Aufschlaffen  des  Logarithmus  ?on  dh  und  seine  Addi- 
tion zu  dem  aus  der  ersten  Tafel  su  nehmenden  log  A  hinaus.  Aaf 
$.  Lyil— -LIX  a.  a.  0.  hat  Herr  von  Littrow  swei  solche  Tafeln  ' 
^ispielsweise  mit|fe|heilt,  die  erste  für  die  Gränzen  des  mittellän- 
iwchen  Meeres,  die  zweite  für  Stuodenwinkel,  die  eine  halbe  Stunde 
^^cht  ühersteip^en ,  und  sagt,  dass  die  oben  ihren  Grundziigen  nach 
«Dtwickfltf  iHetbode  der  Polhöhenbestimmung  sich   in  der  Praxis 
jchon  bewährt  habe,  hei  Beobachtungen,  die  ein  ausgezeichneter 
J™*i€r  der  österreichischen  Marine,  Herr  Linieüscbiffs- Fähnrich 
^*€ebia  angestellt  und  nach  dieser  Methode  berechnet,  sich  auch 
^uch  bewogen  gefanden  hat,  dieselbe  M  seinem  eisrenen  Ge- 
"inebe  fiir  immer  ansunehmen.   Herr  von  Littrow  lugt  nocli 
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iiiDzu,  d&ää  die  Dacb  der  ubigeo  Metlipde  ualieruagüweise  gefiio- 
deB«  Ubneit  dei  Mittags,  vergUcben  mit  der  trakaniiläa  ftn«it 
des  Hittags  für  den  letstea  Ort,  wo  man  eine  genane  Längenbe» 
■timinaog  vornahm,  zu  einer  beiläufigen  Länge  des  Beohachtiings- 

orfs,  und  dadurcb  auch  zu  der  Kenntniss  der  Epoche,  füY  welche 
man  aus  den  Epbemeriden  dir  Drrlitmtion  der  Nonne  zu  nehmea 
bat,  führe.  Hierüber,  so  wie  über  cJie  weiterft  Eniwick«']uog'  der 
obigeu  Metbode  überbuupt,  muss  mau  aber  deu  iefitea^weftbeu  Au£< 
eato  der  Berm  von  Littrow        0.  aelbil  aadiwl^eik  . . 

G. 


11  y  a  aujonrd'bni  m  l'lnstitat  Polyteelmiqne  de  Londree  jnt 
sachine  diectriqae  qui  est  probabiement  |a  plos  puissante  que  l'en 
eeooaiise.   Le  diam^tre  dn  platean  de  verre  est  de  7  pieds,  celni 

du  condiicteur  de  4  pieds.  f^a  resistance  du  plateau  contre  les 
frotteurs  est  teile  qu'une  macbioe  k  vnpeur  est  employ^e  a  le  faire 
tourner.  Quaod  la  macbioe  est  furteroent  charg^e,  une  etincelie 
traverse  facilement  un  Ii  vre  ^pais.  Li\paissance  d'une  teile  machine 
oflfre  OD  vaite  eba^jip  aux  exp^rieneee  de  pbysique ,  et  l'on  doit  en 
attendre  dMnt^res^antes  decouvertes. 

On  connatt  nombre  d'exemples  de  pinies  jauoätres,  dont  on 
sait  que  la  matiere  coloruntc  n'est  uutre  cbose  que  le  pollen  des 
arbres,  principalement  des  Pins.  Ces  pluies  ont  lieu  le  plus  fre- 
quemment  dans  les  mois  de  mai  et  juin,  mais  elles  arrivent  ordi- 
nairement  apr^s  des  orages.  Nous  appreoons  qu^au  mois  de  mai 
1841  il  en  est  tonbd  nne  k  Pieton  (Klats-Unis)  pendant  nne  nidt 
aereioe  que  n^avait  pr^cddde  aQeun  orage.  Blle  coosistait  en  nne 
poussiere  jaune  qui  fut  re«ueillie,  en  grande  quantit^,  a  bord  d'un 
vaissean  dans  le  porf.  Kxamin^e  Paide  de  puissants  microscopes, 
par  M.  J.  VV.  Bailej,  elie  u  ^t^  reconnue  ponr  dtre  enti^rement 
fpmpos^e  de  pollen  de  Pin.  Uue  autre  poussiere .  egalement  tom- 
li4e  a  Troy,  en.  mai,  et  qu*oti  avait  cni  etre  des  sporuies  de  Lyco- 
podei,  a  dtd  reconnue  anssi  potir  dn  pollen  de  Pin.  L'analyee 
cbimique  en  a  ^t^  faite  par  M.  Blake,  qui  en  a  retir^,  par  la  disio- 
lution,  du  Ditrogene  et  de  Panimoniaque;  Pacide  bydrochlorique  et 
rinrlneration  ont  donn^  ponr  r^iidu  une  grande  qoantitd  de  pboe- 
pbate  de  (-haux. 

(IMostitut.  Nr.  439.    2ö.  Mai  1842.)      -  • 


Beciebtigang; 

In  der  Tieften  der  Fonnelii  10)  tnf  Seite  46  und  iä  der  yierten  der 
Focneln  11)  eof  Septe  48  Ist  {-^  l)«-i  statt      1)»  su  selten« 
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XVUI. 


Yorscliläge  zur  VermeiduDg  einiger  felilcrliaf- 
ten  Ausdrücke  in  den  mathematiseben  Leliiv 

bflcbem« 

Heim  CkMyrector  Beyer 


W  «iLräciicinlirh  möchte  wüLl  «cIjuq  vr»u  aüeD  Lehrero  der  Ma- 
ÜiematiJk.  bei  uiciit  weoigea  iskttülero  die  Ert'aIiruo|^  gemacht  «eioi 
4ms  sie  Prodocte  toi  swei  gleich,  •4er  uo^leidi  be«aBBUD  Z#lilea 
WUm,  w«aa  Uum  «wh  M  4cr  MaltiplicatiMi  9ri«4ljck  — tein— ^ 
4er^eselst  w«r4eii  ist,  dan  der  31ulti|>licator  als  ^ynaiaodeiMEiblar 
Bie  beiaont  seio  könne.  Woria  liect  onn  der  Gniod  kievoof 
OLd€  Zu'ifef  in  dpm  ff  bierhaften  Aysiiruck  so  niao<tiPr  matfiPBiafi- 
fccheo  Rtrgeio  uod  cario,  dass  man  bru  Lei  vi^^len  e^^oiu^^triscbeu 
Bewei^a  die  MuUipncsitioii  vod  itwei  Liuieti,  vou  Liuieu  uud  ehe* 
M  fSgmB  »4  4ergleicfaea  «riaabL  M«fe  Uer  4ie  Brtaaeruog 
w  4ie  ail|pMgwt  Aawesdaag  4cs  mt  ras  der  geoaalmecbaa  ZaW 
lesprofHirtio»  gelteodeo  Satz«&.  aadb  welcfaea  das  Fraduct  der  m« 
aero  Glieds  rl^'irh  riem  der  äusseren  ist.  and  an  die  luLuHisUe- 
Etiiumuue  d^-r  e-poraeirischto  l-fsrur*-!!  ^emtgeo.  hei  ^'\#>)fhfT  Lur  zti 
iiiOi^  ii»ü  dem  Pratiucte  der  CyruudUaie  oder  GmadiUMi««  ui*4  d^^r 
Bäht  lÜe  Aede  ist.   Entbaltea  nan  die  LelirUaciter  ia  Uirea  f^elr« 

^ivm  freereliMB  RegeJa.  dabs  ititt  40r  hmtm^n  XMti»  mm4  wi^ 

tisren  Gröcsea  «igcallidb  Waaae  ZuLleo  xa  4eadbea  acMa,  oucU 
ÄfiBera  ErfaLransrfB  ror  irnj^rn  Attffasauagea  uirLt  ^etiügebd 
erbtit'/.«'!! .  da  iLr  iuLalr  ^oo  d^-u  S'^hälerc  jr^wt^lit; luL  ul^  wenige 
wichtig  uelraclitet  wird.  Jeue  f  ehler  ia«Miig:ii  »jch  aii»er  JieUitt  Ui*d 
ifcfte  i^raf  Weill&iiiti^keit  Teriae*4«a. 

F«r  4ic  aaf  cn&äe  Proportiaae«  aidi  grMettdea  B^rUvm' 
fffiD  reicht  die  R^rt^  bus,  du.sh  >  ur  der  wirktlcheo  R«reeiHiuog  dftf 
hebtingaeodesa  Uiieika  das  I  erliäiktiiss  m'tt  deo  hekaiint«'»  (/tU  dero 
in  eis  ^«rkillaiw  «AMMHlir  yti4itrff  vannMiäell^  «U«     1^^  äl§U 
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a  Pfü. :  ^Pfd.  =  cSgr. :  ^Sgr.  die  Proportion  a  :  ^  =  rSgr  :  a: Sgr. 

b  *  c  * 

gebildet  werden  nifiMie»  ans  welcher  drSgr.s-^Sgr.  als  der 

Werth  Ton  dPfd.  sofort  hervorgeht 

Bei  den  mit  Hülfe  der  Zttsanmenietsnng  ybn  Verhältoissen 
auszufubreoden  RechnuDgeo  müssen  aber  zunächst  alle  Verhältnisse 
lauter  unbenannte  Zahlen  enthalten,  und  es  ist  erst  in  der  durch 
die  Zusammensetzung^  entstandenen  Proportion  in  dem  Verhältnisse» 
welches  die  uubekaonte  Zahl  euthalt,  die  ecforderliche  BenennuDg 
hinzuzufuffen. 

Für  die  AnflSmg  tob  CSIeiehwgeii  ist,  weno  anders  Aufga- 
ben mit  benaünten  Zahlen  gegeben  nnd,  hach  der  Bildung  der 
Gleichungen  die  Weglassung  der  Benennungen  zu  empfehlen ,  wel- 
che 60  lange  fehlen  können,  bis  die  Unbekannten  berechnet  sind. 

In  der  Gcuuietrie  ist  es  bei  der  Inhaltsbestimmung,  so  wie  bei 
der  Berechnung  unbekannter  Grössen  aus  gegebenen  zu  tadeln, 
wenn  filr  die  räumlichen  Grössen  allgemeine  Zeichen,  wie  r, 
k  n.  s.  w.  eingeführt,  und  solche  bald  als  benannte,  bald  ala 
unbenannte  Zahlen,  wie  z.  B..  in  dar  Formel  f=r^n  gebraucht 
werden.  Um  diesen  Fehler  zu  vermeiden,  ist  es  angemessen^  hier 
eine  bestimmte  BcncDniins;  B  Fuss  als  allgemein  Gleitendes  Maass 
anzuDebmeu,  und  mitbin  die  Grösse  der  Linien  durch  h\  r\ 
die  der  Flächeu  durch  ai^\  f^'  und  die  der  Körper  durch  lc^\ 
oder  auf  eine  andere  noch  sweckmässigere  Art  aussndriicken  9  nad 
beim  Beebnen  die  Benennaag^ssCichen  da,  wo  es  erforderlich  ist, 
stets  wegzulassen.  Wird  die  angegebene  Bezeichnungsart  ge* 
wählt,  so  können  nuch  in  der  Trin;onometrie  bei  der  Rrrrrhoung 
der  Dreiecke  nicht  mehr  solche  iinriehtip^e  (Tleichungen ,  wie 
losr  -4i?  =  log  AC-^V^Q  sin  r*— lag  sin  ß  und  ähnliche  vor- 
kummcD,  wo  für  lug  AU  und  iog  AC  geschrieben  werden  mu&s 
log  e  und  log  6,  vorsusgesetzt,  dasa  e  und*  b  blasse  Zahlen  sind» 
Ein  ähnlicher  Fehler,  wie  der  ailletst  geriigte,  kommt  aueh  in  deir 
zuBammens:esetstao  Zinsrechnung  vor,  ind^m  ndan  hier  gewühnlich 
das  Kapital  sssr,  oder  s€!  setat^  so  dass  m  and  c  henaante  Zah* 

len  vorstellen,  und  dann  den  Ausdruck  «.(1  +  ^)»,  in  welches! 

überdiess  noch  der  Multiplicator  benannt  ist,  durch  Logarithmen 
berechnet,  woraus  man  cottse<|aent  schliessen  kSnnte,  dass- es  auch 
Logarithmen  beUannter  Zahlen  gäbe. 

Bei  den  geooietrischen  Beweisen  kitenen  die  Zejiammensetzon-^ 

gen  der  Pro|>or(ionen  umgangen  werden,  sobald  nur  in  den  Lehr- 
sätzen dip  Ausdrücke  zusammengesetztes  Verhaltniss,  oder  Product 
stetiger  Grossen  vermieden  sind,  wenn  zuvor  folgende  zwei  iSätze, 
welche  mit  ihren  Beweisen  hier  eine  Stelle  iindeu  mö^en^  erwieseo 
sind,  usd,  Wo  es  irgend  thnnlidi'ist,  rein  geomelnsebe.Bawelsd 
gegebefi  werden. 

1.  Sind  A,  B,  F,  so  wie  C,  />,  G,  H  gleichartige  Grös- 
sen, und  ist  zugleich  A  :  Bz=.C  x  D  i/od  E  i  f—Oi  JB*  so. 

.  ,      ,  A    ß  ^    C    D  .    •  •  ,  * 

ist  auch      '  ~p  =  JT '  j2-   .  '  '  .    •.  .    '  • 

Beweis.   Es  sri  M  fdr      B,  E,  F,  und  M  &k  C,  MM,  H 

gemeinsdiaftliches  Maass  und  zwar    \r=ia,  M^  B^b^Mf^ 


Digitized  by  Google 


H=f.N\  dann        ^  ==       -p=       ^  ==  T 
g~  yi  «DW  es      —  :  y  rs     »  y,  folglich  aucli  ^  :  ^ 

2.  Sind  ^,  By  C,  D  gleichartige  GuSam^  «id  iat  jtf  :  i9 
^Ci  D,  so  ist  «ucJi  ^  i  C=ir  Ä 

Beweis.   D«  A  :  i^=?  C  ;  /^und  auch  C:  /!=  C:  B,  so 

A     fi  AB  - 

aacii  1.  aucii  ^  :  ^  =^  1 ;  1,  also  ^  =    >  ^^'^^     •  C=.Bx  lO, 

Zar  RecbtfertigiiDg-  der  bier  aafifftstelltaii  Bebanptiing  «elleo 
i«  Felgenden  die.  ia  der -seebstt«  Ausgabe  des  Grundrisses  von 
Lorenz  vorkommendeD  iinrtcbtl|ge|i  geometrischea  Sätze  und  Be- 
weise so  e^ofnsst  werden,  wie  man  es  von  der  .^latheinatik  mit 
ilecbt  fordern  darf.    Zunächst  inuss  §.  195.  so  lantrn : 

Zwei  scbiefwi  t!  k  1  i  ü:c  Parallelogramme  verhalten 
sich,  wie  die  Rechtecke  aus  ihren  Grundlinien  und 

Der  Beweis  f&r  diesen  Satz  erhellet  sogleich,  da  die  Rechtecke 
4ca  Paralielogrannnen  gleieli  sind. 

Vor  denweiben  könnt«  *aber  nocb  folgender  ein  geschaltet 
wtfien: 

Zwei  Rechtecke  verhalten  sich,  wie  die  Prodaete 

W8  dcu  Slaasszahlen  **)  ihrer  Grundlinien  und  Höhen. 

Tin  letzteren  zu  beweisen,  rauss  freilich  schon  die  Ausmessung 
uiies  Rechtecks  gelehrt  sein,  allein  diese  Lehre  möchte  auch  un* 
mittelbar  hinter  den  Ahschnitteoj  welche  von  der  Verwandlung  ebe- 
Bir  Figuren  iu  Rechtecke  und  Uuadrate  und.  von  dem  Maosse  der 
Mra  Grössen  handeln^  die  passendste  Stellung  finden. 

Die  8Ufte  in  ^  196«  und  f.  198.  kdnnen  auf  folgende  Art  ans» 
jedriickt  werden:      .  * 

$<  196.  Zwei  Quadrate  verhalten  sieb 'wie  die  xwei« 
ten  Potenzen  der  31  aassvablen  ihrer  leiten. 

5  798.  Zwei  Parallelogramme,'  wie  auch  zwei  Dreiecke,  in 
«leoen  ein  Winkel  geprenseitig:  bleich  ist,  verhalten  sich  wie  die 
Kecktecke  aus  den  diesen  Winkel  einschiiessenden  Seiten. 

-fewcia  Da  die  PanMeji^rMaie  einen  Winkel  gleicb  beben, 
so  kann  man  sie  so  aneinander  legen,  das»  di.e  gleichen  Win- 
kel Scheitelwinkel  werden»    Es  seien  also  (TaC  IL  Fig.  3.) 

■  die  beiden  Parallelogramme  AC  und  >:/jP  die  gegebenen,  üm 
;^ufi  den  ^nin  «A.erweiseui  ceastrnire  «aa  ans  uadw^jO, 

^  Wie  tweckmässig  es  sei,  nicht  nur  die  Grösse,  mit  welcher  2U  messen 
nt,  Bondm  aiicli  diejenige  ZabI  hesonden  aa  henemen,  welche  aneiebt; 
jene  in  der  su  messenden «Grisse  enthalten  ist,  wird  wobf  von 

Niemand  in  Zweifel  pesf<llr,  \\\\k\  daher  gebraucht  Ohm  das  Wort  Ge- 
mäss für  die  erstcrc  Grü-s-se,  und  das  Wort  Mnass  fiir  die  Zahl,  welche 
^»tiinmt,  wie  oft  das  Gemäss  su  nehmen  sei.  Dieser  Gebrauch  dürfte 
Aper  schwerlich  zu  hilligen  sein,  da  das  Ht^ovt  Maäss  sprachlich  nicht 
Zaiil,  vfelcbe  iShlt^  bedeuten  kann.  Uns  scheint  biefi&r  das  Wort 
"^**Uihl  das  anfsmesaenste  an  sciBt 


uiyiii^ed  by  Google 


US 

■  I 

so  wie  aus  j4E  und  j4G  die  Reclitecke  ^ff  und  ^4/,  und 

verlängere         und  HC,  bis  sie  sich  in  A',  und  /W  uud 

17^,  Eis  sie  aicli  lo  JL  treffen.  Jeiatt  ist  ^C:  AK=AD :  ^€7 

iii&d  .^F :  AK=JB :  //r,  ebenso  int  AH:  AL^A^ :  -rfö, 

weil  AIh=AM  \xxs^AG=AN\^i,  um^  AF  i  AL=iAE'.  AB, 

folglicli  ist      :  AK=AH :  AI,  und  AFt  AK^AIx  Al»^ 

AC  AH  ' 

und  Meians  folgt  dureli  Dmfion  -jp  \  \^-^  ;  1,*  nlso 

auch  AC  :  AF=An  i  AI,  w.  z.  e.  w. 

Der  Beweis  für  die  Dreiecke  ist  dorn  vorstehenden  ähnlicb« 
Die  Beweise  zu  d^n  Sätzen  in  f.  2:^0.  ui^d  222»  Inssen  sich 

richtiger  so  führen: 

§.  222.   Aehnliche  Dreiecke  verhalten  sich  wie  die 

Itnadrnte  ihrer  fthnHeb  liegenden  Seiten'.  ■ 

Beweis.  Ist  (Tat.  11.  Fig. 4.)  AAJ3Ccoi^a//c,  uud  biud  AU  uud 
ad  Qoadrate  fiber  den  Sbniicb  liegenden  8eUen  AS  und.  ä^» 
so  soll  ^ÄBCx  ^alc=AD :  md  sein.  Man  mnene  AF^AC 
und  af-=.ac^  und  ziehe  FG  purallel  Afi^  so  wie pnmllnl 

ah,  so  ist  AG  :  AD=  AF :  AE=:  AC  J      und  agi&ii 
^zac  :  flf/^'.     Nach    der  Voraussetzung   ist   aber  AC  :  AB 
Tzzac  :  ^/z^-,  folglich  hat  man  AG  :  ADz:=zag  :  ^/Z  und  da- 
~  her  auch  AG  :  ag  ^  AI}  :  Da  nun    nach  §.  19$. 

^ABC  :         =       •  W^»  i*«^  ist  «Hell  ^ABC  \  ^aöti 

2^.  Von  (frei  stetig  proportionirten  Linien  wie  (Taf.  II. 
Fig.  5.)  AD^  CD,  BD  iu  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  ver- 
hält sieh  die  erste  nur  dritten/  wie  dns  ^nadrat  der  ersten. in  d«nt 
der  sweiten,  also  AD  :  BD=AB9  :  CDf.  " 

Beweis.  Es  Ist  A^^^  :  i^ßCDzssAD  '.  BD,  wiftn  ihn;r 
gemeinschaftlichen  Höbe  CD,  ferner  isl;  wegen  Ae&nUthkeit 
der  Dreiecke  [^ACD  :  ^BCD=AD9  \  C09^  fplgUch  ist 
nnch  AB  i  BB=A1>I  ;  CB9,      .  , 

Vermittelst  des  f.  322.  lutnfi  leicht^  folgender  Sats  (^wiesen 
^rden. 

Sind  vier  Linien  proportibni^t,  si»  sind' aacli  ihre 
Quadrate  proportinnirt«  . 

Beweis.  Es  seien  die  vier  Linien  durch  A^  By  D  bezeicb- 
-  '    net  und  A^\  B  z=.  C  \  D.   Man  construire  aus  A  und  C  und 

einem  beliebigen  Winkel,  und  ebenso  aus  B  und      und  dem- 
selben Winkel  zwei  Dreiecke,  weiche  ähnlich  sein  werden, 
und  daher  sich  sowohl  wie  A^  :  B*i,  als  auch  wie  C^  :  D^ 
^     verhalten,  woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  folgt. 

Nach  dem  Gesagten  ist  leicht  einzusehen,  wie  die  stereometri- 
sehen  Satze  in  den  320.  321.  323.  333.  341.  351.  und  375.  rieh, 
tiger  auszudrücken  uud  zu  beweisen  sind.  Daher  soll  hier  bloss 
der  Sats  in  f.  388.  besonders  betraebtet  'wetden.  Er  mnsfe  lanten« 

Zwei. ähnliebe  Prismen  verhaften  sich  wi«  die  Wlir*> 
fei  ihrer  ähnlich  l}«gen.den  Seiten.  , 

rm  ihn  gehörig  beweisen  zu  kdnnen,  ist  es  i^^thig  folgende 
xwei  Sätze  voraufgeheu  zu  lassen.  .  .         ,       ^    .  ■ .   •  -  .  ' 


L^i^ui^i^u  Ly  Google 


117 

1.  Aehnlicbe  Paral  lelepipeda  verbalteo  sich  wie  die 
Würfel  ihrer  ähDÜch  liegeodeu  leiten.  Ist  (Taf.  III. 
Fiff.  1.)  AQcoag  und  sio^  AD  mid  md  iliBlUh  liegende 
Seiten,  no  eoll  AQ  :  agzssAB^  i  mdß  seife, . 

Beweis.  1.  Sind  AG  uud  ag  rechtwinklige  Paralleloiiippda, 
also  ihre  GrundOächeu  AC  und  ac  Rechtecke,  bo  cuuatruir^ 
aum  Über  AD^  und  md  die  Quadrate  AM  und  4rl.  und  über 
letzteren  die  Würfel  AM  und  am^  deren  obere  Seitenflächen 
u"^  durch  die  Parallelepipeda  erweitert,  die  Recht* 
ecke  MX  und  mn  i^ebea.  Bezeichnet  maa  nun  die  ähDlichen 
Parallelepipeda  Au^  ag  mit  J",  die  Würfel  A^L  am.  mit 
TT,  fr,  und  die  an  diesen  liegenden  r;traT!rlc[(ipeda  BM^  Om 

.  Bit  A.  a,  so  verhält  sich,  wegen  gleicher  Hühe  W:  (  fK-\-A) 
=zAI  :  AC=AK  :  .^/?  =  :  AB  und  f/»  :  (  //'H-«J 
•=z.ad'.aby  und  wegen  gemeinsanirr  Grundfläche  7':(W^-f--Jj 
^s.AE  :  ALtsnAE  :  uud      ;  (i^  +  a)  =  £rß  :  Da 

wm  aber  wegen  der  AebeUebkeit  tm  P  WMp.fkk-ADiAB 
=  md  i  md  und  ^i?  :  ADssme  :  ml  Tietbält,  eo  tel  ancb 

Wi{W'hA)  =  9c:{w-ha)  und  P:  ( irH-^=;:> :  (li'-t-ii), 
folglich  durcli  Verwechselung  der  mittlem  Glieder  W :  ta 
-s(Fr-h^)  J  und  P:  p  =  (W-hA)  '.(w^0), 

lud  daher  /*:  p  =  IVi  w  =  AJ}^  :  o«^. 

Seihe  bewiesen  .werden,  dass  P  :  psszAB^  :  ml^  lei»  i«  wirde 
der  Beweis  den  voraufgehenden  ganz  ähnlich  sein»  nur  müsste 
W — A  und  w — m  statt  W+  A  und  w  +  a  geschrieben 

•       *  •  •  • 

1  Sind  aber  die  Parallelepipeda  A G  und  ag  nicht  rechtwinklig, 

so  verwandle  man  sie  in  rechtwinklige  und  zwar  so,  dass 
-  AD  und  ad  in  diesen  ebenfalls  ein  Paar  ähnlich  liegende 

Seiten  werden.  Bann  verhalten  sich  diese,  well  sie  chcnfalls 
ähnlich  sind,  nach  1.  wie  AD^  :  ad''^  da  sie  aher  heziehlich 
mit  AG  uuU  »g  gleich  sind»  so  muss  auch  AG :  4tg=AD*' :  md^ 
seiu.     '  ; 

liSlndivlen  Llnaen  A^  B^     ü  proportianirt»  sa  sind 
mb  Ihre  Würfel  proportionirt^  ist  also  A  :         C : 
so  iit  anek  A^  \  B^=C*  : 

Beweis.    Man  •constmire  ans  den  Linien  Jf,  B^  swei 
'    ibnliebe  Rechtecke,  so  4ass  A\  A  und      ZI  ähnlich  lie* 
^-  igende  ^Seilen  werden,  und  beschreibe  über  dan  Recbteckan 
zwei  ähnlieba  Parallde|dpeda      p^  so  ist  naek  dem  ersten 
Satne  jP  :  p  =  A^  :  B«  und  ancb  P :  p'=  €•  x  ü«,  worana 
X  M^t=xG^  x       folgt..  ' 

Hütt  Jässt  sich  di  r  vorliin  Uber  das  Verhältniss  ähnlicher  Pris- 
ka aufgestellte  Lehrsatz  lolgeudermasseu  beweisen. 

1.  Die  ähnlichen  Prismen  seien  Pt  p,  und  es  soll  bewiesen 
werden,  dass  sie  sich  verhalten  wie  die  Würfel  vou  einem  Paar 
aUIich  licecender  Seiten  der  Grundflächen  S,      also  wie 

sich  jedes  Frihuia  iu  eio  rechtwinkliges  ruraüelepipedum  mit 
gegebenen  SeiteuKuie  verwandeln  lässt,  so  kann  man  statt 
^  Prismen  Pf  p  swel  ihnen  glaieke  Parallelepipeda  €r ,  g  setieni . 
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welcLc  rpclitwiiikliä;  und  einander  Hlmlich     sind)  und  die  Kanten 
s  cIkmUüIU  zu  alinlieb  Uegetideii  heiteu  haben.   Dann  ist  nach 
dem  ersten  bewiescuen  Satze  G  :  gzssS'^  ;  s^^  da  aber  G=^JP 

2.  Wird  aber  bebaupletj  dass  die  PrisnieD  sich  verhalten  wie 
die  Würfel  von  solchen  ähnlich  liegenden  SeitenliBieo  a,  welche 
nur  TU  den  Seitriiflächen  cfP^iörcn,  so  fols^t  die  Richtig^keit  dor  Be- 
hauptung aus  dem  unmittelbar  vorher  bewiesenen  ^siatzc.  Denir 
nach  1,  ist  I*  :  p=zSc  :  aber  i  n^^A*^  i  ö*,  weil  nach 
der  Voraussetzung  S:  s=zA  :a  ist,  folglich  auch  P :  p^iA'^  i  a^* 

l9och  mdge  liier  der  Beweia  diaea  atereoaietrisclieii  Satsea  eine 
Stelle  finden,  um  die  weitere  ADweadnag  dea  oben  bewiBaeaen 
Satzes  1.  zu  zeigen. 

ZVei  IVismen  von  gleicher  Höbe  verhalten  aick  wie  ihre  6rand« 
Hä^ben,  (Vergl.  Matthias  Leitfaden  $.  272.). 

,  Beweis.  1.  Sind  die  Prismen  dreiseitig,  so  fole^t  der  Satz  leicht 
aus  dem,  dass  zwei  Parallelepipeda  von  gleicher  Hübe  aicb 
wie  ihre  Gruadflächeu  verhalten.  : 

%  Ist  aber  das  eine  Prisma«  /*,  über  der  GrundflSdie  G  dreisei- 
tig, und  das  andere,       über  der  Grundfläche  F  viel-  x»  B.  . 
fünfseitig,  so  lässt  sich  letzteres  iu  drei  dreiseitige  Ay  C 
über  den  Grundflächen  Hy  /,  K  zerlegen,  und  es  ist  dann 
«ach     A  \  MsaHt  I^M\»T  (A-^ß)t  BzsxiH-^^I)  X  J, 

auch  ist  C  i  Bs=iK  i      folglich  durch  Division  :  1  ' 

s=^^ :  1,  alao  M-H^)  :  C={ff'^I)  t  X;  vtid  daher 

wieder  (Aj^-B-^-C)  :  C=z{B-^  J-^ K)  i  K.    Auch  ist 

PiC=GiJtL,  folglich  ^"^1"*"^  i  i»2i;^±J? s  1, 

nnd  daher  Ä*:  /»ssjPj^,  w.     e.  *w.       *  ' 

^  :SfBd  Mdttr  Maoien  P  oad  ^  GmadUftebeBL  /*  imi  G  »ielaei« 

tige  Fifi^uren,  ae  aei  H  ein  dreiseitiges  Prisma  Über  dar  Qmnd« 
fläche  H  und  von  gleicher  Höhe  mit  den  beiden  ersten.  Dann 
iat  nach  2.  PiM^F  tM        Q  :ites«sÜ|l  fofgUck 

-    '  ^  :  1  =  1  :  1,  wid  ddher     i  «iil*  i  tt 


*)  Bezeichnet  man  von  den  Paralieletiipeden  die  Rei^teeke,  welche  den 
0rundflicben  der  PriMieo  gleich  aindi  mit  R  und  r,  so  ist,  da  diese^ 

'  ^htandflacben  sich  ivie  9l  :  if\T€rbBlteo^  R  x  mS9  :  t7,  und  druokt 
man  noch  die  andern  Seiten  jener  ;tU€atee|^  .daußli."^  imd  i.aus,  so 

ist  R  :  S9^B  iS  waA  n  t9^b  :     folglieh  -  :  -  ===4  :  -> 
R  Ssf 

aber  aiithin  ist  auch  B  s  bnS  i  »  nmt  daher  itcor.  Da 

nun  auch  die  Hohen  der  Parallelenipeden  wte  'S s,  also  nath  dem  so 
f!>en    vviesonen  aofili  Wie  B  :  o  Sick  'vetbaltetti  ao  sind  die  PtteUa* 

lepipeda  khiiiich.    *     *  «  '  '  ,  •  ^ 
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Aufgaben  zur  An^\cn(1ullg  des  Varlatians- 


Herrn  Dr.  6.  Strauch 

Umr  4erlfalh«n.  an  d.  EriMhaogtmtfcU  lu  Ltnsburg  im  KmUmi  iv  Ajur^au. 


(icik  lege  hier  dorn  PiiLlIkiun  einige  Vr<i\i]<-\uc  »üh  cinfrn  f(rÖH«»'r<*n  Wfrkt 
Yor,  Jede  Üemerkuiig,  jeder  gegrund«iUi  iadei,  u.  m.  «v*  Mird,  j«  «bef 


B«tttr  Ügte  4eB  IbcMito  v«rkmUii#ii  PrMtmB  ««eb  fielt  kiwüt 

und  wtmuchte  es,  eioe  Methode  zu  de  reo  Auflönuog  zu  |fCli4M» 
Ditm  ^eMhah  im  Mumm,  k&tükmtm  W«rk«:  ||«tli<»dui  loye* 


mek  Backt  aar,  daw  die  io  4e»  besagtes  Eaier'M;lieo  WeflMB  aayf' 
«wdaia  MrtfcHe  gar  Ima  MaHwde  aai«  Mniani  bmIi«  daiia  I0 
^■aafltai  Bsa       tieto  Giutaoßtn  vaa  PrabltM«  aar  aiaa  ai» 

«i^  Gattaai:  nefri«eatirt,  dia  FrMemt  telbct  aW  unMef  aaeb 

U-^-hFt  miTQil&tääd'ii  s^Iost  seien.    fM%ü  d^tukp.  numfnüUh  d^rnn, 
<  ^JJea  d>^-^:)   Au^ösUBgen   fii'-  fir^ut^i*^itiitiu;£fn  i*-iiif,u, 

feaa  luuife  fia^  Jiiitex  ■angi-Al  ,  w«4iir(;ij  Mai»  tMUsMi^d^u  kMutt^ 
aia  Cräartca  adber  Klriaftrt    a4cf  bffafi  vaa  hcidca  MaHliadc* 

EaUr  «rrlf  aaa  die  Lsgraaue'acW  Mftfaair«  flp4  Waa" 
%eiB!^  eie  aaif  «i£^e  Wc^sk   mt4  tvime  4kUiiimf 
\amt  AinbacA^csr        ai»^  M>tctn^  ^^^o^ggl^^P^  4Li^^tl 

jhflK^fltfflt  ^BMvtfl^p  ^^Nflfflih^  ^PÄ^         Äilft^Jt^  JP  'i'^^iWÄJW^Jl^  ^fcÄ^P 

«wa  adMUba  &Mpriba  aa  iif«^  «aa  «mbi:  l4¥ipH^ 
Infliwa  .(Kaa  «f^««^^  C«t:4i#-<fc  ^4;»  <Ur4^**t^«  ^t^^^  A^:U.i^i^<  i 


kalkuls. 


Tatt  den 
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Ungeachtet  dieser  vortrefflicheo  theoreiiscbeD  Bearbeituogeu 
tat  aber  die  KeniitniM  des  Varbtioiitluilkiil't  Beck  to  treaig^^eiw 
breitet,  dass  die  ffrössere  AozabI  der  Natbematiker  denselben  nnr  ' 

dem  Namen  nach  kennt.  Worin  mag  diese  Tbatsache  ihren  Grund 
laben?  Etwa  dftrin,  driss  solche  Mrinner,  ^vonn  sie  bei  den  Stufen 
der  höclisten  Höhe  ihrer  \Vissen5cliatt  angelangt  sind,  die  Kraft 
nicht  melir  liahen,  auch  dicst'  zu  hesteifren ?  Letztere  Fraoce  muss 
jedenfaliä  yt-roeiDeod  beant^v,ürtet,  uud  der  wahre  Grund,  dass  die 
Kenntniss  de»  Tariationskalkuls  npcb  so  wenig  verbreitetest,  dar» 
in  gesucht  Werden«  dass^  es.  dds  abstrakten  matheaatiscben  Theo- 
rien, wenn  man  ihnen  nicbt  mit  praktischen  Anwendungen  zur  Seite 
steht,  e!>en  so  ergeht,  wie  es  etwa  einer  in  wissenschaftlicher 
'StrcKge  abgefasstea  Aesthetik  ergehen  würde»  wenn  keine  Kunst« 
werke  auf  der  Welt  wären. 

Ich  habe  es  unternommen,  für  die  Auwendung  des  Variations- 
kalknls  Probleme  pn  bilden  ntfd'aafiinlttsen,' and  dadni^b  «Sem  an* 
gehenden  Analytiker  Gelegenheit  zu  bieten,  sich  in  allen  Operatio- 
nen der  höheren  Analjsis  zu  üben.  Diese  Probleme,  wenn  ich. 
gleich  selten  mehr  als  drei  von  einerlei  Art  gebildet  habe,  sind  r« 
einer  selir  bedeutenden  Anzahl  angewachsen .  und  sie  machen  zu- 
sammeu  ein  ausgedehntes  Werk  «ns.  Ich  lege  dem  mathematischen 
Publikum  einige  dieser  Probleme  als  Probe  vor;  oh  ich  grade  die 
iflteressantiestea  wiege,  will  ieb  nicht  entscbeiden,  da  das, -was 
man  interessant  nennt,  nur  Geschmackssache  ist.  Zunächst  mögen 
Probleme  über  das  Grösste  und  'Kleinste  folgen. .  Dlcaa  habe  ich  in 
drei^  AhtheiluDgen  l»rac!it. 

Die  erste  Abtb eilung  enthält  Probleme,  die  nnr  auf  Urfunk- 
tionen  führen.  Diese  musste  ich  alle  selbst  zusauimen« 
setzen  und  ausführen.  Ich  will,  wenn  gleich  diese  höchst  in- 
etroktlir  sind,  und  wegen  ihrer  Neab0lt  auch  Interesse  finden  wer*^ 
den,  =bier  in  diesem:  Archive  doch  nur  einige  der  einfachsten  mit- 
theileo,  weil  man  einmal  gewohnt  iet  beim  Variationskalkul  «nob  ■ 
jedesmal  zu  infrsrriren.  > 

Die  zweite  Abtbeilung  enthalt  Probleme,  welche  auf 
Ausdrücke  führen,  in  denen  noch  Dill'erentiale  eingehen.  Die  hier- 
her gehörige  Theorie  hat  Lagrange  (m.  s.  z.  B.  die  Crelle*sche 
Cebereetznng  der=  Lagr  an  gerieben  Werke, 'Bd  h  S.  405: 
498)  nur  nngedeutet,  und  ihre  Ausbildung  verdanken  wir  Martift 
Ohm  (man  sehe  z.  R.  drsspn  Lehre  des  Grössten  und  Klein- 
sten. Seite  2i)S  —  Probleme,  welche  in  diese  zweite  Ab- 
thcilnng  geliören,  gilit  es  Iiis  jetzt  nur  liiof.  Das  eine  davon 
ist  von  Lugrange,  und  liuUet  »ich  z.  B.  in  der  Crelle'scben 
üebersetzung.  Bd.  1.  Seite  495.  Ein  zweites  findet  sieb'  in  > 
Francoeur's  XauVs  'eomplet  de  Matbdmiit1i|tt(itf  •  «pares: 
Bd.  IL  Drei  andere  finden  sich  in  Ohm^s  System.  Bd.  VlC 
Anhang  II.  Aufgabe  1,  5  und  0;  die  Aufgaben  2,  3,  und  4  eben- 
daselbst sind  weiter  nichts,  als  drei  verschiedene  Fälle  des  so  eben 
erwähnten  von  Lagrünge  gegebeuea  Problem's.  Von  derglei- 
xbe^u  pBoblemeu  will  ich  viele  mittbeilen,  da  sie  wegen 
'ihrer  Neuheit  gewiss  Internste  finden -werdeni  iiftd 
%ie  hiichst  instruktiv  sind,  in  welcher  Hinsicht  i«h  hrtt 
-nur  auf  den  einiiigen  Umstand  aufmerksam  machte,  dasi^ 
dabei  fast  immer  mehr  Gleicbuogeii  so  atfüllen  find^  ali 
unbekannte  Stücke  vorkommen.     '  ' 
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Die  dritte  Abtheilung*  entbilt  Probleme,  welche  anf  Ans- 
drücke  fithreD,  in  deoeo  ooch  Infeafrale  ein|^ebeD.  In  diese  Abtbei- 
long'  2:eliört  die  Gattung  der  in  Luler's  oben  frenatuitcm  Werke 
(Metbodus  inveniendi  u.  s.  w.)  L'otbalteüeu  Prohieme.  AUer- 
dingrs  baben  Lagrange  und  Ohm  einige  in  diese  Abthcilung  ge-  * 
bonge  und  lebr  schätzeuawertbe  Beiträge  geliefert;  allein  das  bier 
II  bflttiMimde  FeM  bt  m  angeiiew»  tfaiv  4i9  tmk  mr  gemadM 
tM  Zagabett  allein  lOTiel  betragen',  aUi' die  beiden  ersten' AbtM« 
IngeD 'ttmammen.  Diese  Zugaben  brauche  ich  aber  hier  nicht  auf»  . 
vaäblen,  da  ieb  ji  im  Begriffe  bin,  die  Probe  dem  Publikum  Tor« 
tilegeo.  Ich  werde  bei  jedem  einzelnen  Probleme  der  dritten  Ab- 
tbeilung  Geleprenbeit  nebMea  auf  das»  waumein  fi%enthutt  itl,  «ni^ 
Berksam  zu  machen. 

Obgleirli  ich  aber  hier  in  diesem  Archive  nur  Pro- 
bleme miuheilen  wiil^  so  muäs  ich  doch  we^en  der  mir 
angebörigen  Eigentbümlicbkeiteu  noch  einige  Bemer* 
kangea  irornniieblerken,  sewabl  ü4>ef  detf  VnriationlikaU 
IbI  lb«rbanpt»  als  aneh  Iber  das  6r4sate  nad'KUinslai 
nnd  ich  will  mit  einer,  #ie  mir  scbcint,  erschöpfenden 
Definition  des  Variati>eneliAlkuIs  beginnen.  Der  Sach» 
kenaer  wird  dabei  erbeten,  anf ■  welabe  6mn4lag«'ialK 
baue. 

Der  Variationskalkul  ist  derjenige  Zweig  der  holjeren  Aoalvsis, 
welcher,  wenn  man  Punktionen  in  andere  Funktionen  äbergehea 
tisst«  die  aus  diesem  Verfahren  lolgeuden  Ergebnisse  untersucht, 

UDti  auweuden  lehrt,  ■       >  *  *  *  ' 

Der  Variatinskalkul  untersrheldet  sich  also  wesentlich  vom  DÜTeren- 
zenkaikul-  denn  dieser  ist  bekanntlich  derjenige  Zweig  der  höheren 
Analysis,  welcher,  wibrend  das  eigentliche  Wesen  der  fVnktionen 
ungestört  bleibt,  nur  die  Werthe  der  in  den  Funktionen  befindlichen 

absolut  unabh1ingi.?pn  Venindprürhen  in  andere  Warthe  i'ihprg^ehen 
lässt,  und  die  am  dieiiem  Vejriabren  foigenden  JSr^bfu;^^«^  un^f sucht 
und  anwenden  lehrt.  .  *• 

Unter  die  Aufgaben  des  Varlatiou&kalkurs  gehc>rt  z.  B.  die  Behand- 
lung der  Fälle,  wo  die  Funktionen^  welche  gewissen  ßediuguugeu 
genügen  solleu,,  das  (iettuchte  sind,  wo  also  die  UntefSUjckuiig 
«Bibst  von  ganz^  unbekannten  Fanktlanen  ansgebt. 

Die  der  eben  besagten  Aufgabe  des  Variatiouskalkurs  analoge  Aufgabe 
des  Differensenkalkurs  ist  die  Behandlung  der  Fllle,  wo  die  den  in 
bestimmt  gegebenen  Funktionea  befindlichen,  abseiat  «nabhaogigen 

Veränderlichen  beizulegenden  Werthe,  welche  gewissen  Bedingunj^en 
genügen  sollen,  das  Gesuchte  sind,  wo  also  die  Untersuchung  Ton 
noch  unbekannten  \\  ercheu  der  in  bestimme  gegebenen  Funktionen 
befindlichen  Veränderlicben  ausgebt.      >      —  .  t  • 

Wenn  eiue  Funktion  in  eine  andere  übergeht,  so  sagt  man:  jjäie 
wird  vAriirt;"  die  Funktion  selbst,  welche  Fariirft' wird >  ' wird 
Ttriable  Pnnktien,  nnd  der  Untersebied  swisebeii  deK.nttieii  Wl4^ 
ttiptöagliiiian  Funktion  wird  Variatieti  'genannt.  .Wenn  eine 
•  tanable  Funktion '  als  elnnigeB  Element  betrachtet  wird,  so  nennt 
nan  sie  einen  variablen  Vcränderlkheu.  .  Mau  konunt  nun  tu  folt 
fH^en  Unterscheidung^: 

A.  Eine  Funktion  erleidet  eine  einfache  Variation,  wenn 
dabei  die  uichtvariablen  Veränderlichen  keine  Werthänderuag  er- 
leiden« Die  eiii£B$kea  Vanationen  sind  uber  von  sfweieriei  Act: 
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«./!)  Bia«  FaoktiMi  «M  j^radesu  fUr  yicli  alleio  asd  «oabliänffig  - 
VW  andern  Funktionen  variirt;  und  eine  soloba  «in&dia^VMWiSMi 

nennt  man  eine  nnmiltelbare  einfach  e. 

2)  Eine  Funktion  wird  dadurch  einfach  yartirt,  dass  eine  an* 
dere,  von  welcher  sie  abhängt,  einfach  variirt  wird»  oder  daai 
mehrere  uidere,  von  tpeleh^B  »1«  aUiängt»  einfiidi  vafiijrt  werden; 
wid*eme  aoldia  «i»f«elie  TariatfMi  pewt  mm  «Im  .mlUalbare 
einfache.  ' 

B.  Bine  Funktion  erleidet  eine  zusammengesetzte  Varia* 
tion,  wenn  die  nicbtvariablen  Veränderlichen  auch  zugleich  Wertb- 
änderuniren  erleiden.  Die  zusamaieoge8eta(teii<  Vwiation/Bii  aftBiA 
ftber  glelcbÜEilU  vuo  zweierlei  Art: 

ly  Eliia  P«iikti#D  wird  gnid««!  I&f  iich  allm  und  unabbänKig 
TOB  andani  v«ii»bleftl?iinktione«'x««kmiieDgea«Mvmibnt|  Ml  eine 
nelehe  «nwemeegeset^te  Varinlie«- neaut.  neu  «int  iiMiIfcelbaf«  ^ 
svsamsi  e  npc  csetz  te. 

2)  Eine  Funktion  wird  dadurch  zuaammeii gesetzt  variirt,  dnsi 
eine  andere,  von  welcher  sie  abhängt^  zusammenp^esetzt  variirt 
wird,  oder  tldaa  mehrere  andere ,  vmu  weichen  sie  abhängt»  zusain« 

mengesetafe  Tarlift  werde» ;  und  eine  eoleba  aoiawengeMtila  Va^ 
ijaHan  Mmt  ««a  cdaa  mittelbare  KusamMeajreaetnCfL 

Biermit  ist  die  Idee  des  VariationskaikuPs  vollkoj» 

men  ausgesprochen.  Biei  der  elementaren  Klarljeit  die- 
ser Idee  sind  wir  uns  jedesmal  bewusst,  wuun  wir  unbe- 
dingte Freilieit  in  den  Operationen  haben,  und  letztere 
nach  einem  zu  erreichenden  Zwecke  einriehteu  kunneu, 
and  wann  wjrgeawnngen  siad,  die  Operatienea  deji  je- 
deanal  obwaUenden  iTiast&adaQ  an  piiiterwerfaB  nad  an  | 
libetUaaep«  '. //'  . 

A.    Einfache  Variation^ft, 

1)  Unmittelbare  einfache  Variationen.  Wenn  eine 
Funktion  y  =  in  eine  andere  y4-Ay=V^'^  über£reht,  so  fuhrt 
man  ein  weiteres  dement  welches  tou  allen  andern  in  t//^  enthal- 
tenen Blemeatea  aaabbSngig  ist>  and  von  welchem  wiederum  alle 
W  '^ip  entfaaiteaea  Bleniente  naebbilBgig  sind ,  ia  di^  «eae  Faak^ 
tion  ^a:  so  ein,  dass  sie  sich  mittelst  des  Madanria^^ckieli  Sbtiai  ' 
in  Celgeada  Reiba  «atwicb«ia  liMit: 

Die  Ausdrücke  <^y,  S^pj  n.  s,     siad,  wia  nan  siebt,  eis  Fuoktioaen 
von     zu  betracbtea.  .  - 
' '  Waaii  ab»  dieaea^^teaidarljge  Blaaieat  at  ^  IVteram  gvada 

die  nach  laater  piMilivan  i^anzen  Potensen  dia  a  andteigeada  • 
Reihel  —   Was  hat  man  mit  diesem  fnemdartigen  Elemente  »  am 

Ende  aller  Operationen  anzufangen?  —    Wenn  bei  jedem  bclicbi-  - 
gen  Werthe  des  4V  der  M^erth  des  neuen  Ausdruckes  tpa:  dem 
Wertbe  des  ursprüngiiehen  Ausdruckes  (f.-v  unmittelbar  anlieo^t;  so 
Binsi  das  a  in  ifna:  so  eingcfubrt  ü4Uu>  däu  die  ^ipticieile  Bedeutung, 
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Bau  nach  ausgefiihrter  ReibeneiitwickelaDg'  dem  x  belle^a , 

ein  im  Momenfe  des  Verschwindens  bcfiudlicher  Werth  ist. 
Warum  muss  grade  das  x  diose  licdcutunt:^  liahfn?  —  Ist  es  im- 
fficr  möglich.,  das  x  so  in  die  neue  Funktior}  eiozuüiliren ^  Mit 
der  Beantwortung  dieser  Fragen  steht  aod  iällt  die  gaoze  Theorie 
ücf  uatoiltelliaf  eu  eiutucheu  V  ariationeo. 

WeoD  eine  FvaktioB  y=9>(^,  w)  in  eine  andere  v  +  A^ 
ibergebt,      bat  Mm  a«eb  biet  in  ^or,  tp)  daa  Ble- 
ant  X  so  einzuführea,  daaa  aieli  aiittebit  dea  llaelaiiriA*acbea 
SilMi  felgeBde  üetbe 

W)  jr+iä^ssyt^t  •p)-h«>^jp,  «^-f-fTg-fM^*   

oder 

ergiebt  Hier  wiederbelea  lieh  die  heteita  gaelellten  Fragen.  Die 
Ausdrücke  fy^  «^'y»  ,u.  s.  w.  aiod,  wie  aum  aiebt^  a|a  Fanktionen 

reo  a:  und  tp  zug;leich  zu  hetrachten. 

Auf  c^.iuz  sj^Ieicbe  Weise  hat  man  za yer^fthren»  weoA ^^SP^*^» 

Und  so  fort.  •  \ 

In  der  Keijie  U),  IV)  u.  s.  w.  wird        die  Gesamuit varia- 

a^ 

tion,  dagegen  die  einzeineB  €Keder  -a .  -j— ^ .  i^jr,  ■* 

werden  bezügllcb  erater,  swelteiv  «•  a.,w«  yariationatbeil^  und 
4i6  Keefficienten  dy,  J'y,  u.  s.  w.  werdlen  beulglic)i. erster»  xwei^ 


toj  n.  s.  w.  Variationskoefficieot  geoannt. 

2J  Mittelbare  einfache  Variationen.  Sobald  die  Theorie 
^er  unmittelbaren  einlachen  Variationen  begründet  ist»  hat  die  der 
mittelbaren  keinep  Anftaait.  -Daa  £aiitwiGkeSli^giMi|ittel,  iit  der  Ma« 
daarin'sche  Lehrsatz. '  '  ' *  . 

B.  '  !Eu9ammenge$et7it€  Variationen,' 

1)  ünmittelbare  zusammengesetzte  Variationen.  Wenn 
eine  Funktion  y=:  9P.jr  ubergeht  in  y-f- cA)y=  V^(*^~^~  ^*^).'  ^® 

eine  blosse  Wertbänderung  des  nichtyariahicu  V  eräuUerlicben 
« ist;  so  geht  die  Reihe  1)  über  in 


^a  aber  die  aasaaiaieDgesetzten  Variationen  c;>leichfHns  dnrch  den 
JkcUurin'scfaen  Satz  entwickeln^  an  köniieo»  setze  man  statt  dar 
Werthäaderung  Dop  die  Reihe   

Vij  X ,  d^of 4^ j-jj ,  i-f  - jtjtj  •      4-  • .  •   

^«niB  aber  dies«  Reibe!  —  Wire  ea  Hiebt  binreicbend»  statt  dar 

^^ithänderung  bloa  daa  Produkt  x.d^a;  zu  setzen?  —  In 
l^elchea  Fällen  gen^t  dieses  Prpdnkt^  Und  In  ^s^vtaben  Fällen  ist 
Reibe  VI)  nöthiff?  —  Mit  der  Beantwortung  dieser  Frat^ea 
«^«bt  und  fällt  die  Theorie  der  unmittelbaren  zu  sam  meiige- 
«etztea  VariatioAen.  Setzt  auui  nun  die  Reihe  VI.  an  (üe  ^Stelle 
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(des  JÜ.r  in  der  Reibe  V.  überall  eiu,  und  cntwic^kelt  man  mitteilt 
4«s  Madauriu^gclieD  öatsea;  so  bekommt  mm  lolgeode  Reilie: 

wo 

•  r  ■     '  • 

**•'»> 

8.  w.  u.  s.  w.    Die  zusammengesetzte  Gesammtvoriotion 
wird  hier  mit  (^Ijy,  lind  der  erste,  zweite  u.  s.  w.  zusammenge- 
setzte  Vaciatianskoeff icient  wird  hier  bezüglich  mit  (d)7/, 
n.  8.  w.  iMfteiehBel.  leb  litib«  ^die  Srlam^Bem  desshal  b 

fewählty  vrtiif  iie  überhanjit  an  zusammeogea^tite  Anii* 
rücke  erinnerDl   Die  mit        bezeichnete  WerthHndel^an^  mag 
Gesammtdiffereux»  die  in  der  Reihe  VL  befindiiel^eii  läieder  ' 


».^JP,  Y72'^*^*  n.  s,  w«  mögen  Differenetbeite,  ned  die. 

KoefBcietiteti'  u.  a.  w.  mögen  bezüglich  erster,  zweiter, 

Ji«  lu      Dlffere'nxkoefficient  geaamU  werden.  , 

Wenn  «?)  iilK  i  geht  in 

wo  //^  und  Dfü  blosse  Wertbänderungen'  der  nichtvariaUen  Ver- 
änderlichen a;  und  w  sind;  «o  gebt  die  Reihe  HL' über  iu 

  * 

üm  aber  auch  diese  zusaaimengesetzte  Variatien  mittelst  der  Mae- 

l^iirin'schen  Satzes  entwickeln  eu  kdnnen»  fletae'  man  statt 
UüdUw  iieaiigiich  die  Reiben       '  '      \       .  ]  w    .   ■  ,  {> 


»  1  -  , 

•  vi 


Setzt  man  diese  Reihen  wirklich  statt  Da:  und  /?/^  in  die  Reihe 
X.  überall -,elp,  und  .entwickelt  mau  mitteist  des  Maclaurin^scben 
Satiea;  so  bekommt  man 
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II.  Ii  w« 

* 

2)  Mittelbare  zosamietlfeBetate  Tariationen.  Sobald 

die  Theorie  der  ODmittelbareo  zusaiaiiieD^esetztpn  1  ariutionen  be* 
grQndet  ist,  bat  die  der  rnfttelbaren  J&eiMn^ Aoataid.  Wm  £«t* 
vickelangsmittel  ist  der  Maclaiirfii'sebe  Sats. 

Das  Grösste  und  Kleinste.   Dies«  Aufgabe  ut  eine  dop* 
pelte.  Ich  will  den  elnfaehsten  Fall  bier  yornebmeii« 

^  Es  sei  U :=z/(a:,  y)^  wo  y  ein  variabler,  dage^n  x  ein  nicbt- 
TtriaUer  Veränderlicher  ist;  und  man  sucht  für  y  eine  aolche  Funk« 
tion  dass  dann  bei  jeden  beliebigen  Wertbe  des  der  Werth 
des  Ausdruckes  L-=f{.T.  fp.r)  grösser  oder  kleiner  wird,  alä  es  ^ 
der  Fall  sein  kann,  wenn  mau  an  diR  Stelle  des  y  alle  diejeaigen. 
Faoktionen  setzt,  deren  Wcrtbe  bei  jedeiii  beliebigen  VVertbe  des 
jc  dem  Werthe  der  Funktion  fo:  unmittelbar  anliegen.  Ein  sol- 
cbes  GrÖsstes  oder  kleinstes,  welcbt^i»  ilurcli  den  eioiticben  V^aria- 
tionskalkul  aufccesnebt  wird  ,  und  »dessen  Werth  we£[en  der  noch" 
stattfludenden  Allgemeinheit  ,de^  .or,  l^ein  beitinmter  ist^  /nag  ein 
primäres  Grüsstes  oder  prinäret  Kleinstes  genannt  werden. 

Hat  man  nnn  fiic  f  die  ^utfktion  ^efnndeo ,  bei  weleber 
l78/(^;f^)  ein  primäres  Grösalee  oder  primäres  RMnaten  winl| 
■0  kann  man  noch  für  a:  einen  solclien  bestimmten  Werth  a  «n^, - 
soeben,  bei  welchem  dann  der  Ausdruck  l/^/{a,  <pa)  einen 
STÖssrrcTj  oder  kleineren  Werih  bekommt,  als  wenn  man  die  dem 
a  uiimittcibur  anliegenden  Nachbarwcrtbe  einsetzt.  Ein  solcbes 
Grösstes  Q4er  kleinstes,  welcbes  durch  den  ÜtÜ'erentialkalkul  auf- 
gesucht wird,  und  bereits  einen  8|fecieHen  Werth  hat^  mag  ein  se- 
kandäres  genannt  werden.  "     ^  .  f' 

Trifft  es  sieb  dann,  data  der  Aeidtnefc  Usss/(a;,  y)  gleieb« 
seitig  sowohl  in  primärer  als  aueh  In  sekvndärer  Besiebung  ein 
tirosstes  oder  Kleinstes  wird;  no  bat  man  ein  zusammengeaeti- 
tes  Grösstes  oder  ein  zusammengesetztes  Kleinstes. 

£s  ist  nicht  grade  nötbig,  zuerst  den  primären  Zustand  für 
sich  allein,  und  liieraiif  den  sekintJaren  Zustand  für  sich  allein, 
ttufzüsuclien ;  sondern  mun  kann  deu  AUüammenafCsetzten  Zustand 
auch  auf  einmal  aufllodcn.  Oft  ist  initri  sogar  gezwungen,  den  zn- 
saaimengcsetzten  Zustand  aut  einiual  imtzusuchen.  (mau  denke  z.  U. 
an  die  rrobleme,  welche  auf  iie.stinimte  Integrale  mit  veränderlichen  - 
Clräaiea  fübren).    Das,  zusammengesetzt^  Grdsste  oder  Kliinele* 
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auf  einmal  nn^iifinden  Ut  abef  Sa^e  des  snsaainieageaitsteii  V«* 

riatioüsknlkul's. 

Da  es  nicht  ^eine  Absicht  ist,  eine  Theorie  des  Va- 
riationakalküns  bier  mitzatbeileii)  so  will  ich  die  be- 
reite f^emaelitea  EeaierkaDgeB  Bieht  nock  TernekireD; 
denn  jetzt  wird  jeder  Leser  die  von  mir  herrührenden 

Eig-cnthümlichkeitcn ,  welche  in  den  nachfotp^enden  Pro- 
blemen vorkommen,  ohne  weiteres  zu  würdi^fen  verste- 
hen. Für  einen  Tbeil  meiner  Leser  ist  es  vielleicht  nicht  über- 
flüssig;, wenn  ich  zu  jedem  Probleme  einen  Paragraphen  aus  Ohm's 
Lekre       Gr^aslaii  ODd.Kleiaaten  citjre.  ; 


'        *  Erste  AbtheilüDg. 

,  A«fg»beD.,MV«l«ke  auf  Ausdrücke  führe!»  dle^nirklicke 

Urfunktioaeii  aind, 

;  *     •  Aufgabe  1. 

-(Zu  phm's  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  1^.  17.)». 

llf eiche  unter  alleii  anf  daesetbe  rechtwinkelige  Coordinatensy- 
etem  bezogenen  .ebeoen  Kurven  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die 

Eigenschaff,  düss  sie  das  Produkt  der  zu  irg-end  einer  riarli  fJelic- 
beu  ß-e^alilten  Abscisse  gehörit^cii  Ordinafe  und  dieser  um  die  Or- 
dinate verujiadertcn  Abscisse  grösser  oder  kleiner  macht,  als  es 
bei  der  uemlicben  Abscisse  alle  andern  der^  gesuchten  Kurve  ia 
jedem  Punkte  vSckatanlieffeudeo  Nacbhfirknrvea  maeken  k9inieD?  \ 
Die  hier  gestellte  Au&abe,  welche  ein  primäres  Grösstcs  odter 
((rtmärai  KielDstes  eocht,  fdkrt  ahif  deta  allg^meipen  Anedtiick 

wo  a:  jede  beliebige  Abscisse  und  ^  die  jedesmalige  Ordinate  der 
geaacbeea  Kurve  Ist»  Die  Ofdiaateu  aller, der  Karvea^  welche  der 
gesuchten  Kurve  in  Jedtfm  Punkte  aäckatanliegen»  werden  •darg*' 
stellt  dnreh 


X* 


wo  a  der  Null  näckstaaliegend ,  ^  die .  gi^siu^te  Fnaktien  voll'  Jr«. 
und      6*^9  W^  .gaaa*w»UkilKlieBe  reella  Funktianen  ivon 

4r.aind.  Ana  I.  lalgl  nun 

IV)  2y)j»f/~i.c)y.     "  '\ 

Aus  d£/=ü  folgt        2^=0,  d,  Ii.  es  ist 

Die  gesuokt€'Knrve  ist  aläo  diejenige  Gerade,  w«!'" 
eha  im  Anfangspankte  der  Coordinateu' 'die  AbecIsBeo- 
axa  nntev  . einem  Winkel  ackaeidat,  jiangen  ganlani«lrl' 
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sehe  Tang eDtc  =±  f  ist;  nod  .da  sich  jefzt  Gleicfaang  IV.  auf 

(^-f  =  — ^  .  ^f/"*  ziiriickziobr,  nlso  U  hv^  jeder  reellen  Funktion 
FOD  X,  welche  man  für  61/  setzt,  und  hei  jedem  heliebigen  Werthe 
des  a:  negativ  bleibt;  so  kt/Z'szsi  .      ein  pri  Area  GfiiMtea» 


Aufgabe  2. 

(Za  Obm't  Lehi^  des  Grasten  und  Kleinsten.  Seite  160^  iTI); 

Welche  unter  alieu  auf  das  nemlicLe  rechtwinklige  Coordina« 
tensTStem  bezogenen  ebenen  Kurven  hat  in  sich  einen  bestinmten 
FuDBt,  der  90  gelegen  ist,  «Ims  das  P^o4iikt  aeiiier  Ordinate  nitd 
seiner  an  dieOrdßnate  Tenainderfien  Absdase  nebst  dein  Prodakt  senef 
Abscisse  tind  einer  um  diese  Abscisse  verminderten  konstanten  Li* 
nie  grosser  oder  kleiner  iety  als  bei  allen  andern  nicbstgelegeneur 
Nacbbarpunkten.  mögen  sie  sich  nun  in  der  gesuchten  Knnre  oder 
io  den  ihr  in  jedem  Punkte  näcbstanüegenden  Nacbbarkurven  be- 
fisdeo,  der  Fali  sein  kann? 

Diese  Aufi^al»**,  welche  ein  zusammeneresetztcs  Grösstes  oder 
ein  zu^amInengescutes  Kleinstes  sucht,  fuhrt  auf  deu  allgemeinen 
Ausdruck 

1)  <^'=y.  (ar  — .  (a  — ar)  ^ 

wft  X  jede  beliebige  Abscisse  und  y  die  jedesmalige  Ordinate  4er 
gesuchten  Enrve  ist.  Die  irgend  einem  beliebigen  Punkte  nächst« 
gelegenen  und  sowohl  in  der  gfesncliten  als  in  allen  näehstanlic- 
geooen  IVachharkurvcn  belindlichen  Niu  fiharpunkte  haben  die  Ab* 
iciiie  (or  +  jftar^y  weiebe  man  auch,  da rta eilen  kiina  durch 

md  die  Ordinate 


III)  jr-l- « •  (%+      •  <^>*S^-** nTü  • 


wo  bekanntlich 


«.  t.  w.  ist.  Da  aber  die  Wertb&ndernng  des  '4?  gans  nnabbXn^ig 
Bsd  willkÜrlieb  ist,  so  wttre  es.  schon  hinrelebeed,  siatt  der  Reibe 
IL  deta  einfachem  Anajlrack  a^-^x^S-af  an  setzen 9  wobei  also 
^'^  =  0,  ^*4^sO«  n.  a«  w.  ist  fHimoit  man  aber  •  dennoch  die 
Beibe  IL«      bekoisnit  sian 
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-i-i(*-»'.g-i-2.^-2(|)«-«r.**».  ■ 

Mit  IM«  (^)tt=0,  4.'.1k  «QwokI  ^^sO  4ds  niicli  ^=0, 

bekommt  wuq  '^uuäcliät  liie  ideDtischc  GleicliUDg 

VI)  or— 2y=^0.  . 

VII) 

Die  ffesnclite  Kwvej^iit  also)  diejeaige  G.^rada»  velcbe 
iia.  Aiifftögspuiikte  aer  CoordlBaten  dia  Abseissenaxa 
'unter  eineai. Wio^el  schneidet,  desBen  ga niomctri sehe 
TangeDte  =j^ ist,  Mao  bekommt  al)jBr  ancb  aoch  die Dichtideoe 

waleba  lieb  jfldoeli  ia  Folge  der^Gleicbang  VL  anrackaiebt  auf 

Fiibrt  man  für  y  den  Ao-dmck  ein»  ao  bekommt  man  m^-^^^ 
woraus  a!zsi-^  u>igt|  und  es  ist  . 

IX)  l/"=4.  ■ 

Unter  diesen  ümstKaden  redneirt  sieb  Gleiebnag     anf  • 

X)  (dj'  U—  ^1    dy^  —  »  .  ^^-^ 

Dieser  Ausdruck  blpibt  unter  allen  ümständon  negativ  und  somit 
findet  ein  zusammengesetztes  Grüsstes  &tatt.  ,  . 

Aufgebe  17. 

(Zu  Ohm's  Lehre  des  Grössten  uiiU  Kleinsten.  Seite  177*  26.). 

^  Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinklige  Courdipatensj« 
stem  hezogeneo  Flächen  hut  in  sich  einen  iiesfitnmten  Punkt,  der 
80  geles^Ru  ist,  dass  folgender  von  den  Coordinateo  dieses  Punk- 
tes abhängige  Ausdruck 

grüsser  oder  kleiner  ist»  als  bei  allen  andern  BÜehstgelegenen  Nach- 
barpunkten, mögen  sie  nun  sich  in  der  gesuchten  Fläche  oder  in 
den  ihr  überall  nächstliegenden  Nachbatflacheo  belindeai  der  Fall 

sein  kann^ 

Diese  Aufgabe  verlangt,  wie  man  sieht,  ein  zusam- 
meogeaetstes  Grösstes  oder  Kleinstes.  Zu  den  irgend 
einem  beliebigen  Punkte  nMcbstgelegenen  nod  sovobl  in  der  -  ffe- 

suclifeo  als  ia  allen  nächstanliegenden  NachbarBächen  befindlicnen  * 
.NachbarpUükten  gehören  die  Abscissen  (a:  +  Z^^)  und  (f9 "H^if^)» 
welche  man  aucb  darstellen  kann  durch 

■'S.  • 
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II) «+« .  *«+ÄV*»#h-Y3-t'>*x  +  i . . . . ■  • ' 

und  die  Ordinate  "     '  ' "  • 


wo  bekanDtÜch 

■  ■  ■ 


II.  8.  w«  ist.  Da  aber  die  Werthändeningeo  des  a:  und  des  w  hier 
(ftM  ODabbängig^M  'wiUkeriich  «ia^,  an  wKre  es  leftiHi  binreM 


gftM   ^  ^  ,  ,  

itelt  der  Raiben  II.  und  III.  nur  (jf^m  ,^as^  mid  {w-^».^io) 
zu  setzen,  wobei  also  ^»^=0,  ^»«»  =  0,  ^»<»sxO,  ^»«rssO 
lk.vW.  kt»    Duiali  \aritren  bekommt  man  - 

-I-  [4  .  (3y  — Äar— iSie^)  .  ^  +  6ii  +  2jp— .  ^ar 

"  Ai^  fol^t  ctterst  di($  Identncbe  Gleicbuii^r 

VI]  ay— Xr  — //iü  =  0 
Qod. die  beiden  «icbtldeiiliaelleD ^Gleiebttogen ^. 

VIII)        —      —  //w)        +  2««>  —  =s 
welcbe  rieb  «bet  -«0^11  Gieiebmig  VU  suifiek^ieb^eD  «nf 

.  ..    :        ^  IX)  6«-*-2ar  — 44y=0, 

und 


o 


X)  da^^diSysO. 
Aaa  VI.  folgt  annäcbat 

XF)       y . 

Die  g-esuchte  Fläcbe  ist  also  eine  Ebene,  welcbe  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordiuateu  gebt,  und  bei  wel- 
cber  die  ia  den  CoordinateaebeDen  X¥  änd  IFFliegeo- 

TlMillll.  9  . 


Google 


dea  Sparen  mit  der  GoordinateiiBze  Y  solcbe  Winkel 
bildeiii  deren  gonioteetrlsehe  Tangente  =-|-  iet 

Fllbrt  Hiui  nun  in  IX  and  X  Ar  ^  den  Ansdnidi  eniy  M  be> 

kommt  man  a?  =  — ^äiT^  •  fg=^,^^  ,  a>   unter  die^ 

len  Dmetiinden  bleibt  nur 

Der  Theilsatz  mit  dem  Variationskoefficienten  ist  unter  allen  Um« 
•fänden  jiesitiv;  dagegen  das  Aggregat  der  mit  Differenikoefficienten 

versebenen  ThellsHtze  ist  nur  dann  sicher  positiv,  wenn  (3  —  2^*) 
und  (3  —  44')  gleichzeitic;  l  ositiv  sind;  und  dieses  ist  der  Fall  bei 
allen  vr>D  ( — l  .  1^3)  bis  zu  (+1  .  \^^)  lieg^enden  Werthcn  des 
A.  Dabei  findet  .aber  ein  zusammengesetztes  kleinstes 
statt. 

Bei  allen  zwisclicu  ( — oo)  nnd  (— -i-.W^)»  so  wie  bei  uUeo 
zwiscben  {-h  \ .  l/^)  und  (+  oc)  liegenden  Wertben  des  A  kann 
von  einem  sichern  Zeicbenatnnde  des  mit  DifferenzkoefBcienten  ver* 
nehenen  Aggregates  kerne  Rede  eeta,  nnd  in  dieeein  Falle  ftidet 
wohl  ein  primäree  Kleinstes,  aber  in  sekundärer  Besiehiing findet 
weder  ein  Grösstes  noeh  ein  Kleinstee  statt» 


Aufgabe  31. 

KZu  Obm'a  Lebrs  des  GrStmen  und  Klekisten.  Seite  m*  ^  ZI*}» 

m 

Man  sucht  y  und  ^s  als  sokiie  t  jiokiionen  von^  und  für  a: 
selbst  einen  solehen  Werth^  dass  der  Ausdruck  ^ 

ein  zusfimmengesetztes  Grösstes  oder  kleinstes  wird*, 
Mao  bekommt  bi^r 


m 


Daraus  folgen  aunäcbst  die  beiden  identiscbeu  Gleichungen 
und 

\  II)  2is  — y  — ^ssQT 
und  die  uicbtidco tische  Gleichung 
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•  >  <  * 

lich  o^ss^.  Es  ist  also  jetzt 

.  #  «  ♦ 

ÜDttr  diaien  ünttlDd«!!  bleibt  nur 

(d)»       (dy — a»)»  ^  d^  -t-  «Ts*  H-  ^  •  ^«». 

Das  Aij^rrg-at  der  Vorintionskoefriclcntcii  zeigt  an,  dass  ein  prSmä* 
res  Kleiuäles,  uuii  der  TbeiinaU  mit  tleiu  DifferenzkuefilcieDtcD  zeigt 

•n  r  dm  >vdl  «In  teliimdllm  KldiMt«!  -statt  finMi  et  fiadit  »Ito 
ein  iirsaqiiiieD^esetztes  Kleinstes  statt. 
(Mao  verglaieba  die  iolgeede  Aofisebe). 


'  An^^abe  32, 

(Zu  Ofam's  L«bre  des  Grösscen  und  Kleinsten.  Seite  177.  26.). 

•  Mae  aiielit  x  eis  sojiche  Funktion  ¥on  jc  und  jr,  mid  si^leicb 
fiir  «iT  iiii4  |f  seU^  Wertbe,  daia  )ier,Ausdfttck 

17=^» — ary^ÄT*  — .  log  nat -j 


du  zusammengeietataa  Gr^aatea  oder  KleiBflkes  «ird* 
,  Man  beko«ait  biei; 

(cJj  6'=  (2* — y)  •  <J«-hU2a— y)  •  ^-*-2y— .  ^y 

Daraus  folgt  znnftcbst  die  identische  Gleicbuog 

IJ  2ä  — ar~-y  =  0 
■Ed  die  beiden  siebtidentischeii  Gleicbnngen 

Hl)  «*^,_,^_5£^~0. 
Ana  I.  ergibt  atcb.-x^-^F^-  Fübrt  man  dfeiish  Anadmek  in  I. 

,      g9  fr2 

aad  11.  ein,  ao  bekommt  man  Sf^*}*  npd  dr  =  ^.  Es  ist  also 
]etat  wieder  -  -  f  : 

Unter  dieaen  Unttinden  bleibt  nbr 

id/ i;s2d«> -i- 6 .  (^ar<--^y)«  H- • 

9* 


per  Theilaatx  lait  dem  VanatTonsko^fticlenten  zpirrt  an,  dass  eia 
primäres  KliMustes,  und  das  Ai^u rtixut  mit  drn  Diiiercnzkoefficien- 
lüit  i.i>i^t  au.  liass  aucli  tm  sekuudar<'s  KlrUistes  statt  iiodetj  es 
ÜuUvi  ulso  t'ij»  X II !< a m  ui e  n ST© 8 e ti te s  kleinstes  statt« 

^.Uuu  vci^lcicliti  die  vorhergeheDile  Aufgabe}.  ! 

t  ♦  * 

■ 

Aufgabe  51.   r  <^ 

(Zu  Qlmi*a  Lelure  des  Gr''^srrn  und  K1>>ln<:trn.  Seite  197.  §.  tSk;  und  ni' 

JScite  202.  AiuuerkuDg.}. 

WekKer  abgekOrale  mftkmlil*  Kegtl  Im!  bei  jedem  beMigu ' 
«wiaob^n  de«  BalbMiser  der  «icres  n&d  «atm»  GtvBdiäeba  lUitl* 
fiodeiideii  Veib&UiiiMie  dSe-EiffMiMbaft,  dani  eri  unter  allen  dcneD, 
die  destaalben  (ffegebeneo  oder  nichtgeg^ebeoeo)  KörperiDbalt  ein- 
seblicsaen»  von  der  kleiosten  Oberfläche  oegimasl  wiral 

Es  sei  y  der  Halbmesser  der  uutern,  z  der  Halbmesser  <ler 
obern  Grundtläebe  und  r  sei  die  senkrechte  Entfernuni^  diespr  bei- 
deu  (jirUQdOächeu ;  so  ist  bekanntlieii  des  «bsrekürztea  Kep^olaiäQtels 
Fl;i(  heniobttlt  ~  n  ,  (y-f- »)  .  i/^  -1- ( — das  s  rnn  j;  i^rösser 
oder  kleiner  als  y  sein,  d.  h.  des  abgekürzten  Kessels  S|iitzp  m;«? 
abwärts  oder  aufwärts  lieo:en.  Hier  hat  man.  eben  weil  kein  Gruuti 
\oi  handeu  ist,  warum  des  kegcliuantels  Flächeotobalt  uegatir  Min 
sollte,  das  Radikal  nor  nach  seiner  nasitiren  Kedentnoff  si'ncb- 
meii;  und  diese  Bedeutung  «osa  ihm  dareli  die  «mie  Adfgabe  blei« 
ben.  Der  PlacbeDinbalt  der  nntera  GraBdBicbe  ist  ir  .  f*y  snd  der 
FlaebeDinbalt  der  obern  Grundfläche  ist  ar .  Addirt  man  diese 
drei  Ausdrücke»  so  ei^gibl  .sich  für  die  ganze  Obertläck»  dea  .9hg^ 
kiiraten  senk  reck  ton  Kegela  folgender  Ansdmck: 

Der  ^örperiuiiaic  desiieibea  ist    >  . 

Heil  ferner  der  Balbmesser  der  obern  Grundfläche  irgend  ein  be* 
liebiges  Vielfarbes  oder  irgend  ein  beliebiixer  Tbf'il  des  Halbrnes- 
üer»  der  unteren  UruuiUiäebe  iat,  so  bat  man  nock  die  ^xieidittA^ 

III)  y=^ a. 

Man  eikw«^  aogleicb,  dasa  di«  Ai^suig  On^  leicbtesten  dnfcftgefülirt 
wird,  wenn  man  y  elioiiBirt;  wum  bot  dann  n  nnd  v  nfa  selebe 
FHoktiom  von  or  in  «bestinuM»,^  dssa 

IV)   U=  w .  («»  .  (1 4-      -H  a  .  (1  -f- 4P) .  l/f '  -f-  a»  ,  (j? -  IJ'J 
ein  pnnkrea  Kleinstes  wird»  w^ceod  luick  der  Ansdmck 

bisiaudig^  denselben  ( geg:db<iA!äi|  oder  uicUcge^beo^aj  Wertli  be« 
b.ili.    Auä  IV.  folgt  uuu 
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Ats  V«  aber  folgt 
BKnimtf  man  ntni  'tp^  «o  |i;ebt  ^Icnclmg  Vi«  <lb«r  in 

Seilt  9ini  d£^=0,.so  folgt  aiis  GlelöhtiDg  Vül. 
!X)         1)  .  [SU»  .     — !)• -ff»l 

Das  Radikal  kann  aber  hier  Dur  lehie  Bositi^e  BedeaCoDg  baben^ 
weil  widrigenfoUs  «'Tpegathr»  also  x  ielbst  imaginär  wäroi  Uiel^* 

durcb  ist  das  Verhältniss  der.  Höbe  zum  Halbmesser  der 
oberen  Grundfläche  gegeben.  Würde  man  dem  nichtvaria- 
belli  Elemente  as  den  Werth  1  heiIe£(eD,  so  würde  aus  Gleichung 
III.  foluen  yr=«,  d.  b.  der  lialbmesser  der  obern  Grundfläche 
wäre  lieoi  der  untern  Grundfläclie  gleich,  und  der  abgekürzte 
^tgel  ffiuge  in  deo  Cylinder  über,  und  Gleichung  X.  ginge 
iket  in 

XI)  a^»  =  t»».^, 

Wena  maa  aber  CSteicbaag  X.  genauer  betrachtet»  so  erkennt  man, 
<lass  nan  den '  wdttit'ien  Yl^rtÜ  ler  iMtn^mmtea  Form  ^  jetat  am 
kicbtesten  dadurch  ermittelt,  dass  'nmn  das  Radikal  nach  dem  bi- 
uomiBchen  Lehrsatze  in  eine  Reihe  verwandelt.   Nun  darf  daa  Ra» 

<^i^Hl.  wie  bereits  aus  ein  and  ergesetzt  ist,  nur  seine  poaltive  Be« 
<^utttog  haben ;  und  dabei  .^abt  Gleichung  X.  über  in 

I^Hlirt  man.  in  Zähler  und  xNenner  das  gemeinscbaftliche  Produkt 
^  '[pc — 1)>  weg;  so  gebt  letztere  Gleichung  Über  in 

GMchuDg  ist  mit  CleichuDg  X.  ganz  gleichhadeuteD^  bei  je« 
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im  W«rthe  des  4r,  alio  iiek  M  jrsl$  mai.  mM  wun  wuiüUk 

üü  iluaü  die  bier  in  Fta^^e  bieliende  uuu^äituiEote  Form  ~  den  Weitl 

ibat   Aua  Xil.  folgt  r  =  2x,  d.  k  4i€  HöIm  4iese&  Gjlinders  iil 
Ml  PwtoiMtr  4*1  Mte  €miJili¥iB  gMefc»  «od  saa  kat  den 
Vekaaattn  Sali:  ««««ttr  alle«  Cjliadtra  rmm  etaerlel  Kor 
^•ftak»U  wird  ^orjoal^o  vaa  4ar  kleinsten  O^arfllekf 
, oia|[eachlo»aeii,    dtssea  HSka   da»  DarcliMeaaar  dei 
CI]:undfläcKeB  gleich  ist. 

Kr  sie  US.  1^  der  Ki^pperiMhalt  des  r??ucl)reti  Ke^-els  ein  g"e« 
cebeuer.  <i  «rgetloU^  ^itJKii         so  gekl       Aii:i4iniieii:  V.  über  ia 

«ad  dia  GloMuBgeii  X.  aad  XDL  mte  Um,  n  Utlümmiin,  wm 

uud  %  fiir  FuBktionen  von  jr  itad» 

Zweite ua.  Ut  der  Körperinkalt  des  e:t*sueh^en  Ke^ls  nirht 
gej?ebea,  so  hat  uiau  uur  die  eiuiij^e  Gleicimnic  X.,  und  jetzt  kana 
Uiiiu  tUr  das  luitieib^rv^iri^iiUie  KleTuent  v  jede  beiiebt^e  Funktion 
vou  .V  wiibleu;  die  zusrebörf^e  t  uakCioA  »  ergielit  aick  danii  jedes- 

au:i  i>leicbuo|j^  IX.  odt^r  X. 

Daa  Früfungsaiittel>  ob  ein  Grosates  ader  Kleinstes 
«tattfiado»  i»K  »aek  kariastallta» 


Zweile  AbLfabeiiiui^ 

AafgabtB»  araUW  auf  Aaadrieka  ftbreK»  wa  •iffarta- 

feiala  YackaaMoa. 

Aa%rti  Wk 

(Zu  Obm'^  Lebre  des  Mssten  und  KleilMieii  Seile  M.  ^.  ^la— 

H  eiche  uuter  alieu  auf  dasselbt^  reciiiwmkeiige  {'jorüi naten- 
iiivatoui  bezugeut^u  ebeueu  ü^urveu  hm  m  jedem  ihrer  Puukic  die 
Ikigeu2icbi|it>  daad  aie  tulgeadea  von  deu  Cuardinatea  aiibäugiga* 
Auadruck 

bei  irgend  einer  nacb  Belieben  gewählten  Aboaiaaa  gpiaair  oder 

kleiner  macht>  a>s  ibn  bei  der  nctulicheo  Abbcisse  alle^  andero 
gc.<)Uclih  Ii  kurve  iu  jedem  Fnnkte  nddiiai  aftiiia|pwMlHi  üiaaiibackjir* 
veu  ui^ckcu  kännen? 
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I 

■brn«!  w        beliebige  AMm  w^-f  4i«  lpd«|Bilige 
diiiate  der  gesuditen  Kurve.   Die  Ordinaten  aller- Knrfen,  welcih« 
der  sTPsiiclifen  Kurve  U  jedem  Pankte  BäcketuUegaiip  weidctt  dar» 
^e^teilt  durch 

11)  y4-x .  t^y-HjT^-  ^'y+rrsTä*  '^'^   

wo  sr'der  'IAiri  nSelistiiiiliegeDd/ v  die  gesoclite  Pmikäein  tob 
ond  ^jf,  <f'y,  <f'y,  u.  s,  w.  ^anz  willkürliclie  reelle  FttnktfoMn  von 
sind.    Der  erste  Differentiulnuotient  der  der  gesuchten  Funktion  U 
bei  jedem  Werthe  des  x  Dä€»tl»ol|egeDden  HaehbittfilBktioneB  will 
alfio  d&rgesteiit  durch. 

ite'^*  -       1.2*  4te  ^  ^   

Darck  Tarüren  bekomait  a»o  * 

iy)ir(^=(*»  .«-4*,«. &.rfy+CM'. +  o»' 
V)  d»l/=  (*» .  jr-4' .  * .  rf'y+CM» .  *» .  .  . 


d^ 


Erster  Fall.  Soll  die  gesucbte  Kurve  aus  allen  möglichen 
einander  in  jedem  Puokte  näcbstaDliegenden  berausgewählt  wer- 

4an^.  't»  iiad  djf:  ipid  ^  den  Wertko  wck  gm  «nabhängig  yoo 

eiDander,  weou  gleich  mit  der  Form  de^s  Jy  auch  die  des  ^  mit- 
gegeben iflC.  Bs  Bkässen  also  jetxt  die  zwei  identisokea  Giei- 
chupgen 

und 

2)  2/&»  ,ar»       — /*»  ..a?»  — •ary=0 

Statt  finden.  Man  kat  ana  swei  Wege,  die  gesackte  Faakliaa  ^ 
von  anfiiafinden« 

E r  s t  c  D  s.  G 1  eichung  J)  gebt  geradezu  über  ia  jf.daß^-^^dyss^ 

oder  y-^^'^- 0.  0araas  folgt  duTiA  Integrirea  ' 


Durch  diese  Funktion  muss  aber  auch  Gleichung  2)  identisdk 
den.  Ztt  di^sMi  fiMe  fiihro.  m  -Ait;  »taj^  ^  lutd     statt  in 
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e^dmg  2)  Ubefiril.  lin,  ndiim«  m  viel  tlruiglleky'^  iai  Mm 


9 


«i? .  Ji» ;  of» —ii« .  dtr« — ir  i    .  a?» =0. 

Daraus  iuigt  ^±=1,  und. Gleichung  j)  gelit  über  in 

welches  die  gesucht^  Fankti^^o  p  voo  Je.ijit,  , Dabei  rtdaciit  wkh 

woran  man  erkejmtg.dasa  C/^  s=    .  ^*  » ■  ■  ^.^^ —  ein  prtnares 

Kleinstes  ist.  ^  ■ 

'     Zweitens,  Man  kann  aber  auch  aus  1)  und  2)  den  Ausdruck 

^  eliminiren,  «od  lo  «hne^lntegration  zu  der  gesuchten  Funktioii  ^ 


er  Ton  ^  gcIuDgcn/'Zii  Ueäesjk:  iBiid«  ivird  inäii  m  Cfleichiiiig  1) 
Mkommen 

dir  7"  ? * 

Diesen  Ansdmclt  lahre  idan-  in^^)'  ein,'  und  ei  ' ergibt  sicli 
•      —  ^)  ==0,  so  dasa  man 

bat«  Diese  Funktion  soll  nun  die  Gleichuns'en  l)  ^Dd  2)  zugleich 
ideotiscb  ntäclieo ,  was  nuch  besonders  untersucht  werden  mnss. 
Uan.hat  also  jet;ct  ffen.au  di^-sselbe  Resultat, ^wie  vorher. 
I  iSSiweite».Pai|.  .  ^11  jrlan  abar  nnr  aaler  deaep  in  jedesa 
Punkte  einander  nftchstanliegenden  Kurven,  welclie  alle  den  za 
(!er  gerade  gewählten  Abscisse  a:  geliörigen  Punkt  mit  einander 
gemeinschaftlich  haben,  diejenige  heraussuchen,  wobei  das  U  grös- 
ser oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  so  geeigeuschatteten 
Kurven;  so  baben  alle  l^ier  jm  Beimacht  xu  ziehenden  Kufven  bei 
der  gerade  gewählten  Abseiste  äf  aueh  einerlei  Ordiaäte,  .Deshalb 
bestät  bei  der  gerade  'sewählten  Abscisse  jp  zwischen  der  Ordi* 
nate  der^  gesuchten  päd  defn  jOrdiofitea  allcBr  ia  Betracht  sa  aiehen« 
den  KnrTen  folgende  Gleiehuag: 


Bs  laass  ako  bei  itesi  gerade  gew&Mten  Warthe  des  etatelis 


j  •- 


äys=0,  6*y=0y  S*ff=Oy  mm* 
Hier  redacirt  sich  ali^ia  Gl^icbang  IV.  aof 

Maa  bal Kultur ^ielsl  «nr  die.alppigaiGlalohuDg 
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' »  3ld7 

Diise  6leiekuii|f  redn^irt  tich  g^mdexn  auf 

8)  2a? ,  dy  —  x  ,  dx  —  y  .  da:  =  0. 
Die  GieicboDg  wird  iotegrubcl,  weon  man  sie  mit  dem  Faktor  ' 
Mlliplicirt  .Dsdarch.  btkoMI  ipMi  > 

■  -      .    '   ■  -m     -  ^y-^y  Ii« 

•  ■       ■  -  A 

Daraus  folgt  durch  Integratiou 

oderikilr A^iid«nui|^'d«r'K«iii(toten'  *  ^  ' 
oder 

Die  willkülirliche  Konstante  E  macht,  dass  man  die  Aufc^abn  noch 
einer  IVeiienbeiiingung  uuierwerlen  Raun.   Da  äicli  jeUt  Uleicliuug 
auf       .     .     -  ,  .  . 

zurückziehet^  8P  erkennt  man.  duss  ein  primäres  Kleinstes  statt- 
üudet.  ...  '  ,  . 

.  D ritt e"r  Fall.  Soll  nao  nur  unter  delieli  in  jedem  PunKt^ 
jeinaDder  nächstanlieg^eoden  Kurven,  welche  bei  der  gerade  genom- 
ineDeii  Abscisse  ^.lauter, parallele  Berührende  ^aben ,  während  die 
zu  dieser  Abscisse  ac  crrFiörigeb  l^erübrungspunkte  der  bier  in  Be- 
tracht zu  ziehendeo  Kurven  in  verschiedenen  (jedoch  einander 
nächstanlieirendeü)  Entfernung'en  von  der  Abscissenaxe  sich  befln- 
den  können,  diejenigen  heraussuchen ,  wobei  das  grösser  oder 
kleiner  viril«  ala  ' bei  ällen  andern  fto  geeigentehaftetten  Ki^rven; 
•0  seliliesst  dfie  Abscissenaxe  mit  den  zu  der  gerade  gewählten .  ' 
Abacim  m  ffehörigen  Berührenden  aller'  in  Betracht  xn  ziehenden 

(Knrren  jedesmal  einen  gleiebgrossen  J¥inkel  «in»  Nun  ist  ~  die 

ffoniometriache  Tangente  des  von  der  Abscissenaxe  und  von  der 
(an  den  zn  der  gerade  gewählten  Ahselsse  a;  gehörigen  Piiokt  der 
ffesuchten  Kurve  gezogenen)  Berührenden  einge8ehlo.sseneB  Win« 

lels;  und  deshalb  besteht  bei  der  gerade  ^gewühlten  Abscisse^ 

zwischen  der  gonioractriscbcn  Tangente  der  gesuchten  Kun'C  und* 
zwischen  den  goniomctrischen  Tangenten  alier  in' Betracht  zu  zie« 
henden  Kurven  folgende  Gleichung.*       -  ^  '  \  /  ' 

dxr~  dx"^*  '  dx"'^'  1.2'  «te  "*"  1,2.$  '  dx 
Es  nltass  also  bei  de»  gerade  gewühlten  Werthe  des  h  einieln  acii 

Hierbei  redneirt  sieh  Gleiehnng  4)  auf 
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Slüli  fM(l  4i«  id^DÜtelie  Glel^himg 

13)  i&'.y-^J>««.^sa. 

Dl^e  Gleichong  formt  sich  zuDächat  um  in  x  ,  dy  —  y,da!  =  ^^ 
—  *  ^ = 0 ;  iwd  daimas  folgl  durch  Integratiob 

14)  y=.Qa:. 

Die  villkfirliclie  KoDttante  6  nacht«  dais  mn  die  Aii%alM  noeli 
einer  weitere  Bediog^Dg  naterw^e«  Juwik  Da  lijBli  hierliei  G|tt* 
.  chuDg  V.  anf 

ledaeiit,  so  erkennt  nan»  dasa  jeln  prinäref  Kleinstes  atatt  findet. 

*       >  *  »  * 

•  •  Aufgabe  67.   ••••  *        *    \  . 

(Zu  Obm's  Lehre  de&  Grössten  uiui  Kleinsten.  Seite  208.      44 — 46«). 

Han  sali  unter  allen  «nf  dasselbe  rechtwiokelige  Coordinaten- 

System  bezogeoen  ebenen  Knnren  diejenige  beraossuckenf  welche 
in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigeoschaft  bat,  dns^,  Tvcnn  man  an  deu 
zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Ahscisse  a:  gcbnrigeD 
l*unkt  die  Berührende  zietit,  und  dann  von  zwei  andern  in  der 
'  'Ebene  irtj^endwo  festliee^cudtn  Funkten  Perpendikel  auf  diese  Be- 
rUhreuiie  fällt,  das  Produkt  dieser  Perpendikel  grösser  oder  kleiner 
wird,  als  bei  den  zu  der  nemlichen  Abscisse  a;  gehörigen  Panktea 
aller  andern  der  gesncIiten.Kurre  'fn  Jedem  Punkte  näckstanliegen- 
den  Nackbarkurven  der  Fall  sein  kenn« 

Die  Anflösung  wird  (Taf.  III.  Fig«3.)  vereinfacht,  wenn  man  die 
Abicisaenaxe  durch  die  beiden  bestimmten  Punkte  U  und  K  leg^i 
und  wenn  man  zugleich  HR  und  KT  senkrecht  auf  OX.  errichtet, 
so  bekommt  man  HM^HR.wnüRM^  und  EJi^rrzKT.üsiKTS. 

Nun  ist  tg  BFG^^^p^  alse  cos  8FQ=:^^r==p  nsd 

men  kat  sosHt  . 


1)  sin  imMr=^%m  ÄT,^V=cos  SFG 


Verner  ist  sebon  in  djer  OCflteu  Aufgabe  dargethan,  dass,  wenn 
die  festen  Abscissen  OH  nnd.  <UK^  l^ennfilLeb  alt  a  und  «f  b«- 
aelcknet, 

I/Ii  ^  y  ^\ar-  ^)  .     und  ,KT^ y  -i-  («  —  ^)  . 

4^se  ist  •     .      ■  ■     ,  .»i» 


und  '    " '  .'*\  • '  .  '  •  :/i 
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'  ui)  jrir=^^±^^^ 

für  4m  fMocte  JßrolQkt  BM^KS  htk       mIm,  ^  die  beiden 
ftt^tkale  eotweder  durchweg  ibra  poaiÜTe  oder  dorehw^lbre 
gatife  Bedentiitfg  -reprieeirtirea;  '  .  * 

*-t-^'      ...  .  ^ 

Durch, V&riiren  bekommt  man 

+ .  U(«  +  "  -  2^) .  y  -i-  ?(«  -  »cj  (a  -       .  (t  +  p ' ) 

Erster  Fall.  Soll  die  gesadile  Kurre  aas  allen  ntfjriiabai 
eiDMder  in  jedem  Pnokte  «MiltaiiliegeadaB  beraua  gewildi  waib 

deA)  so  sind      und  ^  dem  /Werthe  nacb  ganz  uoabhängig  von 

einander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  Jy  auch  die  des  mit- 
gegeben ist.  Es  müssen  jetat  die  awei  identischen  Gleichaogen 
stattfinden 

■ 

1)  2y+(«-f-a— =  0 

2)     +      Är).y-|-2(Ä—Är)  (a  —  vr).;»!  .(H-;i») 

Bttminirt  imb  |i  ava  den  beiden  Gleiebangen,  ao  bekoauat  nuin 

3)     —  y=0 

d.  h.  ^  -wäre  eine  identische  Funktiuü  vüo  ^,  uud  die  ^fundeue 
Karve  wäre  die  in  die  Abscissenaxe  fallende  Grade.  Uabei  ist 
iler  nur 

d»|7s=a  •  V +2 .  (i»+a .  iTy .  g 
Ha  aber 

'd^  ^    dp'^       ^dy  .  dp^  —  —  1«  — 

beständig  negativ  bleibe  so  kann  von  keinem  Grössten  oder  Klein- 
sten die  Rede  sein. 

Zweiter  Fall.  Macht  man  dieselbe  Einschränkung  wie  beim 
tweiten  Falle  der  vorigen  Aufgabe,  so  reducirt  sich  Gleichung 
IV.  auf 


US 


Omni  folgt  4ie  ideiitiscbe  GleUhoog  4-  («  —  :r) .  /?J  =s  0. 

13)  4* « y — i»  *  ^ .  man  sie  vorerst  mit 


Diese  Gleichong  formt  sich  zunäckst 
oder  ^  '^  J/  '^asO;  and  daraus 


.(l-t.;»»).rf;p» 


0. 


Die  willkSrIiche  kousUinLo  G  v 
einer  weitem  Bedingaug  untere 
ebmig  V.  auf 

,  ^      *iu  kann  ihn  also  zu  dem 

rodoeire,  so  erkennt  man>  dt-  ^        iktsell^e  Uadurcii 


(Zu  Obm'ä  Lehre  de&  < 

Mao  soll  unter 
fl^em  bezogenen  r 
in'  jedem  ihrer  Pun' 
zu  irgend  einer  : 

Punkt  die  Berti* 
Ebene  irgendwo 
rührende  fallt , 
wird,  als  hei 
aller  anderu  ^ 
den  Nachbar^ 

Die  Ai' 
Al>8ci88ena> 
Und  wenn 
80  bekoj 

Kl: 
man  b 


Fe  t 

Au- 

Zt. 
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tJ»  —  ^ 


_  V 


\  ■  - 


+ 
+ 

T  «  +. 

I  '  = 

«*  • 

?i  + 


II 


■  ■ 


Dieie  Gleiehnog  katm  «i»  g^adeza  integrnfe»^  nnA  es  wir4 

Daraus  folgt  ly H-  («  ^"^>1  •  [y  +  («  —  ^) .  /»]  =  ^ .  (1  :f:P*y% 
us4  l&fcrt  .niaii  dteseo 'Ans4fruck  lo' Gleichung  4.  eid,  so  ttekotful; 


t  _ 
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Also  ist 

oder  nit  V«räBiieriiDg  der  KoDtltiitett 

5)     Ä    •  — '     H- -f- «4? — ^•)« 

Diese  GleichuDg  enthält  aber  zwei  willkübrliche  KonstaDteo»  wäh- 
rend doch  die  hier  Torgegebeoe  DlJferentialffleicbuDg  4.  ntir  tob 
der  ersten  OrdnuDg  itt  Ahtr  der  Uaetana,  dass  Gleicbnnff  4» 
durch  5.  identisch  werden  musd,  dient  dsiai  die  eine  der  Kon« 
stanten  durch  die  andere  su  bestimmen,  

Aua  5«  felgt  nun  y=\/B  , —  Wid 
ygssy-TT^^^^— '  -!_,  Vereiofacbt  man  noch  Gleichang 
4),  ao  bleibt  nur 

6)  (ar+a— ll^)«sr+2.(#^dr).(a— jr).|p-«V  . 

Und  führt  man  bierio  die  so  eben  tur  y  uud  gefundeoeo  Aus- 
drücke ein,  80  bleibt  nach  attsgefiihrt<;n  Rednktionea  nvr  ^o^' 
fihrig  >  .  ^  ." 

4^  .  (1 —  /?)  —  /?.  (a  —  «)5»  =0. 

Daraus  folgt  ' 

GleichoDg  5.  gdit  also  über  in 

welche  eich  aber  anf  folgende  Weise  darateHeB  liaat 


8)  ^  =  i,f^.(V)*-<*-^>'» 


oder 


i  ^ — ^  — ä1. 

Die  getnehte  Korve  ist  also  entweder  eine  Ellipae  oder  Hjper- 
bei*  Sie  ist  eine  t)ilipse,  weno  ^^j}  uod  YHTlff  glefcbxeitig  po- 
sitiv idnd;  nnd  dasn  ist  ncMbig,  data  Ji<,l  und  positiv  juL  Die 
geanchte  Karre  aber  ht  eine  .Hyperbel ,  wenn  p^r^  und  fzTS 

entgegengesetzte  Vorzeichen  haben;  and  dieses  ist  der  FaU,  wenn 
B  i^g«^  iit  J9  kann  nieaala  gröaaer  «la     1  Mi«;  denn  dabei 
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käme  man  (GleielftiDg  8)  auf  .  den  WMenpiiicb»  dast  n^pAk% 
also  y  selbst  imaginär  wäre. 

Da  ^^=0,  ö*y=^,  Mi  !•  w.i  so  bekMiüil  mm  IlIrdM  V«» 
ifotioBBlNicffieiaiileii  imt  »waHmi  Ordom^  Mck  nnd  M«h 

oder 

>P=jr:fj;ip  [2(»-*)  («-*). 0+;»')  • 

oder 

♦ 

oder  .      '  . 

Pio  Ellipte,  bei  welcher  B  positiv  ist,  liefert  also  ein  primärc>s 
Grösstes;  und  die  Hyperbel,  bei  welcher  B  negatiT  ist^  liefejrt  eia 
arimÄres  Kleiostes.  ' 

Wie  die  KpQstaDte  J9  bestimmt  wird,  igt  ans  friilie- 
reu  Aufgaben  snr  Genüge  bekannt 

Dritter  Fall.  Hacbt  nan  dieselbe  KinsebrXnlviin^  wie  betin 

dritten  Falle  der  vorigen  Aufgabe,  bü  ist  ^  =  0,  a,i.W4 
and  Gieichang  IV»  reducirt  sieh  auf 

'  * 

Man  bat  also  die  identische  Gleichung 

*■  "  • 

Daraus  ergibt  sieb  , 

Die  fTPsnclitR  Kurve  ist  also  (Taf.  III.  Fig.  3.  und  Fig.  4.)  die 
Grade  MT,  welche  genau  mitten  zwischen  i7  und  ÜT  die  Abscis- 
senaxe  durchscboeidet,  und  iosofern  die  Aufgabe  loat,  als  jede 
Grade  auch  ibie  eigne  B^fifareade  ist.  ^  .  ' 

Wie  9ian  die  KonaUnte  ß  bestimait,  Ist  «nn  ftabje- 
ren  Anfgaben  nur  Genüge  bekannt 

^eil  ^  =  0,  ^  =  0,  n:  e.     ist;  ao  beltonwt  wm  Ittr  den 

Variationskoefficienten  der  zweiten  ürUanng 
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worao  mm  erkeact,  dass  jedeafallä  eio  primäres  Kleiosies  atutt- 
fiodet;  •*.<.' 

'  Mai«  iMtn  akf  ^«K^f.  III.  Fir.  3.  und  Taf.  III.  Fi^.  4.,  «i«sltlit 
■um,  dasr  das  bier^irfnadtoe  Produkt  £7t3= /^Jf .  jiA^  «i^entii<}k 

TTfE^nfiv  isf,  weil  «üp  Faktoren  JI3f  und  ent^rp-cn^psetzt  sind. 
Kill  negativer  Ausdruck  trilt  aher  in  der  Anahsis  tur  desto  kleiner, 
je  weiter  sein  Werth  von  Nuli  abstellt.  Jede  mit  liT  parallele 
Berührende,  z.  B.  V  Wy  aller  afadern  näcbstaplieffendeD  Nacbbarkar« 
Ten  arscngt  ein  9foMLt  ü+^ü=iMT,KWi  walelies  ttatür^ 
licli  auch  jedesmal  nec:ativ  ist,  aber.docil  afther  bcl  Null  Iteirt,  ab 
^VfU^ikt  U=HM,KN. 

Reweis.  Weil  HI-=^IK^  so  sind  die  beiden  reclitwinkeli- 
gen  Dreiecke  HJM  und  KlAi  kongruent,  also  sind  die  I^otlie  JIM 
lUid  /iiV  einander  gleicb,  aber  eotgep^enpfesetzt  Dessbalb  ist 
ütssIIM .  KN^IlM,{—HM):=--mr\  Weil  nun  riFpa- 
rallel  ist  mit  MN^  so  ist  VM=iWA>,   Man  setze  \  M  =l\VA  =z  I}, 

iffJU  -r  2>) .  [-  (UM-f-  D)]  == — HJU*  -i-  i>%  jwie  tu  bc wei- 
sea  war. 


'  '  Aufgab«  «8.  "     '  * 
(Zii*  fiivfs  lAhtt  des  Grössten  aad  Kleiiisteb*  ^eke  206.  ^  44^46.)  . 

Man  zieht  in  einem  beliebip^en  Punkte  einer  rbcnen  Kurve  die 
ftcrübreude.  Aus  zwei  festen  Punkten  einer  gt  i^olienen  Graden  er- 
richtet man  Perpeadikel,  welche  bis  zur  ßerübrenden  Terlängert 
-werden ;  dadurch  ebtstebt  ein  Trapez. '  Hierattf  f&fit  maV  Von  den« 
•alba»  i^wn  .festen:  Pank teo  Perpendikel  ^f  die  Aerülimde;  d»- 
durch  entsteht  wieder  ein  Trapez.  Welqbe  Kurve  ist  es  nun,  wenn 
der  Unterschied  dieser  lirirlrn  Trnpezp  pin  primäres  («rösstes  oder 
Kleinstes  ist,  nnd  alle  in  üetracht  zu  ziehenden  liurvea  das  nem* 
liehe  rechtwinkelige  CoordinatensTstem  haben? 

Die  gegebene  gerade  iJnie  (Tuf.  HI.  Vig.  2.)  sei  0)j^.i  J/  uit^ 
K  leien  die  in  dieser  Graden  gelegenen  bestimmten  Punkte.  Dia 
beiden  in  Rede  stebeoden  Trapeze  sind  also  liRTK  HMUK. 
Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  ^eno  aian  4i%  ga» 
gcbene  Grade  OS  nis  Abscissenaxe  nimmt:  in  ihr  nelime  m;tn  dnnn 
nach  Belieben  einen  .Punkt  0  als  Anfang  der  C^ordiuatcn.  Ks  ist 
des  Trapezes  J iRTK \nhh\t  =  \  ,  HK ,  {HH-\- KT)  \  und  ebenso 
ist  deb  Trapezes  UMXK  Inhalt  ==  ^ .  MX .  (HM^  A^V ).  Is^  nun 
Sätvkm  XiVÜ  MTs^a,  so  ist  nach  Kinleitung.  jcr  Varigen.^f« 
gWtfe 

pes  ffHTK=        « ^^(ar^a^ltc)  . p\\  und  well  die Ra* 
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dikale  entweder  dyrcliwe^  ihre  posih've  oder  dnrcliweg  ihre  oega- 
dre  Bedeahing  repräseotiren,  so  ist  Trapez 


Der  Dfitefscbied  dieser  beiden  Trepeae  ist  aleo 

/;          «  —  ^  y  ■        -f-       +      —  ''^)  »  y ' 

Dirdi  ¥eriir^ii'JbekoMll  man  *  »  i 

Erster  Fall.  Soll  die  gesuchte  Kurve  aoa  alleo  möglieheti 
ünamler' in  jedea  Punkte  niiclist anliegenden  faemnegwäbU  wer« 

ien;  so  sind  bekanntlieli  9y  ond  ^  dem  Werthe  nacb  gnnx  unab- 

Läügig  TOD  eiruindpr.  uod  es  miisseo  folgende  zwei  ideotisclie 
Gleicbaogeu  ätattUuileu:  ' 

SO /'[4y'4-(«-H«  — 2^)  (3-i->*)./il  =  0. 

Erstens.  Diesen  beiden  Gleiebvngen  wird  lugleicb  genügt, 
venD  =  0  ^  und  daraus  folgt 

.3)  y=A. 

Mm  bat  also  die  mit  der  Abscisseouxe  parallele  Gerade,  und  die 
^Mes  IVlipeze  BRTK  nnd  JiMNK  fallen  in '  ein  einziges  zn. 
sammcMu  ibbei  ist  Uisz^  gnns  unnbbingig  tob  Weftbe  des  ar> 

^0  dass  voo  einer  seenndären  Beziehung  keine  Rede  sein  kann. 
Da  QOD  besagte  Gerade  mit  der  Abscissenuxe  parallel  ist,  so  liegen 
«He  ihre  Ordinaten  auf  einer  und  derBciben  Seite  der  Abscissenaxe. 

Man  setze  also  fest,  da^s  die  Ortlinaten,  welche  zu  be- 
^iigter  Graden  geiiöreu,  die  positiven  seien;  dabei  ist 

Mck  A  poflUiv.  Feuer  ist  jetit  n«r  d«'lXssSe .  (a— «) .  ^ .  (^)*, 

lud  es  findet,  eben  weil  A  ais  positiv  ffilt,  ein  primäres  ILlein* 
«luittlt.  /         ^  ^  ■ 

Zweitens.  Den  Gleichungen  1  und  3  wird  aneb  gpenngt, 

*)  y=0, 

I*  eine  identiscbe  Fnnktion  Ton  ist  Dadnreb  ist  die  in  die 
Abscissenaxe  bineittfallende  Gerade  gegeben  ttnd  es  ist  wieder 
<^=:0.   Es  Ißt  aber  aueb  ^*l7aP,.nnd  i 

man  erkennt,  dass  jetzt  von  keinem  Grössten  oder  Kleio- 

die  Kede  sein  kann. 

Zweiter  Fall.    Soll  die  gesuchte  Knrve  nur  unter  allen  de- 
^in  jedeai  Pnnkt^einander  näebstanliegenden  licransgesucbt 
wdcba  den  an  der  gerade  gewiblten  Abscisae  Of  gebdri» 
ThBUL  10 
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gen  Beriihninyspunkt  mit  einander  gemein  lia^en;  fo  redneirt  weh 
die  Gieichuog  1.  auf 

Es  MUM  alflo  jetxt  die  ideatiadw  CUeiftang 

stattfinden.  #  a  *ä. 

Ersteni.  Diewr  Gleicbung  wird  genügt  wn«  M«t 

itt  wieder  ^  .  ' 

d.  Ii.  v^d  bat  wiedtr  die  Sit  der  Abicisaenize  parallele  Grade»  to 
dass  wieder  I7'=0,  mid  a»l7=2(a— •).^ . (^)»  lal»  aiffi  ein 

primäres  Kleinstes  stattfiniiet,  und  von  einer  seknnd&reii  E«<lldMdig 
keine  Hede  sein  kann.  Also  gaus  wie  im  eiitea  fall«* 

Zweitens.  Der  Gleiebang  S)  wird  aber'aneb  geaiigt»  WMitt 

7)  4y-+-(«  +  a  — M.(3-l-iy').i»=sO  ^ 
ist.   Bringt  man  die  Klaoimem  wcf(,  so  bekommt  man 

DümatMit  aan  diese  Gleiebang,  so  «rgibt  sieh  . 

+3(öH-  a- 2.27)        .  <$i=0. 
Da  aber  flg^p  .  da:^  so  reiiucirt  sich  diese  GleichUDg  auf 

daraus  folgt 

p       5  •  »-|-«^aia?— 


Also  ist 
oder 

oder 


lo^  nat         •  log  nat  {a-^a  —  2a:) 

%  

log  nat  p  -I-  log  nat 


*  ■ 
Ipg  nait  •te)»«: 

Mit  Veränderung  der  KojMtanlea  kaoti  man  atreb  i^tieii 

Idg  nat  (/»l/»-i-  a-^iiif)  =  log  nat  i?, 
woraus  '  ! 


3 


folgt.  Also  isl^  ,  .  ^ 
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and  mn  bekoMit  durch  abernttligei  Intsgriren 


0)  )f=5iS^^^.|/(«-|.a-2«r)«. 

D,iese8  iDtegral  hat  aber  zwei  w illkulirriclte  Konstanten,  währrnd 
doch  die  vorgelegte  IHfferentialu^leicLung  7)  oder  8)  nur  eiue  der 
ersten  Ordnung  ist.  Allein  gerade  der  Üm&tand,  dass  durch  Giei- 
«hmg  9^  di«  Glelektin^  7)  oder  Sj  iftetttitdi  wetden  mts»  dient 
daza*  die  eine  der  Konstanten  enreh  die  andere  zq  bestinneo» 
i^iirt  na»  nnn  die  ans  9)  für  y  und  p  »ich  ergebenden  Ausdrücke 
in  8)  «in,  so  biielbt  (necb  «BS|^filbrteB  Redoktienen)  nnr  4^-|-ir*a0$ 

(iurauA  folgt  B     — V^^i^,  uud  Gleicbang  9)  g«ht  ülier  in 
10)  y  —  .  U  iE^a  H-  a  —  2^)» 

Die  dadurch  dargostellle  Kuftb  tat  die  Neil'scbe  Parn- 
b«l*  Hieibei  iit  IMer 

(i''liÄ»)-#*i^C«+a— aar)* 

wd 

and;  MBit  b^gt  en  ?m  ^  ab/ob  ein  |Hri«Rm  fipSeiftM  tidtv  Kleuh 

«tief'  staftfiadet  ^  ~ 

Dritter  Fall.  Soll  man  nur  iintpr  denen  einander  in  jedem 
Punkte  nai  listanJiegeudeu  Kurven,  welche  bei  der  gerrtdp  o**»nf  m- 
menen  Abscisse  a:  lauier  parallele  Berührende  haben,  Wc^hreud  liie 
zu  dieser  AhbcUse  jc  gehörigen  ücrühruogspuukte  der  hier  io  üe- 
tracbt  zu  ziehendeo  Kur^an  in  verschiedeaen  (jedoch  einander 
nicbstanliegendcn)  Entfernungen  von  der  Ahscissenaxe  sich  balin* 
den  künneu,  diejenige  heraussuchen»  wobei  das  V  grösser  oder 
kleiner  wird  als  hei  allen  andern  so  geeigenschaftetcn  Kurven»  so 

ist  jetzt  ^=0,  ^=P,  V«  9»  w;;  nad  Gleichaag  1.  redncirt 

Bich  auf 

« 

Darans  fblgt  ^ssO,  -und  soiüft  Ist  ys=^,  d.  b.  man  bat  d|e  mit 

der  Ahäciä«epaxo  parallele  Grade.   Aber  eben  weil^=0, 
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man  erkennt,  das«  von  %mtm  :priaiftr«ii  GrSnteu  oder  'Kleiaiten 
keine  Rede  sein  kann. 


Aufgabe  70. 

(Zu  0btt*s  Lehre,  det  Bi^hiun  und  Klemstra.  ' Seite  216*/^.  48.)» 

Man  soll  unter  allen  auf  dassellic  reclitwinkeli^e  Coordioateo* 
svsitiiu  bezugeo«!)  ebenen  Kurven  diejenige  beraubttucben,  ivel* 
clie  in  jedem.  i|irer  Punkte  die  Eigenii^bafl,  bat,,  , 4^^..  ßif .  den 
«n  irgend  .einer  ' nncli  Belieben  gewäbllieo''Ab|ci(|ie  ^at  geMifige« 
Punkt  das  von  der  Normale  und  den  beiden  Coordinatenaxen  ein« 
ffeechlosB^tie  Dreieck  c^rö.sscr  oder  kleiner  wird,  aU  bei  allen  on- 
dern  der  gesuclitcn  Kurve  in  jedem  Punkte  nliclistanlieg^enden  Nacb- 
barkurvcn  der  Fall  sein  kann ,  währeud  die  g:e8uclite  Kurve  nur 
aus  der  Zabl  derjenigen  bcrausgewaiill  werden  darf,  bei  denen  das 
um  das  Quadrat  diejec  AbeciBse  T«rniinderte  Produkt  der  Abscisse 
und  Snbtnngentc  den'Üeatim'dkt  gegebenen  (poaltlren-oder  nega- 
tiven) Wertb  ^  bat. 

1^  sei  (Taf  in.  Fig.  5.)  Äein  belieMir  srewSblter  Punkt,  durch 
welclipn  die  Normale  i^ele^t  ist;  dann  VOD  das  auf  vorGresehric- 
bene  Weise  beg-ränzte  i)reie(  k,  wenn  als  AnfariLz^spunkt  der 
Coordiuaieo  gilt.    Nun  ist  die  Gieicimug  der  Nurmaie 

wo  ""d  y  die  verätideriichen  Coordinaten  der  Normale,  und 
a:  und  y  die  (übrigens  gleicbfaÜs  veränderlicbeu)  Coordinaten  des 
Punkte^  der  Korr«  sind-,  durch 'den  man  gerade  die  Normale  lei^t; 

ferner  ist,  wie  gewöbniicb,  p  statt  ^  gesetzt.    Für  den  Punkt  £}  . 

ist  y^rrrO,  tirid  somit  fnlj 
für  den.  Punkt  6  ist  a:'' 

OC:=^=^^Y^*,  Den  Dreiecke  OCI»  Inkalt  ist  tss^ .  OC;  W 
and  stfuck  bat 


ilcrt  aus  obiger  Gleichung  OD=^a/'=py^a?; 
r"  ==  0,  und  somit  folgt  aus  obiger  6ieichiatt|^ 


DI/-— 2^ 
Ferner  knt  man  für  die  hier  Torgescbriebene  Bedingo^sgleichattg 

II) 

r  < 

r  ■ 

>        Erste  Auflösung. 
Voriirt  man  Gleichui^  l.,  so  bekomart  naU'  l 

IlD*«?s=ÜV-*-*).(«»y4-f~.^)    •  >" 
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Aua  Gleiciiuug  iL  ßh^t  folgt 


Soll  nnn  Sr=0  werdeDi  lo  vnss  entweder  Zpy^Jt^O  oder 

^-4-^  =  0  sein. 

Erstens.  Aus  Zpy  —  a:  =  0  folgt  —  .t^  = /P.  Dieses 
ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  deren  Coordinaten  in  O 
lofangeu.  Man  hat  alter  vor  Allem  zu  untersucheo,  ub  durcli  diese 
€leicbuDg  auch  Gleicbutig  11.  iUeotiscb   wird.     Man  führe  also 

yi.iar^-^B)  «tatt  y,  nad  \/^J!^  ^ 

•in,  «ttd  berueksichtige,  dass  die  Radikale-  entweder  dorebweg  ihre 
pniritive  oder  dardtwet^  ihre  negative  Bedeiitling  haben.  En  ergibt 

\^ -4*^) 

gicil  — ii_  £      —  ^^z^ui,  ader  B=,A.  Somit  ist  die  volli 

  >  • 

komnen  bestlmnite  nnd  keiner <  weitem  Htebenbedingnng  mebr  un- 
terliegende Gleichung  der  gesuchten  Hyperbel  %^  ^-^m^—A.  -jDlIr» 
ter  diesen  Umstunden  geht  Gleichung  IV.  über  in 

Ferner  ist  U'=-^  und  oiao  erkennt,  dass  die  fiic 

und         hergestellten  Ausdrücke  zweideutig  sind,  weil  sie  das 

Radikal  als  c;pmf»iTiscltnftlirlien  Faktor  entbaltcn.  In  sulclien  Fäl- 
len pflegt  man  sich  daliin  zu  entsrlicidpo:  Es  lindet  i  in  Kleinstes 
statt,  wenn  L'  und  S'^i^  einerlei  Zeirhen  haben,  und  es  lindr'f  ein 
Grösstes  statt,  weua  l  '  und  J- entgegengesetzte  Zcichtu  liaben, 
Demuacli ;  ündet  hier  ein  |)rimäres  kleiu^tt  ä  blaUj  dcon  L'  und 
haben  unter  allen  Cmständea  einerlei  Zeichen. 

Zweitens.  Aus  ;?y-4-^  =  0  folgt  y*-f-.r-  — r',  d.  h.  die 
Gleichung  eines  Kreise«,  dessf^n  Mittelpunkt  in  O  H^'c.'^t,  so  dass 
die  Normale  durch  0  geht,  uud  das  auf  vorgcschrlrbene  Weise 
begränzte  f>reicck  Null  wäre.  Man  untersuche  nun  vor  Allem,  ob 
durch  die  hiesige  GIcicbuug  auch  Gleichung  II.  ideniiäcli  wird,  und 

ftbre  in  diesem  Ende  |/r« — etatt     und  statt  >  is 
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GleicLuDg  IL  tm.   Dadurch  bekommt  man     1,1.  •J&^af*:s±ji 


X 


a 


oder  — (r* — a;*)  —  a:*z=zA  ader  —  r'=^,  so  dass  der  Kreis 
nur  existiren  kann,  wenn  der  Werth  A  der« gpgQbeiMa  piffißreiix 
negativ  Ut.    Unter  diesem  UmstÜDdeD  ist 

Dieser  Aosdrack  «st  wegen  des  Aftdikehi  V^r»  —  jp*  zweidenftig; 
und  da  jetzt  ^'  =  0  nichts  mit  diesem  Radikal  u  tbon  hat,  so 

Diuss  man  sich  dahin  entscheiden,  dass- ikier  weder  ein  Gröbste» 
Docii  Kleinstes  stattfinde.  Dieses  wird  aber  auch  noch  durch  fol- 
gende Betrachtung  bestättrgt:  Die  Aufgabe  führt  auf  einen  be- 
stimmten Kreis  d.  h.  auf  einen  Kreis  mit  dem  bestimmten  Halb- 
messer —  A,  Aber  nickt  allein  bei  diesem.Kreise,  sondern  auch 
bei  allen  andern  Kreisen  wird  £^'=0,  so  dais  i^n  unter  «lUa 
nögJicben  Kreisen  keinen  kesanssnchen  kann,  bei  veickiem  17 
grttsser.  oder  kleyier  |Knn  konnte  sii  kei^sUen  apdm,  . 

Xw^it^  A«fl6so>iigw  * 

Da  ^in  g-csuchtf  Fiiiiklion  y  von  ancli  der  Gleichung'  II.  g'e- 
Dügen  oiuäs;  so  wird  die  gesuchte  Funktion  irgend  ein  Iniegrai 
der  Gleichung  H.  Miiti.    x>1ud  integrir«  al&«  Gleichung  II.,  nnd 

Öli/  Jff  •  d£l^ 

ferme  sie  deshalb  vosber  imi  in     s=  ^^^TJt  ^^^^  duffofa 
Integration  , 
log  Bat  log  Qal  JF-Ki* log  Haft  (4r:'*4-4), 

oder 

lo^  Bat  ,y = ^  •  log  nat  {JS ,  (je.*  A)l^ 

oder 

log  Bat  psülog  nat  |/^a?*-|-^J, 

OBd  Bonaeh  ist 


Oas  E  ninss  .also  oe  keschaffeB  sein»  dais  .das  Pfodnki  M.Us^JS 
fosiUr  wird» 

Fuhrt  man  uuu  \/E » (x'^-^A)  statt  y»  ianiA  rh==s=.  statt  ' 
p  in  Gleiehnag  I,  «Ib»'  so  kshoMBit-  bmb 

Mau  erkennt  nuu  an  der  für  y  jgefundenen  Funktiou^  dass  zu  stetig 
Beben  einander  liegenden  Wertnen  dei  E  auok  «tetig  n^en  einsB* 


der  liegende  Wertbe  des  y  gebSren;  ebenso  erkennt  man  an  desi 
Ivir  l/^^bergerteHten  Ansdru<»Le ,  dass  zu  stetig  neben  einander  lie« 
gendea  WdMkei  4d«  E  anck  stetig  Beben  aiBaBder  UegoBde  Werths 


Google 


4eK  ü*  gehdreD,  Dm  oun  zu  v^iggen,  weoti^''  ein  primärem  Gross 
Im  oder  KleittbM  dill^tiir» 


16i 

iv  -       _      -  -   

«   

Es  kum  «lio  werte  entweder  wem  Si?-»»lssO  «der 

Breteiis,  Wenn  8i9^1=±0,  so  ist  JP=4,  und  man  hat 
yssl^^  oder  3y»  —  a:»r=^.   Differeotürt  aiaa  noch 

ein  mal  nod  fthrl  man  dann  ilir  ^  den  Weili      eia;  so  iH 

^  =  27^  .  \/\,(af*'^A).   Feraer  ist  r'=r ~ .  |/| . 

«ad  da  die  filr  ^*  ^  und  £7'  hergestelÜ««  Anndrapko  das  Radikal 

als  gemeinsclmftlichen  Faktor  ciitnaltpn,  erkennt  man-,  <If»ss  c^'  /7 
und  £7'  UDter  allen  f-mständen  einerh'i  Zrichen  haben,  uud  kana 
sieb  dabin  eDtscbeiiien ,  dass  ein  nrimäres  Kleinstes  stattfinde« 
Also  Alles  wie  beim  ersten  Fall  der  vorigen  Auflösung. 

Zweitens.     Wenn   E      \  —  0  ,    so  ist  E  —  — 1  und 
y      l^—  a:^  —  A  oder  y*  -|-  or'  =  —       woraus  benrorffeht« 

daü  A  Jedeafirils  aegattv  mia  mtsad,    Fener  ist  J^lcl  -^^^ 

=  —  .  —  or*  — A.  Dieser  Ausdruck  ist  weg^n  des  Radikals 
sweideutig-,  aad  da  jetzt  £^'=0  nichts  mit  diesem  Radikal  snthna 
kat»  so  nttss  man  sieb  daihta  entscheiden,  dass  hier  weder  eitt 
Grösstes  noeb  ein  Kleinstes  stattßnde.  Dieses  kann  man  auch 
durch  die  am  Schlüsse  der  Yorigea  AnflfifUiqp  ^|;eaiachte  BetrsdiT 
tuog  noch  weiter  heatättigen. 


Aufgabe  71« 

.    (Zn  Obm's  Lahre  des  Giossten  und  Kleiosten,  jätitt  31«.  ^.  48.). 

Man  zieht  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  ebenen  Kurve 
die  Berührende.  Hierauf  fallt  tiinn  aus  zwei  in  der  Ehcne  irgend- 
wo festliegenden  Punkten  Ftr[)(  ndikel  auf  diese  Berührende.  Wof- 
che  Kurve  ist  es  aber,  weun  die  Summe  dieser  beideu  Perpendikel 
ein  primäres  Grüsates  oder  Kleinstes  ist,  während  die  ffesncbte 
Kurve  nur  ans  der  Zahl  derjenigen  herausgewählt  werden  doif»  hei 
welchen  allen  die  Berühreadea  immer  dnrch  den  nemtidhea  gege- 
benen Punkt  gehen  ? 

D  sei  (Taf.  III.  Finr.  2.)  derjenige  feste  Punkt,  durch  welchen 
die  Berührenden  aller  hier  zu  iM  trachtenden  Kurven  g-ehen  sollen; 
Ii  uud  A  seien  diejeui^ren  Paukte»  vuu  welchen  aus  luau  Perpen«* 
dikel  aof  die  Beriihmaäa  der  gesuditen  Kurve  ijehen  soU.  •  nsn 
lege  eine  Linie  darch  die  Mte  Funkte  ^nnd  JC;  nndafehiia 
diese  Linie  als  Abacissenaxe  an.  Man  liehe  durch  den  gegebenen 
Punkt  D  ein  Perpendikel  auf  OX,  Dieses  Perj>endikel  zu  nehme 
man  ajg  Orditiutcnoxe,  so  ist  der  Punkt  O  der  Anfang  der  Coordi- 
aataa.  lü«  km  in  Jiede  stehenden  P^r^ndike^  sind  UM  nnd  AiV. 
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du  -  I  • 

Nan  bt  y^|f3s(a:'— d?) .  ^  di«  Gleicbsng  im  MriibraidtB 

Craden  FT.  Für  den  Pnnkt  D  iit  ^ssO,  «Im  iit  «^^«ssj^ 
sy— /For.  FMer.  hat  nao  nich  den  vorherfiebcBdev  .Aafgaben 

/yjy=^t5^— ^'^  und  Ä^=^l+(^^.  Man  hat  also 
jatift  dia  Aufgabe:  Ka  soll 


■    *  *  •    -       1  - 


•In  prittHrea-Gritaitea  od^r  Kleinatea  werdeo,  wfthrend  nodb  di|a 
BedioguDgsgleiohnng 

atattfindet,  wo  ^  einen  beatiamiton  kotfaftnten  (poaitfveB  oder  ne* 

gatiren)  Werth  liar. 

*  i 

Erste  Auflösung.  ' 

...  .  . » 

Man  variirt  Gleicbuag  1.»  ao  bekoainit  man 

Aus  GleicbuDg  11.  folgt 

., . ,  •  .  '.■     — ^-'Z    -  • 

fuhrt  man  diesen  für  dy  gefnndenen  Ausdruck,'  in  Gleichung  HI, 
"«In;  80  bekommt,  man  *> 

Bs  ist  also 

'    VI)  a-4-o  — 2  .;?y  +  2/?«  .^=0. 

  t 

Um  aber  diese  Gleichung  zu  integriren,  differeutiire  man  sie  zu?or 
noch  einmal»  und  man  bekommt  — %p  •dy^%y  .  dp-^-hpa:  ,dp 
2//*  .  =  0.  Weil  aber  dyz=.p,da:^  so  rcdnrirt  sir!i  dirsc 
Gleichung  auf  2  .  (2/>.r  —  y).r//>=:0,  uud  dieser  üleicbuug  ge- 
scbielit  Genüge,  entwcdpr  wenn  r/^/  =  0,  oder  weuo  2jp,a7  — y=Q. 
Erstens.    Wenn  /^/  =  ü,  so  ist  '  ' 

VU)  y^AsB-V-B, 

m 

d.  b.  man  bat  die  gerade  Linie,  welche  insoferne  die  Aufgabe  löst^ 
als  jede  Gerade  zugleich  ihre  eigene  Berührende  ist.  Diese  ^lel-  , 
chuD^  enthUtt  aber  zwei  wülkühi-licbe  Konstanten,  während  doch 
die  voigegebene  Differentialgleichung  VI.  nur  von  der  ersten  Ord* 
nnnff  ist.  Aber  eben  der  tinstand»  dass  VI.  dorcb  VII.  identisch 
werden  muss,  dient  dazu,  um  eine  der  Konstanten  dorcb  die  ao^ 
dcre  zu  bestiuimeo.  Man  führe  also  i/v-^B  statt  y,  und  A 
Statt in  Gleichung  VL  überall  ein,  und  redacire  so  viel  als  mog* 
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lieb,  so  bekommt  mao  «»-^-(4  —  ^iuiJS^:^ü^  aUo  ^  =  — ttoa 
Gleiebimg  VU*  geht  über  in  , 

aber  micb  Gl«icbwig  U.  idendich  wer* 
4eo;  mmm  fabr«  aba  ^^;'af-^-Ä  atuit  y,  nid  alattir 

in  Gieicbunsr  11.  ein,  und  es  «rgibl  aieh  B  =  g*  Gkicliimg  VUL 
gebt  alko  über  in  . 


■  • 


10  dam  dl«  OMcbaDg  def  ^in^bten  Graden  Tolikonmi  baatiaidtf 
iit,  nnd  keiner  Nebenbediogungiaebr  aaiterv^otfi|n  wefded"  kani|. 
Aacb  ist  l/'=V^(a  +  a)*+%*^  und  unter.  Beriiekaicbtigung 
illet  Vorbeigebenden  itt  ,  ^  ' 

Das  R;idikal  V^f«' +  «J» ist  bei  den  für  r'  und 
fiergestellten  Ausdrücken  gemeinscbaftUcher  Faktor;  und  somit  er«  , 
kennt  man,  dass  U'  uud  d^lJ  unter  allen  Umständen  eotgegenge*  ^ 
setzte  Vojzeicbeo  iiabeu.   Desshiilb  eotscbei^et  n^an.aicb  daliiA|  daas  ^ 
ein  primäres  Grösstes  sUttfindet.  Weil,  ferner  der  W^th  des  U 
Ton  a:  ganz  nnabban|c!g  i^»  so  kann  von  einer  sekundären  Be- 
siebnng  neine  Rede  sein« '       !  ' 

Zweitens.  Setzt  man  2/?^— y  =  0,  so  bekommt  man 
y»r=z^'r,  d.  Ii.  die  Gleichung  einer  Apollonischen  Parabel. 
Da  aber  dieses  Integral  noch  die  Gleichung. VL  ideotiscli  machen 

Bttss»  SO  f&bre  man statt     nnd  statt  p  in  Gteicbnng 

VI.  ein,  redneire  so  viel  als  nöglicb)  nnd  es  bleibt  sr-f-et — ^ 

also  ist  C=2fa^-a},  und  die  Gleichung  der  gesuchten  Apolloni- 
scheu  Parubel  iiit  > 


I  < 


-  » 

Du  i*ber  Gleichung  X.  aU  Integral  von  Gleichung  Vi.  gelten  .mns4 
iHibrend  diese  Gleichnog  X  keine  wilfkftbriiebe  Kenstante  sMjbr 
enfbält,  anch  kein  besonderer  Fall  Ton  Gleiebang  Vlli.'ist^  so  ist 
€lelehnng  X.  ein  siogaläres  Integral  von  Gleiebang  VI.  Nun 
soll  aber  dnrcb  X.  auch  noch  IL  identisch  werden;  ihhi  tnhie  .also 

V\a-^a).a:  statt  y,  und  \ .  ^^^^^^  statt  p  in  Gleichung 

II.  nberoll  ein;  nnd  man  bekommt  \ .  V'iKm-^if)  .  a:^g.  Diese 
GleicboDg  ist  aber  keine  identische,  und  somit  kann  dieser  zweite 
Fall,  welcher  nnf  ein  singnläres  inl;egial  führt,  nicht  weiter  heriiek» 
■cbtigt  werden.      v       •    •  • 
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•  Zweite  Autlösnog.  '-  •  •  h 

•  ■  ^ 

D«  die  garachte  Panktion.  y  von  ^  auch       Gleichaog  II.  ge- 
■iigen  mnti;  so  wU4  die  gei^utiite  Fnnk^ofi  irgeDd  ein  Integral  ' 
von  Gleidinng  II.  seio«    Man  Mtegrire  also  Gleicbaog  IL,  mid 

y=Ä€J^-H^.    Mau  führe  also  c^-^g  statt       uud  ^  utatt in 

Ab  der  Gleieliuog  yss wf-^  erkennt  Man,  dasi  sn  aieüg  neben 
einander  liegenden  WertJien  des  4?'  uldi  stetip^  neben  einander  lie- 
gender Wertne  des  y  gehören;  ebenso  erkennt  ouin  nn  der  CrIeU 

«huf  g  U'am^^^i^^^t  dein  M  atatig  nelien  einnvdar  liegenden 

Werthen  des  c  auch  stefie;  neben  einander  liegende  Werthe  des  £7* 
gehören.   Um  nun  zu  wissen,  wenn  ü*  ein  GrÖsstes  oder  Klein* 

■ten  iit,  «^erentüre  man  ü*  naeh      und  ea  ei^^ibt  aieh  ^ 


=T^rip^^'  dariMislolgt .Ä-rh^— a)l80C=^^^,  und 

wie*  eehnik  Inf  Cfleiehnng  X.  gefunden  iat  iHffsmIlirt  «an  «ed 
eh  M.  in  bekomint  nmn  'hn  Allgenieiiev 

und  wenn  mau  den  für  c  gefundenen  Werth  einführt,  so  ist 

daran,  erkennt  man  wieder,  dnss  ein  prinärea  Gröaates  atnttllndet, 
vi«  bei  der  ersten  Auf) ÖS UD^. 

E«  ist  bemerkenswerth,  d«ss  diese  zweite  Auflösung 
nur  auf  dea  Fall  führt,  welcher  mit  dem  iu  der  ersten 
AnflSsnnf  erbnltenen  allgemeinen  Integral  überein. 
stimmt.  Der  Grnnd  davon  lat.  aber  der,  daas  das  in  der 
ersten  Anflösun^  erbait^'ne  singulare  Integral  gar  kein 
Integral  der  fJlcicbutip  II.  ist,  und  somit  die  zweite  An^ 
Idanng-.  welche  ganz  allein  vom  Integral  der  Gleichung 
II.  ausgeht,  auch  nicht  auf  besag-tcs  singulare  Intcrrral 
führen  kann.  Die  z w cite  Auiiüsuug  ii»t  also  ebenso  voll- 
ständig»  wie  die  ernte» 


Anfgäbe  1% 

(Sa  0Ma  iinbn  ta  Giftaten  tmd  Kküaten.  Seke  91<^ 

Man  mll  unter  allen  auf  daaaelbe  recbtwtakelijge  C^inrdinalen^ 
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sjiteiB  bezogenen  ebenen  Knrven  dieieoige  benintsiielien ,  bei 
iveleber  för  den  sn  irgend  einer  nach  Benefeen  jrewüUten  AbicisMi 
X  gehörigen  Pnrikt  ms  Ten  der  Nemiele  «nd  den  beiden  CeerdU 
nafenaxen  eiikgeschloMene  Ureieck  grösser  oder  kleioer  wifil,'  nli 
bei  allen  andern  der  geanchten  Kurve  in  jedem  Punkte  nScbitan- 
liegenden  Naclibairkurven  der  f^atl  sein  kann,  während  die  g'esucbte 
Kurve  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  heraus  gewählt  werden  darf, 
bei  welctfen  die  Düferenv,  die  zwischen  dem  Uuudrafe  der  Normale 
nnd  dem  doppelten  Quadrate  der  Absciase  stattfindet^  den  be«* 
•tlmitea  gegebenen  (uueiÜiM  oder  negativen)  IVertb  A  bat 

En  iaf  (Tk  III.  Fig.  5.)i  wie  in  Aof{^  70.,  das  Dreieck 
WD  4m  wA  TergeeebriebAne  Wdbe  bege&aM;  WMk  leinlnbnlt  kil 


Die  Normale  ist  Jind  die  Yoicescbriebene  BedingoBgi^ 

gieicbiing.  ifll 

Variirt  nan  Gielchnng  L  nnd  II.«  und  eiiniinirt  man  ^|  lo  be« 
kewBt  Hinn  ' 

III)  .  4w  -  «Hw 1) . 

.^bd  iUmrBi  wenn  (wrie  von  dien  .fl>%««den  M  GkU«^ 


Erstens.  Setzt  mnti  — .ir=rO,  so  ergibt  sich  y" — ä:*z=:zß, 
d.  b.  die  Gferchvng  einer  gleichseitigen  Hyperbel.  Man  hat  aber 
vor  AHem  zu  unteranebeD,  ob  dndnrcn  auch  Irieiclning  II.  identiacb  t 

wird;.  ub4  fnbre  m  dieiein  JSnde  atnti  .yS  nnd         j  ^ 

«tatt|i«  hi  Gleiblniil^  H.  fin;-  IMtnh  MmmI  mmi 

«4- .  <i  4- ^S^7)         se  jtf  «der  iff  am  ji. 

Soniit  tat  die  vollkommen  bestimmte  Gleichung  d^r  «esuphten  gleich- 
n^tignitf  Hyperbel  y^^^g^imA,  weldlm  dieiMr  TObaBbedingnng 
i*ebr  miteNredibn  werdea  kfim.  üntar  dieae«  Osatiadeit  be- 
keut 


Da  die  für  U'  nnd  6*1/  hergestellten  Ausdrücke   das  Radikal 

V^x^-^A  als  gemein schaft4tcben  Faktor  enthalten,  so  moss  man, 
wie  in  den  beiden  vorigen  Aufgaben«  benehten»  ob  dieaelben  nut 
«Inemi  ödSer  mit  entgegengeietiten  Voreeitben  rersehen  sind.  Sie 
^nd  mit  einerlei  Voraeicben'  «nneben,  wenn  nnd  Ajc  gleichzei. 
tig  positiv  oder  gleichzeitig  negativ  sind;  in  diesem  Falle  entschei- 
det man  sich  für  ein  KleinnlM»  ^WidnisenfidU  entacbeidet  man  Mck 
für  ein  Gmatei.  '  F 


Zw'eiti'ns.  Sftze  rnah /?i/-4-/r=r0,  so  r rc^iht  sieh  f/'-J-:ir'=irr' 
il.  b.  die  Gleichung  eines  kreises.    Fühct  maa  aber  r'— a;? 

■toit      und  jf'  in  Gleidiaiig  II«  ein;  iio  bekoibait 

11I8Q  (r»  —  o;')  .  (l  —  2a:»  =  ^,  worauf  #•«  ^2a:*  =  A 

fotgt.  Letztere  Gieicbong  ist  aber  keine  identische  und  somit  ist 
dic'srr  zWMle  #ail| 'Weklicr  'deiii&jeis  alt  Eeaiiltat  liclBtl,  vom* 

lässig".  "  :  ■:     ■    ■   .  ' 

Drittens.    Setzt  man      —  IszO,  so  bekommt  map  p — 


woraus  y=±^-f- C  folgt.  Führt  man  jetlt  {zkz^v-^Cy  statt 
rS  mi  'I  tum  erekibung  IE  eis»  .«ov  bekmMit.  .«uip 

»igt. 

Letztere  Cleicbung  ist  aber  wieder  keine  identische,  und  somit 
darf  dieser  dritte  Fall,  welcher  die  grade  l^iiiie  als  E^sultat  Uefert| 
gleicbtatis  nicht  berücksichtigt  werden,  ^     -       ;  •  ^ 


Au%abe  19. 

(Zu  Ohm  s  Lehre  des  Giüssten  und  Kleinsten.  Seite  220.  ^.  49  —  51.}. 

Man  hat  zwei  mit  einander  parallele  C*r^en,  und  man  ciiebt 

eine  auf  ein  rechtwinkligem  Coordinatensystera  bezog-eoe  ebene 
Kurve,  ^Teiche  in  dem  zu  einer  nach  Beliehen  genommeocD  Ahscisse 
a:  gehörigen  Punkte  die  Kioreoschftft  bat,  dass,  wenn  man  den  die- 
sem Punkte  der  kurve  entsprechenden  KrUmmuogsaiittelpuukt  auf- 
enebt,  nnd  die  senkreebten' Entfernungen  dieses.  KrfimmuogsmUtel- 
punktes  bis  zu  den^swei  parallelen  Giteden  niinrnt,  dai-Produkt 
kti^er  Entfern unf^en- ein  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes,  d.  lu 
grfisser  oder  kleiner  wird,  als  hei  den  zu  der  nemÜcliPn  Absrisse 
g^ehörigen  Punkten  uller  andern  auf  dRssclbr  rechtwinkelige 
CoordiDatensystem  bezo;j;f'tK!n  und  der  c:esuchten  Kurve  in  jedem 
Punkte  nächstanliegenden  Xachharkurveu  der  Fall  sein  kauu. 

Die  beiden  gegebenen  pnmlletenr,|6eqidei|  ,(Taf>*lll.  Fig.  7.) 
seien  MN  und  PU-  Die  Durcbfübrung  der  Aufgabe  wird  verein- 
facht, wen«  'man  aneb  ^e  Abseissenäte  wk^  ilen  nwfi  f;iegebenen 

Geraden  paralle!  nimmt. 

K  sei  der  zu  der  i^^rade  trenommenen  Ähsfisse  OG-=.t  gehö- 
rige Krüminuijgämtttelpuukt.  VT  und  V/i  sind  uiäo  die  heiden  in 
Rede  stebeuden  senkrechten  Eotternuogeu.  Die  Gleichung  der  Li- 
nie MA  sei 

lind  die  Gleicbnng  der  Linie  tei 


I        '  (    ,  it 


t 


Bs  ist  ttbo  Wnt^m  nnÜ  WT=».  Die  Ordinate  des  Krün« 
muugsmittelpunktes  ist  WV=y-h  ^ ;  und  iiessbalb  ist 


Google 
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wo  wie  gewSbiüiclt  snr  Alkünmig  p  statt  md  7  atott  ~  ge- 
fetzt wurde.   Das  hier  io  Rede  steheude  rrutlukl  ist 

Variirt  nan,  io  |»ekomiiit  mao  im  AUgeaeinea 

.]."•..  f»  •  -»^  ^- 

Erster  Fall.  Soll  man  die  gesnefcte  Kurve  ans  «UaB  mög- 
fUen  ciMB^r.U  Jeda«  Puakte  Dächstai|lifg«iid«ii  her«ii9«ii«hen; 
ao  kann  n«r  Mg«nde  CLuckaiig  a|#ttiiiideB: 

x  \  o  .  2,(1 -HP*)      ^  •  ' 

Dieae '  Gleiaknog  fofM^  aiek^  Ipmd««»  iu» ^ 

and  weon  man  diese  Gleichung  mit  /^=^  multi|>iicift,  so  bekommt 
■an  -  - ; ' 

 2^  |.J?^^0. 

Durch  Integration  bekommt  mau 

log  oat         an— «)-|^log  nat 
oder  mit  Aenderung  där  IfConätanten 

log  nst       ^  aa — m)  « 1^1+^}  s=  log  nat  A 
odar  '    '  ' 

Harans  folgt 

und  wenn  man  nochmals  iotegrirt,  so  ergibt  sidh 

^+Ä^=±:--i.V^^»-H(^— aa— ai)» 
odor  ...    .  '        ,  . 

¥11) 


Dieses  ist  aber  die  GleichuDg  aines  Kraisea^  deaaen 
DorebatOBaor  =^  iat  und  daraaen  Mitlelpuokt  geoan  mi^ 

tea  zwischen  den  beiden  gegebenen  ParallclHaien  Hegt« 
Gr  löst  in  sofern  die  Aufgabe,  als  er  iu  jedem  seiner 
Paakte  aacb  Mgleieb  aain  aigener  Krünkaungakrei«  iat,' 
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Die  beiden  willknrlicheii  Konstanten  ji  ttod  B  macken,  dais  ntft 
diesen  Kreis  nocti  zwei  Nebenbedingangea  anteitrerfeB  kann«  Der- 

gleicbeo  sind  z.  B.: 

1)  Der  Kreis  soll  durcb  zwei  feste  Punkte  (/,  g)  und  (/^,  X) 

Sehen.  Für  diese  ^wei  Punkte  geht  Gleiclmng  VlL  bezügUci 
beritt  '  ^ 

(*  -        +  +     =  (4)' 

und  riiittelst  dieser  beiden  Gleicbttiigen  Imeii  sich  beitittAte  Weitbt 

lir  ^  und  S  ermitteln.  Oder 

2)  Die  gesuchte  Kur\'e  soll  durch  den  festen  Punkt  (/,  g) 
geben  und  die  zu  die«;em  Punkte  gehörige  Berührende  soll  mit  der 
Abscissenaxe  einen  Win)|Lel  etnsohliessen,  dessen  goniometriscke 
Tangeote  =xüf.  Ans  Gleichung  Vll.  folgt: 

...  Yj^r-i^-hJ^* 

fiiid  wm  hwt  jeft]^  folgende  swei  Gleiduugeii: 

<«r-=|^» + 1/+ Ä)» = (4)» 

und  mittelst  dieser  beiden  Gleichungen  lassen  &'ich  Frieder  bestiminte 
Werthe  für  ^  und  B  ermitteln.  Oder 

3}  Die  ffeaucte  l^ucrei  ipH.  durch  dea  ftvten  Pimlit  (/,  g) 
gebeo  ttDd  die  tn  der  beBtinmteD  Abacisie  A  gehörig«  Berübreidi 
soll  mit  der  Abaeivae  einen  Winfiel  einschliessen^  dessen  ^onioai- 
triscbe  Tangrate  sssK.  Hier  bat  aian  folgeade  iwei  Gleicbangw 

und  ..... 


.woraus  »ich  wieder  bestimmte  Werthe  für  A  und  B  ermittela  Itt* 
Oder 


4)  Die  m  fetten  Abtcisae  /  gehörige  Nomale  vad  Sabnor^sle 

sollen  bezüglich  die  Läugea  A  nad^^ib  aabea«  Hier  bekonst  iMH 
die  Gieichaagi»^  ^         v\  i-'*  .       *  -  < 

//  =  -5r-,  und 
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•trau  sidi  uMflr  bciiiMifti  Wmikm  Bf  A  B 

tm.  Oder 

5)  Bei  der  feslen  Abscisse  /  soti  der  Quotieut  der  Subtan^eote 
io  die  Sobnomale  den  bestioimten  Wertb  ff  baben;  und  bei  der 
fegten  AbficUse  A  soll  derselbe  Quotient  den  fetten  Wertk  Jk  liftbtB« 
Bier  bekommt  man  die  beiden  GleicLnagen 

woraus  mk  «teder  keilt^mtt  Weitiie  Sa  -JL  mmi  S  emiltebi 

Dergleicben  ISebeubedinguntccn  kann  man  io  belle* 
biffcr  Menge  aufstelle u.  Was  Tür  Nebenbedingungen  man 
äkr  aucli  aufstellen  mag,  so  folgt  docb  ass  Gleicbnog  V«  ganx 

in  IT's:  —  4^ .  (m^ü)*,  d.  L  ist  fiegütlf  «lyd  nsfebhlßgig  toM 
den  befiebigen  Warthe  de«  Fatiitt  man  fleeh  eitunal,  so  ke<^ 
ksutmeft. 

•  woran  man  erkennt,  dass  in  der  That  ein  primäres  Kleinstes  statt- 
I  ildst  Ein  negativer  Ausdruck  gilt  ^er  pir  4*9^0  kleji^er,  je 
I  w«tir  lein  Wertb  von  Nall  entfernt  ist. 

Zweiter  Fall.  Soll  awiB  aber  nur  anier  denen  eiatlM^r 
I  jiiiK  Ptakte  a&ebstanliegeedea  Kurven ,  welche  alle  den  zu  der 
gerade  geDommeneo  AbsaM  M  gehörigen  Punkt  mit  einander  ge- 
mein haben,  diejenige  heraussuchen,  wobei  das  vorEfeo^ebene  l'ro- 
dakt  grösser  oder  kleiner  wird ,  als  bei  allen  andern  so  geeigeo- 
1  tekafteten  Kurven;  s»  liabcn  Lille  hier  in  Betracht  zu  ziehenden 
\  l^ttrveD  bei  der  geriide  gewubUeu  Abscisse  ^  auch  einerlei  Ordi-» 
Bäte.  Es  ist  also  6^  =  0,  d'y  =  0,  u.  s.  w«;  und  Gieickuug  iV, 
icdocirt  sich  auf 

Daraus  fol^  aber  wieder  Gleiehaag  Und  Vll.;  und  GleiebfiDg 
Vlll.  r«dttcirt  sich  auf 


Mio  fort 


<  ^-  Attfgab«  fib.  ^ 

01  <Hiiii*ii  Lebto  M  (Brtssteii  and  KMasttli.  Seite  JI9-51.). 

Mas  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordlunfcn. 

opfenen  ebenen  Kurven  di*»jeni!re  heraussuchen,  bei  weU 
der  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  ,r  ge- 
**^f'ge  Punkt  die  Eigenschaft  hai»  dass,  wenn  man  den  zu  diesem 
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Punkte  geböriofen  KrümmnoorsTnittelpofikt  mit  zwei  festen  Punkten 
(flr,  I0)  und  (a,  ß)  verbindet,  die  Sumnip  der  Quadrate  beider 
VerbindunsfsliBien  grösser  odrr  kipincr  wird,  alä  bei  den  zu  der 
nemlieben  Abscisse  ^  geb«»rigeu  i'uükteii  aller  andern  anf  dasselbe 
rechtwinkelige  Coordinatcosyateai  b^ogenen  bd4  der  gesuchten 
Kurve  in  jedem  Punkte  iiirfcrtnnHegenden  NnebbnrkimttB  .dt^r  F«U 
sein  knnn.  ^ 

Der  JMttm'nnginitfelpmikt  habe  die  Cberdinaten  |p  jand  die 
Bntfernong'       festen  Punktes  (g,  ^)  Iiis  wm  Krümamogsniittel" 

punkte  ist  also  a}-  -h {x^ — ;  und  die  Entfernung  des 

festen   Punktes   (tt,   ß)  Us  snm   KrvHMumgsmlttdpImkte  ist 

— a)>+(9^/S)».  Die  Aofgnke  fikft  abo  mniiclist  aikf'd«a 
Attsdnick     '  1      f  .    .  . 


.       I)  |7=r[(r-ar+(^-Ä)«H-[(f-«)»4-(^~/5)'l. 

Die  DnrcfaftÜlMng  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  mnn  die  Ab- 

scissenaxe  der  cfesuchten  Kurve  durrh  die  beiden  feston  Puntfte 
(<7,  6)  und  (a,  ß)  legi.  Dab«iist^  =  0  und  und  <>^ei«httog 

1,  reducirt  sich  auf  .       ' ,  .  ♦     -  ..  .  - 1  . 

II)  |/.s3(r-*)»-Ki-«)»+*.^». 

^on  ist  jp==^— •  ^ — ^  und  ^=|fH  wq,  wie  ge- 

Wöbdlich'  zur  Abkürzung  anstatt  und  g  statt  gesetzt  ist. 
WeJrtlWg  H..  gellt  »IUI  Jttlier  in 

IIIJ  £/=s(a?  —  — — )»  +  (^  — «  —  ) 

Dieser  Ausdruck  soll  eiu  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes  werden* 
Durch  Variiren  bekommt  nuin .^ 


Erster  FaH.  Soll  -  die  gettfebte  Knrve  aus  allen  mSglicben 
einander  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  heransgewMltiiiardee» 
80  mfissev  folgende  drei  Gleichungen  augleich  bestehen: 

VI)      .(l-hp^y—  (1  -  «  -  uj  .  ^  4-  Aypg  =  0 

Diese  Gleiehnngen  werden  einiaeher,  wenn  man  »  statt 
jf^ setst;  denn  sie  liehen  bexügUch  übet  w  •  • 
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i  IX)  3/i  .  (1  -t-/!«)»  -  (1  %q 

*  GleicliiiDg  VlU.  ist  die  einfocbste;  sie  kann  nneh  avf  fol^nde 
:  lH-;».5H-^.y=0,   oder  ei|f  iolgende  Weise: 


+   .  «^+|f  .4^=0  gescbrieben  werden,  nnd  daiaue  folfft 

XI)  »+/>.y=s^. 

Diese  Glfichnnn:  ist  nbfr  gleiciibedeuieDd  mit  ««lä-l-y.i/ys.^.i/y, 
I   und  daraus  lolgt  weiter 

I  XH)  a»-f-3^'  =  2.^r»4-Ä.  • 

.   Maa  sehe  nun  an,  ob  dnrch  diese  GleirTimip;  (uich  |X.  und.X.  iden« 
äich  werden.  Ana  XU.  folgt  y=  IZ/r+S^  —  s», 


I 

Führt  man  nun  dtcsn  Ausdrücke  m  Gieiehnng  IX.  ein,  so  bekoninit 

Bin  nach  gehurii^üa  Keductiauco 

A.jA^^B),  (ZA^  -t-    -       +  2»»)  ^ 

DieBS  Gleichung  wird  identitcb,  wenn  ^=0  iat  Gieicbnng  XII. 
xiclit  sich  also  anruck  auf 

XIII)  **H-f/»=^/ 

I    öid  dadarcli  werden  die  CJleii hunrrcn  und  IX,  zugleich  idcn- 

f  tisch;  man  bat  also  nocli  zu  UDtersuchen,  ob  dadurch  aaclt  Gleichung 
I    X.  identisch  wird.   Aus  XIU.  folgt 

«  .  B 


y^VB^s.-,  p  =  ^.y        1  und  — 


Fnhrt  man  aber  dieie  für  />,  ^  zuletzt  hergestellten  Ausdrücke 
11  €leicbung  X«  ein,  so  findet  man,  dasa  ate  in  der  That  ideuiisch 
wird«  Fnbrt  man  für  x  seinen  Ausdruck  wieder  surück,  so  creht 
Gleielinng  XIII.  über  in  ^ 


■üd  durch  diese  Gleichung^  werden  die  GleichuDg-cn  V.,  VI.,  VII. 
logleich  identisch.  Letztere  Gleichung  stellt  aber  einen  jeden  be- 
liebigen Kreis  iror,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Abscissenaxe  Hegt, 

Qfld  zwar  da,  wo  as  =  ^-^  ist.   Gleichung  U|.  gebt  nun  über  in 

XV)  I7*=2,(^)% 

!)•  V  ist  konstaut,  und  unabhängig  von  a:  und  yon  der  will- 

külirüchen  Konstanten  ß,  Varürt  man  noeb  einmal,  so  bekonnt 
aaa 

TbeUlU.  ^  11 
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woran  man  erkennt,  dass  ein  primäres  i^einstes  stattiyidet. 

Zweiter  Fall.  SeH  man  aber  nnr  unter  dema  einander  ia 
jedem  Pbpkte  aaeliitaDUegeDden  Kurven,  welche  alle  sewobl  detf 

zn  der  gerade  genommenen  Abscisse  a:  gehörigen  Punkt,  als  auch 

die  zu  der  gerade  genomnienen  Abscisse  gehörige  Berührende 
mit  einander  gemeinschaftlich  hriben,  diejcnig-e  heraussuchen,  bei 
welcher  die  vorgegebene  Summe  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei 
allen  andern  so  gcci^euschafteten  Kurven;  so  müsäcu  bei  der  ge- 
rade gewählten  lAbscisse  a:  folgende  Gleichnngea 

stattiin.den.   Desshalb  reducirt  sich  Gleichung  IV.  auf 

-2.(1 

S 

Bs  findet,  also  jetzt  nnr  die  Gleichung  Vil.  oder  X.  statt  Wenn 
man      »qy — p"^  ,qy  ixl  Glaiebung  X.  iuldirt,  bo  geht  sie  ilber  in 

■  * 

1 

nnd  diese  Gleichung  wird  integrabeli  wenn  man  sie  mit 
mnltijiiicirt.  Tbnt  man  dieses,  so  bekommt  man 

Diese  Gleichung  läist  sieb  nnn  geradem  iategriren,  nnd  man  be- 
kommt 

Ans  dieser  Gleichung  folgt  ffss  — ^  Ih-^'^ 

man  anf  beiden  Selten  diffeientiir^  nnd  dann  p  .  lAi  statt  dff  setit» 
so  bekommt 


Der  integrirende  Faktor  an  dieser  Gldebimg  ist  ^  ==-;  und 

multiplicirt  man  letztere  Gleichung  damit,  so  bekommt  man 
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Diese  Gleichung  lägst  sich  nun  geradezn  iDtegriren,  aod  nan 
kommt 

« 

XIX)  ^  .  (-  ^  -  «rctaiig  p)  ==  £. 

Führt  mau  a;  g—  statt  ili  in  die  Gleichung  XVIII.  uüd  \iX> 

xnräck,  flo  kann  man  für  4r  und  ff  folgende  Antdriicke  keratelieii : 

XX)  or  =  -'g-  ■  H-   j  •  (^-*-  ^  4-  6'.// .  arctaag  />) 

Die  hier  gesudite  Kurve  ist,  wie  es  oft  s^eschielif,  dnrrh  zwei  («lei- 
cliuugeu  ^e^ebeu,  uud  kuuu  durch  ihre  ^I^angeuU  u  koijütruirt  wer- 
den. Widrigenfalla  hätte  man  aas  XX.  und  XXL  das  p  zu  elimi« 
niren,  und  bo  eine  einzige  Gleichung  swischen  w  und  y  beraostel- 
liB.  Varürt  man  bei  Gleichung  XVII.  den  in  den  cekigeii  Klaa- 
nern  itebeDden  Faktor  noch  eiooial,  lo  bekoMt  aum 

^^^^  J*  .  I(2ar  —  »  —  a)     —  2yl .  (^)». 

Gleichung  X.  folgt  aber  C^-^g  —  q)  «^2y=a^* 


Aua 

Qud  aomit  ist 


woniD  man  erkennt,  dass  ein  primäres  Kleinstes  statt  findet 
Dritter  Fall.    Soll  man  aber  nvr  Hinter  denen  einander  in 

jedem  Punkte  nHchstanHpG'pnden  Kurven,  welche  alle  bei  den  ge- 
rade für  a:  genommenen  Wertbe  nicht  nur  für  ^  einerlei  (aber 

einen  nicht  gegebenen)  Werth»  sondern  «neb  fdr  ^  einerlei  («ber< 

gleiehihlia  einen  nicht  gegebenen)  Werth  liefern,  diejenige  heraus, 
suchen,  bei  welcher  die  vorgegebene  Summe  grösser  ow  JÜelner 
wird,  als  bei  allen  andern  so  geeigenschafteten  Kur\e[j;  so  mfia« 
mn  bei  der  gerade  gewählten  Abscisse     folgen4e  Gleichnngen: 

ittItfiBdeii.  Desshalb  rednciit  lieh  Gkiahaog  If.  mf 
XXll)  dtl=^  .      .  (1  ^p*Y-{i^3p*) .  (2»  ■.«-<.). , 

Ej  üüdet  also  jetzt  nur  die  einzige  Gleichung  \\ .  oder  IX.  statt. 
Wenn  man  ^  .p*  »  g-^-y  .p .  g —  ^  .p^  .  q -^y  .p  ,  ^  zu  IX 
mrt,  so  kann  man  ihr  folgende  Form  geben 

11» 
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oder 

^  .  (1  -i-p^)  » (3^^ l  -f-i»*)  —  top  -f- 5)  .  (^r 3  .      ,    =  0. 

1 

Diese  Gleieknog  wird  integiiibel,  weDn  van  sie  mit  ^(y'  |  pijj 
tipiicirtj  ud<1  thut  man  dieses,  so  bekommt  man 

Integrirt  mau,  so  bekommt  mao  ^  — ^=:/^,  oder 

Wenn  man  Gleicbnng  XXIII.  auf  beiden  Seiten  differentiirt,  so  be- 
kommt  man  zunächst  y  .dp  -irp  ,  dv-^-  d%  =-y  *  ^*  \ii^t 

nnd  wenn  man  diese  ganze  Gleicbnng  mit  p  =  ^  mnltipUcirt,  bo 
bekommt  man 

Diese  Gleichung  wird  iutegrabel.  wenn  man  sie  mit  .  y  : 

tiplieirt;  nnd  tbnt  man  dieses,  so  ergibt  sich 

V/,— ^-*-^J'V^^-^^  -  5  • 
Diese  Gleicliuug  lä^st  sieb  gerodezn  integciren  und  es  ergibt  sieb 

Fiibrt  man  w-^—^  statt  %  in  Gleicbung  XXIii.  ein,  so  to« 

sie  auf  folgende  Weise  schreiben: 


mul- 


Anch  die  jetzige  Kurve  Ist  dnreb  swei  Gleiebnngen  gegeben 
man  liat  zu  verfahren,  wie  schon  im  zweiten  Falle  angegeben 
wurde.   Das  PrUfungsmittel  wird  hergestellt.  Indem  man  bei  Glei- 
cbung XXll.  den.  in  den  eckigen  Klammern  stehenden  Faktor  v»- 

riirt,  und  dabei  beachtet,  dass  d^=0>  ^  =  0,  u.  s.  w.  ist. 


.  Aufgabe  82. 

(Zu  Ohm's  Lehre  des  GrSssteo  und  Kleinsten.  Seite  920!.  ^  49^1.)« 

Es  sind  zwei  in  einer  Ebene  gelegene  sich  sdbneidende  onil 
auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogene  Geradea 
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ipBgebeo.  Hau  luebt  eine  aof  itai  nenlicfae  Coordraatentyfltem  Im- 
BOgene  Kurve,  welche  in  dem  zu  einer  nach  Belieben  gesonmeDea 
Abscisse  p-efiörigen  Punkfr  flio  Eigonscliaft  Iiat,  dass,  wenn  raan 
den  diesem  Punkte  der  Kurve  eritsprrrlirTi(!pn  KriiniTinincrsnnf tel- 
putikt  aufsucht,  und  von  dieseui  Kruinmuup^sunttclpuiikLe  i  (  i|t(2o- 
äikel  auf  die  zwei  get^eheneu  Geraden  zieht,  das  Produkt  beider 
Perpendikel  grösser  oier  kleiner  wird,  als  bei  den  zur  Dealieliefi 
Abscisse  a:  gehörigen  Paaktea  aller  andern  auf  das  nenliche  recbt* 
winkelige  Coordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Punkte  oäcbstanl legenden  Nacbbarkurven  der  Fall  sein 
kann. 

Die  Linien  MX  und  PU  seicu  (Taf.  III.  Fig.  8.)  die  beiden 
&:egebenen  Geraden  und  V  sei  der  zur  Abscisse  OG  f^chürige 
KriimmaDgsmittelpnnkt  der  gesucblen  Kurve.  TR  und  VT  sind 
also  die  zwei  in  Rede  iitehenden  Perpendikel.  Die  Gleicbung  der 
i^iuie  üfil'  sei     ,  ' 

aod  die  Gleichung  der  liinie  PQ  sei 

II) 

Die  Coordinaten  des  KrÜDimungsiuittelpunktes  K  seien  r  und  t^;  so 
ist  die  Entfernung  des  Punktes  F  von  der  Linie  MX  bekanntlieb 

■ 

und  de«  Punktet  V  Entferanng  von  der  Linie  PQ  iat  ebeuno 

jv)  F-T—  vwr^^  * 

Erst  wenn  man  dir  sfosuchte  Kurve  und  den  KrüinmungsniUfel- 
punkt  gehnule«  hat,  ist  es  möglich,  zu  eutscheidi^ii,  welche  BetU  u- 
tuncf  man  eiuem  jeden  der  Radikale  V^.  /^  -|-/y^  nnd  \^%'^  -i-ä3* 
beilegen  muss.    i)as  in  Rede  stchentle  Pruiiukt  ist  also 

'         (1/^3 -i-if*) .  iyw^^W) 

Nun  ist  t  —  .T  —  2-!Ü^h^J  t)  =  y -f- ^ ^  ;  "«d  wenn  mau 
für  (  und  Q  diese  Ausdrücke  in  V,  einführt,  uud  zur  Abkürzung 
noek  IDi  atott    y  = — r7====  setst,  so  gebt  V,  aber  in 

Wenn  man  jetzt  diesen  Ausdruck  variirt,  so  ergeben  sich  aebr 

weitläoftige  niffcrcnzials^leichun^en  der  zweiten  Ordniinp^.  und  es 
Ware  bei  deren  Integration  ein  nicht  geringer  Grad  von  Aufnierk- 
sainkeit  nöthi«?.  DesshaU»  ist  es  räthlich,  sich  vor  Allen  umzu- 
schauen, oh  man  nicht  einen  einfachem  Ausdruck  statt  Gleichung 
VI.  gewinnen  kann«    Bs  scbadet  der  Altgemeinbeit  der  Aufgabe 
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mlAt,  weaii  warn  eise  der  gegebcMB  6ni4«B  ab  AlMcineiiaxe  «li- 
■iflimt^  ud  den  AofuflgspaAt  der  CdordiaaleB  in  jenen  Punkt  ver- 
legt, wo  sich  die  beiden  ge^pekeaen  Graden  achiieiden.    Unter  A 

■nd  ^1  sind  bekanntlich  die  Sinus  der  Winkel  zD  verstehen,  welche 
von  den  geg'ebeupn  firndcn  und  der  Abscissenaxe  eingeschlossen 
werden;  eben  su  sind  unter  Ü  uud  die  Tosiniis  der  Winkel  zu 
verhieben,  welche  von  den  2re^"ebctieii  dradeu  und  der  Abscissenaxe 
eingeschlossen  werden.  Soll  nun  die  durch  Gleichung  I.  darge- 
stellte Gerade  MA'  als  Abscissenaxe  und  A'F  als  ürdioatenaxe  an* 
genoimen  werden,  lo  iift  ji=0  ud  ^=1,  uo4  Ivleiekuog  1. 
redueirt  sieb  lunaelMt  aiif>  jf^+CsO.  Weil  aber  jetzt  i/=0 
•ein  muss  bei  jedem  Weitte  des  so  ist  aucb  C^=:0;'  ond  der 
Ansdraek  Iii.  redacin  sieb  saaäcbst  aaf  dem  bekaaateD  Aiiadrack: 

V«)  F/l=y+i-^. 

Da  ferner  die  durch  Gleicbuiig  U.  dargestellte  Grade  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  so  ist  ^  =  0  und  Gleicbon^ 
II.  «edncirt  sieb  snnüehst  aaf  ^  .  je^  +  f&  ,  t/^issO  oder  aiu 

.  ^'  =  0i  und  wenn  man  zur  Abkürzung^   —  m  statt 

•g-  ^etzt,  so  ist  y  —  «iMf^=0.    Der  Ausdruck  IV.  geht  über  in 

VlU)  FT=p^==.l-«a:  +  y+l^.(l-|.»/»)J. 

Erst,   wenn  mau  die  gesuchte  Kurve  uud  den  Krümmnngsniittel- 
|)unkt  gefunden  bat,  ist  es  möirlich  zu  entscheiden,  welche  Bedeu- 
tung man  dem  Radikal  l/l  -|-*»;  beilegen  muss.     U»s  in  Rede  • 
stehende  Produkt  ist  also 

Variirt  aaa  naa,  sa  bakaa«!  nan 
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Krsfer  Fnll.  Soll  die  g^osiirhtc»  Kurve  aus  alleu  möglichen 
■A  jedem  Punkte  eintiuder  näcliätuniicg*  ntlt  u  heraus^ewählt  werden ^ 
&o  miisäen  folgende  drei  Gleichungen  zugleich  bestehen:  . 

•  f 

^WeliQng  XI.  ist  lile  ciofuchste;  bie  boll  auch  zuerst  integrirt 
'«rttti.  Zunächst  geht  sie  über  in  2y^-h  2-h2;i*  — 
'^^*:ssO,  Man  addire  mpqy — f^p^y  zu  dieser  Gleidiangj  so 
«IIB  UM  st«  »nf  folgende  Weise  schreiben: 

{7y  -4-  1  .  (2  +  mp}  —      +  ä?)  .  «w^ =0. 
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Diese  Gleichung  wiril  inte^rabel,  weun  man  sie  mit  ^  ^.^^ je'  mul- 
tiplicirt;  und  thut  man  dieics»  so  gebt  sie  Ober  in 

Diese  tSleichnDg  lässt  sieb  geradexli  integriren  und  es  ergibt  sieh 

XIV)  ^^—^U. 


Daraus  folgt  yp,  —  mHp  =  %H — as\  und  iotegrin  mao  wieder,  so 
bekommt  man  .  ,  ,  ^ 

eder  * 
oder  ' 

y»— 2»Äif 4- «y/»  +  Är»--4Är (4-1- es«)  . 
oder 

XV) »(y  —  «AT)»  4- —  217)*  =  €?  +  (4  + 

Dies  ist  die  Glcicbuog  eines  Kreises,  dessen  ftlittcl- 
punkt  da  liegt,  wo  ap=z^H  und  y  =  mll  ist.  Aus  XV. 
folgt 

y  =  mJI-^  \/G     «»  .  B^  —  ^*  4^^, 
un4  daraus  folgt  weiter 

  —jTH-gy  

und 

^       —  G — jnr- ,  in  

Diese  für  y,  //  hcrgcsteilteu  Ausdrücke  bat  man  iu  die  GleiclMiii!>- 
Xli.  und  XIII.  einzuführen;  und  man  Godet,  dass  liicse  identisch 
werden,  wenn  //=0.    Gleichung  XV.  reducirt  sich  also  auf 

XS\)      -V- a:^  =  G. 

DiPscs  ist  al»cr  die  Gleichung  eines  jeden  beliebigen 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  im  Anfangs  punkte  derCoor- 
dinatcn  d.  b.  im  I)  u  r  ob  sc  b  ni  tts|i  u  n  k      der  beiden  gegc-  , 
beucu  (ji.i  ad(  ü  liegt.   Variirt  man  noch  einmal,  und  beachtet  man, 

dass  jetait  sowohl  y-i  -^^  =U  als  auch — s»a?-f-*'^  ^-=9 
wird;  so  bleibt  nur 
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Der  ionerbalb  der  eckigen  Klannnrr  stellende  Faktor  kann,  wie 
man  geradezn  erkennt,  Dicht  immer  eioeriei  Zeichen  behalten,  und 
womut  fiadet  jettt  weder  ein  Gröastm  Boeli  Kleinstes  etott 

Zweiter  Pell.  Mmeht  mb  dieselbe  EioschiänluiBg»  wie  bei« 
zwettee  Falle  der  verigeii  Aufgebe,  so  ist 

J^=0/^=0.  d',=0,  ^  =  0,  n.  ..  w. 

Gleiciuog  X.  zieht  sieb  also  znrück  eaf 

^  •  •  ds^' 

Mmm  bat  also  jetit  nur  die  eiasige  Gleiehong 

•der 

Wenn  man  hier  mpya  —  myyq  adJirt,  so  kann  man  letzterer 
Gleichang  auch  folgende  Form  geben: 

oder 

»        2  .  (^^/ -f- 1) .  (H-«np)  — «^.(yp-*-^)=^ 

Diese  Gleichaag  wird  iategrabel,  wenn  aan  sie  nüt  2 .  (i -j. 
■nltifliciit;  nnd  tbnt  man  dieses,  so  bekoamt  wan 

■ 

Diese  Gleicbnng  kann  »aa  geradem  Integriren  nnd  es  ergibt  neb 


Dmas  folgt  ^+0?=^. Kl +  nnd  wenn  Man  bier  anf 
beiden  Seiten  differentiiit,  so  bekommt  man 

Man  malliflicife  diese  Glekbnog  mit  P=^  ogi^ 

.  1   

Diebe  Gleichung  wird  integrsb«»  wenn  Man  sw  aus  ^^-^^ 
tifGcift  and  dadardh  gc^  sie  ui»er  «a 
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Dorcb  Integration  bekonmt  man 

Die  hier  gatnebte  Kurve  iit  alao  dnreli  zwei  CUichan» 

gen  gegeben  (XIX«  nnd  XX.) i  das  Radikal  i^t^^mp  bat  eol* 
weder  durchweg  aeine  positive  «der  durdiwcg  leind  negafive  Be- 

dentnng;  eben  so  bat  das  Radikal  \/T^hp*  entweder  dnrcbwcgf 
aetne  negative  oder  durebweg  aeine  positive  Bedeutung;  übr igest 

ist  daa  Zeicben  dea  Radikale  Vl^wtp  vom  Zeichen  des 

Radikals  ganz  unabbänffig. 

Dritter  FalK  Macht  man  hier  dieselbe  Einschrilnknng  irie 
beim  dritten  Falle  der  vorigen  Aufgabe,  in  iat 

und  Gleichung  X.  siebt  sieb  zurück  auf 

H  ^  Iii' 

Mau  hat  also  uur  die  einzige  Gleichung 

XXI)  «py  +  4jip  —  ^mtd^i  +  Ssiy  • /»* 
oder 

XXII)  myq-i'^iyp^^tm» ^p^+^^mfß .p^  •  f'\-m'^^ 

leb  will»  um  nicht  zu  weitläuftig  zu  werden,  es  unterlasseD» 
hier  an  dieser  Stelle  die  Metbode  mitzuthcilcn^  nnch  welcher 
letztere  Gleichung  iutegrirt  habe.  Das  Integral  selbst  ist 

S+-V/4-0 . «' 


— — —      5  v/^^  ^ 


H-V/— 


[m  +  (2^.1/4 ^5  . «»)  .rt* ' 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Jnt(  p  rals  kann  mati  sich  injcrzeiJcrcn. 
wenn  man  Gleichung  XXIll.  diiieretitiirt ,  und  d;iini  aus  der  sicli 
ergebenden  Oifl'erentialgleichung  uud  aus  XAUl.  das  JL  elimiDirt 
Man  wird  genau  üleicnung  XXll.  wieder  bekommen.  Setzt  mao 
UUD  statt  XXIU.  zur  Abkürzung 
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ond  differeatiirt  laao»  so  ergibt  sieh 

Dteie  Gleicbong  wird  uitegrmbel,  w«dii  mo  sie  wk  ^  moU 

tipiicirt;  deoo  es  ergibt  sich  * 

und  iotegrirt  mau  wirklich,  so  bekommt  man 

XXV)  y .  VTTF^  =M+L .  /fY*"' 


Die  bier  f^esuchte  Kurve  ist  also  wieder  dnrch  iwei  Gleichungen 
(XXIII.  und  A\V .)  jregebcn.  Das  Uadikal  V^4  —  5  .  jw*  hat  ent- 
weder durchweg  seiue  positive  oder  durchweg  seine  negative  Be- 
deutung;  dasselbe   gilt   von  dem  Radikal  1^1  -f-//'.  Uebrigens 

ist  das  ZeicLen  des  UadikalB  i^i  -i-/?'  von  dem  des       —  5  .  li* 

^üüi  unabhängig. 


Aufgabe  S3. 

(Ztt  Ohm's  Lebre  des  l^rös&ten  und  KleiosUn.  Seite  220,  49—51.) 

Man  bat  eine  Menge  yon  nnter  sieh  parallelen  Graden,  nnd 
■an  socbt  eine  nnf  ein  rechtwinkeliges  Goordinateasystem  bexogene 
ehese  Kurve«  In  den  zu  irgend  einer  nach' Belieben  genommenen 
Abicisse  or  gehörigen  Punkt  dieser  Kur?e  lec^t  man  den  Krüm- 
Duogskreis,  welcher  eine  jede  dieser  faratleUimen  zweimal  durch- 
sclineidet,  so  dass  jedes  der  auf  diesen  Parallellinien  abp^eseftnitteTien 
Stücke  eine  iSebne  des  krümmuugskrcises  bildet.  Die  gesuciite 
Kurve  soll  1o  dem  zu  der  gerade  nach  Beliebe  ti  genommenen  Ab- 
sci&se  a:  gehörigen  Punkte  die  Eigenscbatt  iiabeu,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  aller  obgqnonnten  Sehnen  grosser  oder  kleiuer  wird 
als  bei  den  zur  nemlichen  Abscisse  a:  gehörigen  Punkten  alier  an« 
dem  auf  dasselbe  reobtwinlcelige  Coordinatensyslem  bezogenen  und 

gesacbten  Kurve^  in  jedem  Punlcte  nKcbstanliegenden  Naebbar- 
kirven  der  Fall  sein'kaoii.   Welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  unter  sich  parallelen  Geradeu  (Taf.  III.  Ptg[.  9,)  seien  lUP^ 
NO^  n.  8.  w.  Die  Durchrühruug  der  Aufgabe  wird  vereinfacht, 
wenn  man  die  Abscisseoaxe  senkrecht  nuf  die  hrsn^^ten  Parallcllinien 
lieht.  Wenn  l  und  t)  die  t'oordliiatcti  (ks  KrüuaainiLr^iniffelpuuk' 
tes  und  je*  und  ^  die  Coordiuateu  des  Krümmungskrcises  sind; 
&o  ist  ' 

die  Gleiciiuog  des  Krümmudgskreises.   Daraus  ioigt 
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W6D0  uluD  diese  Ausdrücke  io  11.  einfuhrt,  su  bekommt  man 

m  l/=y+         ±  -2  .  (^-:r) .  «±^^ - 

Man  erkennt^  dass  es  für  ^  zwei  verscliiedene  Ausdrücke  gibt, 
d.  h.  zu  jeder  belifbic:Pö  Abscisse       gibt  es  xwei  verscbiedcne  Or« 
'  dinateo.    Setzt  mau  die  Abssisse  OM  =  ax%  80,  gebt  dabei  Glei- 
chung III.  über  in 

IV)  /a,=yH  ^=tJ/(— ^— )  — äJ.—  (»j—or)« 

Dadurch  sind  die  zu  OM  gehörigen  Or^inateD  Mm  und  Mw  so- 
gleich ausgedrückt  $  und  zwar  ist 

und 


Die  Sehne  «mc  ist  also  =s  üf«?  —  ^«t,  d.  h,  es  ist 
und  daraus  folg^ 

Setzt  man  ferner  die  Abscisse  C^Astf^^-so  bekonmt  man  auf 
gleiche  We,ise  ^ 

VI)  _  2 .  («,  -  o:) ,  2^-2^  -  (...  -  a^y\ 

und,  sofort.  Und  ^etzt  man  endlich  die  letzte  Abscisse  OHsssm^t 
so  bekomnit  man 

VII)  «  s=r  4 .  vC—^y  -  2 .  (««  ^     .  -  r«.  -  a^Yl 

Die  Aufgabe  führt  also  auf  folgenden  Ausdruck 

Diesen  Ausdruck  kann  man  nock  nmforaien  So 
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IX)  ^7=4i».(i^-^)»-*-8i..(^  — =i 


Doreli  VariireD  bekommt  mb 

I  II 

1.1?  . 

•  • 


f 


+ 


+ 


I 


+ 

+ 


+ 


+  r 


Erster  Fall.  Soll  die  ffcsuchte  Kurve  ans  allen  mnc^liclieD 
in  jedem  Punkte  eiuander  näcEstaDlie^eoden  herausj^ewäliit  werden, 
80  müssea  folgeode  zwei  GlcichuDgen  zugleich  bcsteheu: 


XII)  +  — 


n 


an 


Man  «rkennt  aber  geradeso,  da»  es  keine  Fiinktiou  ¥on  a:  gibt, 
welebe  diwe  beiden  Gleicbungen  xugleicb  identiaeb  maebt* 
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Zweiter  Fall.  Soll  man  nur  unter  deneu  einander  In  jedem 
Punkte  nächstaniiegcuUen  Kurven,  welche  bei  der  gerade  genom- 
menoD  AbseUnc  ^  lauter  |MinUele  Bertthttnde' haben,  diejenige 
hennsneben»  wobei  die  StUBme  der  Quadrate  aller  auf  vorgescbne- 
bene  Weise  b^ränvter  Sehnen  grösser  oder  kleiner  wird,  alo  bei 
allen V andern  so  geeigenachafteten  Kurven;  so  ist  bei  der  gerade 

genommenen  Abseisse  »  jetit  ^==0,  ^^  =  0,  n.  s.  Glei- 
chung X.  reducirt  bicli  uiäo  uui 


CS 


+ 

• 


+ 

J 


II 


2  X 


D 


I 


c» 

Q  2. 

B 

N 


9mm 

S 
D 

09 


II 
I 


I 


+ 

+ 


n 

setzt}  denn  dabei  gebt  sie  über  in  l-f-^^'+x  «l^^ssO 


Diese  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  man  J!- 


oder  in  -^4-  7-7^  =  0  oder  in  . 
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und  «iarauf  folgt 

top  Bat  s+Iog  nat  1^1        =  log  nat  A 

oder  %  .  1^1         =  ^.   Daraus  folgt  weiter 

=  — oder  rfy=|^ .  — 

Wenn  man  abtraiala  integrirC»  m  «fgiM  ateh 

Hier  bat  nao  statt  *  wieder      —  fi  •■*"^> »arBekaa. 

fiibreD. 

Dritter  Fall,  Soll  »an  nnr  nnter  denea  einander  in  jedem 
Punkte  näehstaaliegenden  Ktinren,  welciie  bei  der  gerade  genoai- 

mcneu  ALscisse      olle  für  ^^-^  einerlei  aber  cineu  üicht  sfes^-ebenen 

Werth  liefern,  diejenige  beraussuclteo,  wobei  die  Summe  der  Qua- 
drate aller  auf  Vürgescbriebene  Weise  begränzter  isiebueo  grösser 
oder  kleiner  wird,  als  bei  alleu  andern  so  geeigenschafteten  Kur- 

ven;  so  ist  bei  der  gerade  geooouneneo  Abscisse  a;  jetit  jj^ssO» 
=  0,  u.  s.  w.  GleiphuDg  \,  reducirt  sich  also  auf 


XVIJ  Jfe=p.[i^.tl+/>')+(^-*'-^--»^").(l-»-^').y]^^. 
Man  bat  alao  jetxt  die  einaige  Gleiebong 

XVII)  ^(l         + -  ' '  ^ ''O  >    H-3      >y =0. 

Diese  Gleicbuog  wird  einfacher,  wenn  man  %  anstatt 

-f.      -I-  .  .  .  tfw 

n 

setzt;  denn  dabei  gebt  sie  il>er  iu 
oder  in 


oder  in 


Daraus  folgt 

log  nat  «+i(log  nat  f»-l*log  nat  =  log  nat 


log  nat  X  +  ^  .  log  nat  p  .  (1  +^7')  =  iog  nat  C, 

oder 
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I 

lof(  nat  «  -f-  log  oat  l^/» .  (1  H-p*)  =  log  nat  C, 

oder 

FOhrt  mni  hier  für  «  seliWD  Amdroek  surilck»  m  bekont  aiati 


Aus  diMer  Gleicbang  folgt  - 


SB 


und  wemi  man  jetzt  auf  beiden  Seiten  differentiirt,  so  bekonunt 


man 


Multiplicirt  man  beiderseifs  mit  J9=^,  so  ergibt  sieb 


fntegrirt  man,  so  ergibt  sieb 

Die  jetzige  Kurre  ist  also  dardi  xwei  GieiehvageD.  gegeben  (XVill. 
und  XUl).  ' 


Aufgabe  89.  -  » 

(Zu  Obm's  Lehre  des  Grüssteo  und  Kleinsten.  Seite  234.  §.  57.  u.  s.  w.). 

(Der  erste  Fall  dieser  Aufgabe  ist  srlmn  vnn  M.  Olim  /.  B.  iti  dessen 
System.  Sie!)rntf>r  Band.  Zweiter  Aim mir.  Seite  '>s  behandelt.  Der 
zweite,  dritte  uiui  vierte  1  all  sind  vua  uui  liin/ugeiugt). 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  i  oordinatensysteni  be- 
zogene ebene  Kurve.  Mun  zieht  in  ihrem  zu  einer  nach  Beliebea  • 
geuommenen  Abscisse  a;  gehörigen  Punkte  eine  Benihrende,  und 
erriehtet  In  xwei  festen  Pnakten  der  Abseissenaze  Perpendikel.  In 
diesen  beiden  Perpendikeln  liegen  aber  die  zu  besagten  xwei  festen 
Punkten  gehörigen  Ordinaten  sowohl  der  Kurve  selbst  als  auch 
der  Hcrülirenden.  Wenn  man  nun  heidcraal  die  zwischen  der  Or- 
dinate der  Kurve  selbst  und  zwischen  der  Ordinate  der  Berühren- 
den statiiindende  Differenz  nimmt:  welche  Kurve  ist  es,  die  in  dem 
zu  der  gerade  genommenen  Abseisse  a:  gehörigeo  Punkte  die 
Eigenscbafit  bat,  dass  das  Produkt  beider  Dimrenzen  grSsser 
oder  "        -'^    '  "  '  '  •  "  '  " 


'  kleiner  wird,  als  bei  dei|  zu  der  nemlichen  Abscisse  a:  gebi- 
n  Punkten  aller  andern  auf  dhsselhe  rcchtwinkeliijre  Conrdina- 


ten.systcm  Itezon^cnen  und  der  G^csuchtcn  Kurve  in  jedem  Punkte 
üächstauliegeudeo  Nacbharkurven  der  Fall  sein  kaanj  .  ' 
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Das  gesuchte  Produkt  (Taf.  III.  Fig.  r>.)  ist  hier  V—PP.  TU', 
y  und  .7^  sind  die  zum  BeriibrangBpuukte  S  gehurigeti  (Oordinu- 
leD;  ya  iät  die  zur  Abscisse  »  ge)iön|^e  Ordinate  der  Kurve,  uad 
ebenso  ist  ^r«  die  xur  Abiciiie  a  gebönge  Ordinate  der  Kurve;  die 
den  Abscisseo  a  und  a  entsprecbeDdea  OrdioateB  der  in  8  berttb« 
renden  Geraden  aind  besfigllcb 


und 


G8  ist  also 


und 


rar=y+(»-*).^^. 


Setzt  nao  nun  zur  Abkürzung  uocii  p  anstatt       so  ist 

Daraus  folgt: 

j)  J6^=[2y — 2a:) — sf«  —  yaj  .^y 

—  (y  H-  («  —  ^) .    — y«l .  Jy«  -  [y-h(«— J?)  •/> — yj  •  ^« 

II)  ir«£/  =  (2yH-(i»-f-a  — 2ar)./»  — y«  — yj  .^»y 

+  [(«H- a  — 2^)  .  y +2  .     ~ dr)  .  (a  —     . ^ 

i(fy 

—  (a-^).y„  — («  — ;rj.yj 


-2(i»-ar).^.<ry« 

Erstef  Fall.  Soll  die  gesuchte  Karre  aus  allen  möa-lirbpn 
einander  in,«jedftfli  Fttnkte  näekstanliegendcQ  berausgewählt  wer- 
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deD,  to  sind  ^»  d^a»  <hfa  ^'^^  Wei-tbe  naeli  gani  uaabbängig 
TOD  oiiuiMlcr;  und  «i^  mvsa  ISIoicbuDg  I.  in  folgende  vier  aerfallen: 

1)  2y-f- (ä «  —  2ä:)  .  ;>  —     —     =  0 

—  («  — ar).ya=0 

^)  ^H-(«  — — y«=o 
^)  y  +  («  — ^)     —  ya  =  0. 

Addirt  man  3)  und  4),  so  bekommt  -man  Gleichung  1).  Multipliairt 
man  3)  mit  a  —  x,  und  4)  mit  a  —  o:,  und  addirt  beide  Produkte, 
80  ergibt  sich  Gleicbung-  2).  Elimiairt  man  p  ans  den  beiden 
loteten  Gleichungen,  so  tolgt 

Dios  ist  die  Gieicliung  einor  geraden  Linie,  die  insoferne  die  Anf- 

fabc  lübi,  uis  sie  zu«;ifi<h  itiro  cii;iie  Berührende  ist.  Da  nun  da- 
iircli  den  Gleicbungen  1),  2).  3),  4)  genügt  wird,  so  knnn  sie  die 
AutVrahe  liKspu.  IJebrieTiüis  sind  ya  und  noch  ganz  unbestimmt, 
und  somit  kann  mau  die  getiiiidene  Gerade  noch  zwingeo,  irgend 
nwei  Bedingungen  zu  genügen,  z.  B.  durcb  xwei  gegebene  Punkte 
zu  gelten.  Sind  nun  («,  ot)  und  (k^  h\  diese  Punkte»  ao  gebt  fiir 
diese  Punkte  die  Gleichung  5)  bexüglicb  über  in 

'  « — a       ^      «— «  ' 

wodurch  MCh  y«  und  y«,  vollkommen  bestimmen  lassen.   In  Folge  ' 
der  Gleiehungen  3)  und  4)  erkennt  man,  dais  T^ssO  nnd 
J{P=0;  es  ist  also  auch  ü'ssäO.   Glelcbimg  II.  redncirt  sieh 
jetzt  auf 

d»£/ =  2  .  dy=     2(a-h«-2^)  .  <^y .  ^ 

^2 .  («-^).^ .  irya--2 .  dy .  dy«, 

— 2 .  (ä  — jp) .  ^ .  dy«— 2 .  dy« .  dy«. 

Dieser  Ausdruck  kann  aber  nicht  Ijeätauiiig  eiuerlci  Zeichen  behal- 
ten, namentlich  weil  die  beiden  Elemente  dy«*  nnd  Jy»*  dabei  feh- 
len.  Es  findet  also  jetst  weder  ein  primäres  Grösstes  nooh 

Kleinstes  statt. 

ZwpitJT  Fair  Soll  man  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  allen 
denen  in  jedem  Funkle  einauder  näcIistanliegCDden  hcrausuahleo, 
hei  weichen  die  Summe  der  zu  deu  Abscissea  «  und  a  g«'liorirrcn 
Ordinaten  denselben  (gegebenen  oder  nicht  gegebenen)  kunäiauteu 
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■  ■ 

Werth  B  behält;  m  ha«  Mft  für  die  gerachte  Kurve  felgeode 

GldciiaDg: 

und  für  alle  Itier  iu  Betracht  zu  zietiendm  und  der  gesucliten 
Kurvp  in  jedem  Fuukte  oächstiioliegeudea  kurven  hat  mao  die 
Gleichung 

Di  aber  letetere  CileiebtiBg  fät  ein  im  Momente  dei  Verachwiodena 
lefiadlicbes  k  gelten  aoU;  so  mugs  eioxeln  statrHudc  n  ^t/a+dt/^f^^ 
d«y«-f- J»y„==0,  u.  s.  w.  Wenn  man  nnn  ity«,  d'y^  u.  w.  ala 
abhäD^ig  betrachtet,  so  i«t  Jya  =  — Jy«,  <f 'y«  == «.  «.  W. 
fiUniairt  man  dy^  ana  titeiehong  1),  ao  hekomaU  man 

^ü=i  [ly  — )  .  ;>  —  y.  —  y,^]  .  Jy 

-  [(a  ^  a)  .   —  y«  +  y«]  .  ^y«. 
Dinos  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen 

8)  2y-i-(«H-a  — — ya  — y„  =  0 
9)  2ar) .  y4-2(a^*)  .|r-(ar-**) , y„ 

'  10)  (a  — ä)      — y^-|-y«  =  0. 
£luüaiit  mao  p  aua  8)  und  10),  ao  ergibt  aich 

/  9      tf^a  ««— ar 

Diese  Gleichnng  gehdrt  einer  geraden  Linie  an,  uod  ge. 
|igt  den  drei  Gleiehnngen  8),  %  10) ,  kann  niao  die  Aufgabe 
löaen.  Da  aber  ya  und  i/a  noch  ganz  unbeatimmt  aind,  an  kann 
m  der  Auforabe  aelbat»  damit  sie  eine  bestimmte  Anflöaung  habe, 

Boch  ?wci  liedingrungen  zufügCD,  z.  B.  dass  die  gesuchte  Linie 
htf\\  zwei  pejrebene  Punkte  s^plie,  oder  dass  sie  durch  einen 
I^iiülii  j^^elie  und  zugleich  die  Summe  ya-\-  =  B  einen  bestimmt 
gegebeoeu  Werth  habe,  u.  s.  w.  Ferner  geht  Gleichaog  iL  über  in 

^»  17  =  2 .  dy »  +  2  .     -I- a  -  2Är)  .  rfy .  ^ 

w2(«-.a).g.dy«-2,iry«». 

^^^^  Ausdruck  kann  aber  nicht  beständig  einerlei  Zeichen  haben, 
"■■wtlieh  weil  «Ky^  and  dy«*  entgegengeaetie  Forzeicheu  haben. 
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Bs  findlBt  also  weder  ei«  priniftree  GrSestei  noch  KleioeUa 

itätt. 

Dritter  Fall.  Soll  die  gnsurhte  Kur\e  nur  aus  denen  in 
jedem  Punkte  einarnler  nUclistan iiunrenden  herausf(ew<älili  werden, 
bei  welchen  alico  die  Ordiuuteu  ya  uud  deuselbeu  (gegebenen 
oder  nicl^t  gegebenen)  Werth  baheo  und  welche  alle  oen  an  der 
gerade  genommenen  Abscisse  a:  gehörigen  Berührungspunkt  mit 
einander  gemeinschaftlich  haben;  so  findet  einneln  atatt  difssO, 
4ra=sO,  dy«ssO^  <r>ysO,  ^»y« "-w. 

Mancher  Anfanger  mochte  behaupten;  wenn  einseln  atatlfindet  =0, 

d^y  s  0,  u.  s.  w«,  in  welchen  Ausdriicken  der  Werth  de«  m  iio^i  gaus  nn* 
Lesfinimt  isf:  so  m«ss  auch  bei  den  bestimmten  Werthen^^a  und  x  =  te 
einzela  statttiuden  <f^as=0,  d^^asO,  d^ya=:0,  d^y^sszOj  u.  s.  vr^  so  dasa 
durch  die  Gleichungen  dya  =  0,  cfya«0,  cPyassO  d^ya^^  o.  a«  w*  die 
Zahl  der  zu  vergleichenden  Kurren  nicht  mehr  enger  eingescbriüoikt  wird, 
als  es  schon  durch  die  Gleirhimgen  di/  =  0,  (f^yssO,  u.  s.  w.  geschehen 
ist.  Dieses  wäre  ganz  richtig,  wenn  die  Ausdrücke  dy,  d^y,  u.  a.  w.  iden- 
tjaeha  Funktionen  wären;  altein  aia  muaaen  alle  belieoiren  nur  keine  iden*' 
tiacfaen  EVinktionen  vorstellen*,  und  wenn  gleich  der  Werth  des  x  unbe- 
stimmt ist,  so  isr  or  doch  bei  allen  zu  Terpr?piftiend»'n  Funktinnen  <lpr  npin- 
licbe  unTeränd«M-hcbe  Werth,  und  fiur  einen  solchen  nach  Belieben  angenom- 
menen aber  faatauhaUenden  Werth  dea  Of  und  für  keinen  andern  muaaen 
auch  die  aHgememan  Gleichungen  «%f=0,  d^ymsO,  u.  a.  t^.  atattfindan* 

Unter  diesen  Linsiäudeu  reducirt  sich  nun  Gleicliung  I,  auf 

d£/'=l(a-*-«  — 2ar)  .^4-2.  (a  — ^)  (a  — ät)      —  («  — ar)  .  y« 

DamlLnnn  dUszsO  werden  kann,  mm  leiii 
12)  («-^a^S^  .)f+ 2.  .  (o  — ^)     — (ar^Är) . 

^  (a  —  ^)  .  y„  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  integ^abel,  wenn  man  sie  mit  dem  nach  be- 
kannter Methode  leicht  an&nfindenden  Faktor  577  zri  

mnltiptieirt;  dadurch  bekommt  ^  man 

g .  (ai  —  a:)  (a^af) .  d^— (2j:  — ü  — «)  ,y  .dx 
,    2[(a  — iir).(«  — iP)ll 

{{a  —  a:)  ,ya-^{a  —  a;)  ,ya\  ,da:  , 
2[(«  — a:).(a  — — 

Daraus  folgt  durch  Integration  * 

y   ^  {a  —  a;) .  ya  —  ja  —  a:)  ,ya  ^  ^ 


oder 


,o\  («  —  ^)  »  y  -H  (a  —  3^)  .  y«  —  (et  —  a:).ya  ^ 


(« — ar) .  K  (ä — a:)  .  (o  —  jt) 

.  Sind  die  VVerthe  von  ya  und  y«  nicht  gregeben,  ao  kanQ  man  diese 
Kurve  noch  drei  Bedingungen  unterwenen,  weil  auaser'  ya  und  y^ 
auch  noch  C  an  heatimmen  iat;  sind  aber  die  Wertho  von  «ad 
y«.g^beB»  ao  kann  nan  dieae  Kiinre  nur  einer  eiatigeo  Beün- 
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«  • 
guDg  notorwerfon.  MI  iie  s.  B.  4iirch  ileo  feiten  Pnokt  m) 

^  —     •  m-hUt^n)  .pn—Ut^n) .  y« 

Gleicbuug  13)  geht  also  jetzt  über  in 
,      (g— g)  »y-f-(g  — .3:).^«  — (tt^jr).y«  _^        -> a:) .  (ct  —  j:) 


Unttr  4i«tra  UastänileD  redacirt  Mch  GteitbuDg'  II,  jetst  auf 

so  dasB  ein  priaiifcr«»  GrSaatea  •tettfindef,  wenn  a:>>a  »od  d?<:a; 
dagegen  findet  ein  Kleinates  statt,  wenn  entweder  of^m  und 
« ^ a,  oder  wenn  ae^^u  nod  of-^a,  Femer  ist  Jetit 


_  .(er—  g)  .  y      (/g  ~  J^)  ♦  yry  ~  (<g .  ya.^ 


oder 


oder 


2 

Unter  den  hier  zu  bemerkenden  Specialitäten  ist  besonders  die  berTor* 
tobeben,  wo  C»0.  Dabei  gebfOleicniing  19)  aber  in 

(«— #)  .y  ^.  (ä  -     ,|f^  ^  («  ^  ar) .  y«  «0,, 
and  daraaa  folgt 

Diese  Gleichung  ist  aber  eine  Specialität  von  Nr.  13,  und  somit  icein  am- 
gntifea  Integral;  übrigens  atlmait  sie  mit  Nr,  S(.'uad  11.  uberein. 

Vierter  Fall.  Sollon  nur  diojpnii^cn  in  jedem  Punkte  eioan« 
der  nächstanliegenden  Kurvcu  in  ISetracht  kommen,  bei  welchen 
die  Ordinaten  Va  und  ihren  Werth  nicht  ändern,  und  bei  welchen 
allen  die  zu  der  gerade  gewählten  Abscisse  00=:.  a:  gehörigen 
BerSbrenden  mit  einander  parallel  laufen ;  so  niiisa  einzeln  stattfinden 

if.^^  d^=0,  ^=0,  i*v.=9,  3»f,=0,  ^=0»  u.  w. 

GleicliUDg  I.  reducirt  sich  «Iso  jetzt  auf 

<f  r  ==  [2y  +  (a     a  —  2*)  .  |>  —     —  J  .  ^y. 
Davit  nun  dUssO  weide«  .an  nmaa  seift 

15)  2y-|-(«+a  — Zr).;>— y.— y«=0. 

Der  jetat  integrirende  Faktor  ist  und  somit  hat  man 

letetere  Gleiebnng  in  folgende  nmanfonnen: 
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(2äC'-'  a  —  tt)  ,dy  —  2y  .djc   {ya  -t-  !/h)  ■   .| 

(ÄT— «)*  (aar— • 

Daraus  ergibt  meh  datdi  lotegraHon 

2ar  — ö  — 2.(2ur  — «  — — 

oder 

16)       21^ .    H-i .  Isf« +ya— 2^ .  («+ «)!•  * 

.  Enten 8.  Sind  die  Wertba  von  ya  nnd  ya  gcgebeo,  d.  b. 
soll  die  gesachte  Grade  durch  die  awei  festen  rtiokte^  (0,  y«)  und 
^cr)  gelten ;  so  geht  Giciehung  10)  bezüglich  fiber  in 

17j  y«  =  2/i.«-^-i[y9^-ya-2^^<«-^-«)] 

und 

■ 

und  aus  jeder  dieser  beiden  Gleicliuogen  folgt  ^  =  so 
dass  jetzt  Gleichung  16)  übergeht  in 

Zweitens.  Lftsst  man  aber  die  gesuchte  Gerade  durch  die 
awei  festen  Punkte  {n,  m)  und  A)  genen,  wobei  also  die  Werthe 
von  1/a  und  nicht  gegeben  sind;  so  geht  Gleichuog  16)  bezüg- 
lich über  in 

20)  niss2£.i»+^[y«  +  ya-2£t(«»  +  o)l 

und 

21)  >5  =  2£;.^4-i  .[ya-hy«  —  2iE;.  («-»-«)]. 

Daraus  folgt  Ess^ .         und  yH-y«=  • 
und  Gleichung  16)  geht  über  in 

ans  welcher  nicichung  sich  g-erade/.u  die  Werthe  vun  ya  und  ya 
ergeben,  wenn  muu  bezügiicb  a  oder  u  au  die  Stelle  des  o;  ein- 
setzt. 


üebrigens  ist  unter  allen  Uaständen  S*C=s^  \  ;  und  somit 
it  unter  allen  Umständen  ein  primäres  Kleinstes  statt. 


findet 


.  Aufgabe  91. 

(Zu  OhmV  Lehre  des  Grössten  und  Kleinstnu  Seite  2Si.  f.  117.  u*  s.  w.).  . 

Man  siiclit  o5ne  auf  ein  rcchtwinkelig^cs  Coordinatcnsystem  bc- 
zog;pno  ebene  Kurve.  Man  ziclit  in  ihrem  zu  einer  nach  Belieben 
gewählten  Abscisse  gehörigen  Punkte  eine  Berührende«  Von 
zwei  zu  den  festeu  Abscisseu  a  und  a  gehörigen  Punkten  der  ge- 
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sucbteD  Kar?e  fällt  man  Perytp  nd  i  k  p!  auf  diese  ßerUhrende. 
Weiche  Kurve  hat  aber  in  dem  zu  der  g:erade  genommenen  Abscisse 
X  g'pliüri£j:eri  Puukte  die  Eiireosrhatt,  dass  das  Produkt  beider  Per- 
pendikel grösser  oder  kkijier  vvir<l,  als  bei  den  zu  der  nemlichen 
Abscisse  a:  geböri<);ea  Punkten  aller  anderu  auf  dasselbe  recht- 
winlcelige  CoordiDateDijrsten  bezogeneo  ttad  iler  gesochteo  Kurve 
in  jedes  Ponkto  näebstoilHegeDdeii  Naehbarkonreo  der  Fall  aein 
kftnn? 

Die  Gleicbaag  irgaod  eiaer  gcradeo  Linie  »aei 

•0  ist  bekanntlich  die  senkrechte  Entfernung  eiues  Puuktes  (0,  b\ 
Ten  dieaar  Linie  gegeben  durch 

Die  nach  BeliebeD  gewählte  Absciaie  (Taf.  HL  Fig.  10.)  sei  OQ=iac 
QD(I  die  zugehörige  JSerüiireade  aei  Sf\  so  ist  deren  Gleichung 
bekanntlich 

oder 

Die  erste  feste  Abscisse  sei  OP^m\  so  ist  Assy«;  und  die 
lAttge  des  von  %  auf  8V  gefällten  Perpendikela  ergibt  sich  nach 
Formet  II.,  d-  b.  es  ist 

Ke  zweite  feste  Abscisse  sei  OJlr=:(x^  so  ist  Rv'=zy(t\  und  fftr 
^ie  Lauge  deä  Perpeudikels  vV  ergibt  äicb  auf  äbulicbe  Weise 

'  Kl -HP» 

Das  im  Ausdrucke  IV.  und  V\  vorkommende  Radikal  iiai  entweder 
jedesmal  seine  positive  oder  jedesmal  seine  negative  Bedeutung, 
«nd  des  hier  in  llede  stehende  Produkt  ist 

Dnter  den  verschiedenen  Fällen  welche  hier  aufgestellt  werden 
koDsen,  soll  folgender  besonders  hervorgehoben  werden: 

Man  soll  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  denen  in  jedem  Ponkte 

einander  näcbstanliegenden  berauswHblen ,  bei  welchen  allen  die 
Ordinaten  ya  und  denselben  (gegebenen  odf  r  nicbt  gegebenen) 
Herd»  haben,  und  welche  alle  den  zu  der  i^erade  genommenen 
Abscisse  efebörigen  Berührmiij^spunkt  mit  c  inauder  gemein  haben. 
Hier  ist  ()//  =  0,  Jy„  =  0,  Jy^zi^O,  c5  — 0,  J^ya==0,  J2ya  =  0, 
9*  s.  w.  (die  nöthige  Erklärung  steht  gleich  im  Anfange  des  drtt- 
tes  Falles  der  896ten  Aufgabe).  Durch  Varüren  bekoount  man 
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VII)  =^^^.{l2.{a  —  jc)  (a  —  je).p-i-ia+a—2je)  .  y 
—  («  — :r)  .y ,  — («  — a:)  .  yj  .  (1 +;>>) 

.!(•-«)  .;.-y.H.jj  .  |(a_*)  .;,_y„  +  yjj  . 

Daraus  folgt  die  GleichoDg 

VIII)  [2.(iv--«).(tt— ir).|i+(«+a-2«).jf— («.^). 

üm  diesem  Gleichnug  xn  iutegrireii ,  noltiplieire  man  rie  vorerst 

dp 


mU 


Tvi;  nnd  et  iat 
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I 

+ 

+ 

I 

>9 


I 
+ 


I 

5i 


II 


I 


I 

I 

'S' 

I 


0«  dyap  ,daf  isty  so  verichwindel  folgender  Auadniek 
I2y+(a-4-a— ftar)      — y«  — yal.(l+;»»)  .  /y 

—  [2y  +  (a  -4-  «  —     )  .  p  —  ya  —  y«J  .  {i      p^)  .  p  .  djc 

jedeofalU,  und  man  kaon  ihu  zum  Zahler  des  letzten  Bruches 
addiren,  ohAe^  detss  er  aicb  ändert.  Es  ist  also  auch  vollkommeB 
genau 
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I  +  I  73 
+  +  Y  I 

T  +  r  T 

?  ?  ' 
Ii  i) 


I  I 


I 


+ 


«—  3 

•  •  •  jl 

^     ^  I 


rr  + 


I 


I 


•8- 


II 


Diese  Gleichung  läzist  sich  geradezu  iutegriren,  nod  man  be- 
kommt 


X)  l{m-^af)  .  p^y^^yX .  I(a— ä:)  y«H-j^=urf 
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Seist  mwa  »od  A  •  (l  statt  des  gleiebbedenteodeii  Attsdfiieks 

ii  GleichBüg  Ylll.  ein»  so  bekoaat  mo 

oder 

— jp)  (a  —  ^)  —  ^ J  .    H-  (a  -t-  tt  —  2  Ä  j  .  y  —  (a  —  ^)  . 

Diese  GIcicliuDg   wird    iutegrabel    durcU    deo  Multiplicator 

g[(s— ^)  (a  —  x)—J\V  Istirtsw  Gkicfang  mwkaltmi 
Iber  10 

ZK^—df)  (g  — x)  — ^1  .</y  — — g).jf «4far 
2[(a_<^)  (a  — ;tr)  — ^Ji 

Diese  Gleicliung  lässt  fticii  geradezu  iotegrireo  und  es  ergibt  sieb 

y 

oder 

XI)      -f-  (a  —  a)»]  .  y  +  (a  —  öj  .  [(«  —  ^)  .     —  (a  —  or) .  y«] 

s f 4^ H- (a ~ ff)* ]  ii? .  o:)  (a  — or)  — ^. 

THeses  soll  die  Integraigleichinig  zu  Gleicbnog  TUL  sein.  Da  aber 
üieichuDg:  VHl  nur  eine  Dift'erentialp:;|pichiinG;;  dpr  prsfpn  OrdouDg 
ist,  so  ist  in  GieichuDg  XI.  eioo  Konstaute  zu  viel  « iTii^egangen. 
Man  btelle  also  aus  Gleichung  XI.  tiir  y  uod  für  p  dir  Ausdrücke 
lier,  substituire  sie  in  VIII.,  und  bestimuie  dann  A  cliirch  li^  oder 
^  durch  A\  jenaclideiu  das  eine  oder  das  uudere  am  iiutjuemäleu 
ilt  (In  dieser  Hiusicbt  ?ergleicbe  man  Aufgabe  67)  oder  o8)  oder 
71)  erste  Anfl^ung  erster  Fall). 

Sind  die  Wertbe  von  ya  und  ffa  uicbt  gegeben»  so  kann  man 
die  hier  gefundene  Kurve  uoeb  drei  BedinguDgeo  unterwerfen,  weil 
aosser  und  yu  ancb  noeb  eine  der  Konstanten  A  oder  B  sir 
bestimmen  ist. 

8ind  aber  die  Wertbe  von  y„  und  yu  gfegcben ,  so  kann  man 
die  hier  gefundene  Kurve  nur  einer  einzigen  Bedingung  unter- 
werfeD. 

(Man  vergleiche  den  dritten  Fall  der  89sten  Aufgabe). 
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f 
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Aufgabe  94. 

(Zu  Obui's  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  9^.  ik  s.  w.)«  • 

Mao  sucht  eine  auf  ein  recbtwiukeliges  Coordioatensystem  be- 
zo^ene  ebene  Kurve.    Man  legt  in  die  zu  zwei  festen  Abscissen 

Sehörif^en  Punkte  (fie  Rrümmungskreise,  und  zieht  durch  deren 
litfel^ukle  zwei  oiit  eiottDder  parallele  Graden.  Alan  legt  aber 
aucb  in  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  ffewählten  Abaeine  Jt 
|ebÖrigen  Punkt  der  gesuchten  Knrre  den  KrOninrnngakreii,  und 
Yon  dessen  Mittelpunkte  Perpendikel  auf  die  beiden  obgenann* 
ten  parallelen  Gruden.  Beide  Perpendikel  fallen  aber  j^anz  in  ein» 
ander,  und  unterscheiden  sich  nur  durch  ihre  Grösse.  Wenn  nun 
der  zu  der  gerade  ^ennmmeneu  Abscisse  a:  gehörige  Tunkt  der 

5;e8Ucbteo  kurve  die  Eigenschaft  hat,  dass  das  Produkt  der  bei- 
en  in  Rede  stehenden  Perpendikel  grösser  oder  kleiner  ist,  nln 
bei  den  xu  der  nemlieben  AbsetsBe  of  gehörigen  Punkten  aller  an- 
dern auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  und 
der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte  nächslaniiegenden  Nachbar*  ' 
kurven  der  Fall  sein  kann:  welche  Kurve  wird  eresiichf? 

Es  schadet  der  Allfi^eineinlieit  der  Aufgahe  durchaus  nicht, 
wenn  man  (Taf.  III.  Fig.  l2.^  die  Koordinaten  der  gesuchten  Kurve 
an  annimnit,  daaa  die  ^AbsciBseoaxe  parallel  wird  mit  den  (durek 
die  SU  den  festen  Abseiasen  gehörigen  Rrfisranngsmittel punkte  ge- 
soffenen) zwei  parallelen  Graden.    Der  zur  ersten  festen  Abscisae 

fßhörige  Krümmungsmittelpunkt  sei       und  der  zur  zweiten  festen 
bscisse  gehörige  Krümmungsmittclpunkt  sei  G,    Die  in  der  Auf« 
gäbe  besao-ten  parallelen  Graden   sind  also  EF  und  BC.  Man 

Sehe  nun  der  Abscissenaxe  die  La^e  OX  parallel  mit  HC,  und 
er  Ordinateoaxe  die  Lage  OY  senkrecht  auf  0X>  Der  erateu 
festen  Abscisse  entspreche  der  Punkt  P,  und  der  xweiteif  festen 
Abscisse  entspreche  der  Punkt  H.  Die  nach  Willkür  genommene 
Abscisse  sei  OQ  und  der  dazu  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  sei 
ßf.  Die  in  der  Aufgabe  besagten  zwei  in  eine  einzige  Grade  fal- 
lenden Perpendikel  sind  alaö  und  HJLi  und  das  in  Rede 
stehende  Produkt  ist 

1)  V=HL,UI 

oder 

II)  Visi  ( irar—  MH\ .  (NG  ^  May 

Setzt  man  OQ=:a:  und  QTrszy,  so  ist  ÄÄ^sy-fri^— ;  setst 

T 

'»an  OP^Uy  so  ist  WK^ym-A  '^^'^  OHsssa^ 

1    I  Pa^ 

80  ist  JÜ^G  =:    +  ^     »  Gleichung  11«  geht  also  Uber  in 

IlI)r=I(y+i±^).-(y+lf^Jl.l(y+i±^!)„-(y+tf^)l. 
Variirt  man  nnui  lo  ergibt  sich  ^ 
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Soli  nun  die  e;esur}itc  Kurve  n«s  allen  möglichen  in  jedem  Punkte 
einander  UDmitteibar  atiliegeudeo  ftieransgewäJiU  werden,  so  müssen 
iuigeDde  drei  Gleichungen 

,       V)(,-«-i±2^).-(:.  +  i^£i)  =  » 
VU)  2y+L:fl±f!)_(y+l±£)._(y  +  l±£!)„=0 
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gleichzeitig  neben  einuder  bestehen;  dieiee  iat  aber  nur  Möglieb 

wenn 

stattliodet.    Mun  setze  zur  Abkürzuug  ff  anstatt      +  und 

sDBtett  — ^^^)arund'  jede  der  drei  obigen  GleicbDogeo  geht 

über  io 

— 5^ 

Daraus  folgt 

-1—  H  l-  =  Oi 

UDÜ  wenn  man  auf  beideo  Seiten  mit  mnltipiicirt,  so  be- 

kommt  man 

daraus  felgt 

und  daraus  folgt  weiter 

lotegrirt  man  abermaU,  so  ergibt  sieb 
oder 

so  liusä  der  kreis  die  gesuchte  Kurve  ist,  welcher  iusofero 
die  Aufgebe  löst»  nis  er  in  jedem^  seiner  Punkte  aueb  sein  eigener 
KrämmuDgskreis  ist.  Bei  Bestimmung  der  Koostanten  muss  aber 
Gleiebung  VlIL  mitbenutnt  werden.    Allein  Gleichnng  VIII.  gebt 

ober  in  txT=zg^  woraus  niclits  prf*foIj»^ert  werden  kann;  und  s«)nrirh 
erkerjnt  man.  dass  die  gesuciite  kurve  nocb  drei  verscbiedeoeo 
Kebeubedinpfiinp^rn  unterworfen  word<»n  kann. 

Da  die  hier  ge!»ucbte  Kurve  eiu  kreis  ist,  so  fallen  alle  Krüm- 
mungsmittelpunkte  der  gesuehten  Kurve  in  einen  einziffeo  Punkt  * 
lusammen.  Es  fallen  also  die^drei  Funkte  ÜT,  H  und  Cr  in  einen 
einzigen  Punkt,  und  die  zwei  Linien  i9C  und  EP  in  eine  einzige 
Linie  zusammen.  Ks  ist  also  ^'==0  ünabliäng^ig  von  den  zwei 
festen  Wertheu  a  und  und  unabbängig  von  dem  wiUkürlicben 
Wcrthe  des  ^.  ^ 

Das  Prüf ungsmittel  ist  noch  herzusteUeo. 
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Nacliiieci  icli  sclion  so  manche  Auföfahe  d u rcb f(efUlirt 
habe,  lege  icli  uoch  folG^eudc;  den  J^esero  des  Archivs 

zur  UebuDg  vor. 

Autgirbe  92. 

Hao  snelit  ein«  auf  du  rechtwipkeliges  CoordiBttensysteni  Ik* 
n^eae  eben«  Kurte.  Sie  wird  m  den  zn  den- festen  Abscissen 
und  a  gehörigen  Panltten^  so  wie  auch  in  dem  zu  einer  nach  Be- 
lieben ^enommPTion  Absctssc  .v  a^chörigen  Punkte  berührt.  Diese 
drei  berühreudori  Graden  scLIiessc!!  ein  Dreieck  pin.  Wenn  nun 
der  2U  der  gerade  genommenen  Abscisse  geliörigc  Punkt  der  ge- 
suchten Kurve  die  Eigenschaft  hat,  dass  besap^tes  Dreirck  einen 
grössern  oder  Ideinero  FIcHcheninhalt  hat  als  bei  dcu  zu  der  nem- 
licben  Abscisse  a:  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe 
Rchtwiakeliffe  CoordiMtensyateni  besoffenen  und  der  gesuchtem 
Ksrve  in  jeaem  Pnokte  nächstanliegenden  Nachbarknrfen  der  Fall 
sein  kann:  weiche  Knrve  wird  gesucht? 

Die  gesQchte  Knve  (Taf.  III.  Fig.  11.)  sei  MVN\  die  festen 
Abscissen  a  und  a  seien  OP  und  OQ^  und  die  nach  Belieben  ge- 
wäblte  Abscisse  sei  OH.  Dio  'irei  in  Rede  stehenden  Berüh- 
renden sind  also  MT^  NT  und  A'//.  Das  auf  vorgeschriebeDe 
Weise  begranzte  Dreieck  ist  KHT.    Dessen  Inhalt  ist 

6=Trap€«  QKTl»  H-  Trapez  TJLFU—  Trapex  OK  HF 

s4«r 

r=i  .  iGK-^-  TL)  .(OL  —  OG)  ^\{TL-\-  HF)  .  {OF-^  OL) 
—  i .  (GM-^HF)  .  iOF^  OG) 

«der 

I)  U=i.[GK,(0L'-'0F)-\-TL.(0F^0O) 

-i-ffF.(OG^  OL)]. 

f  t  nun  0/1  =  a:  und  RV=y,  ao  iat  die  Glelehunf  der  in  F  be« 
rübreaden  Geraden  bekanntlich 

« 

« 

•dir 

Ist  ()Pz=za  und  iWsy«,  so  ist  die  Gleichung  der  in  M  beriih- 
reotleo  Graden 

[it  ferner  OQ  =  u  und  QN=tfm$  ao  ist  die  Gleichung  der  in  N 
HriUirenden  Graden 
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Da,  wo  die  Berührenden  KH  und  MT  einander  schneiden,  iit 
^'=7ar"  und  yf=f/'\  und  aus  Gleichung  II.  und  III.  folgt 

Da  wo  die  Berührenden  NT  und  KH  einander  schneiden,  ist 
^Bo?^''  und  und  aas  ilen  GleichuDgen  IL  noA  IF.  folgt 

Da,  wo  die  Berührenden  jl/T  und  A /*  einander  schneiden  ist 
a;"=iap'^  und  y''=y;  und  aus  den  Gleichungen  III.  und  IV.  ioigt 

jr\   T  rp         //  (o^«)*Pa  •Pa'^yg  *Pa  —  ya  'Pre 

Diese  für  f9<7,  ^7^,  GK,  LT  nnd  F//  i^rcfundenen  Ausdrücke 
hat  man  jetzt  in  Gleichung  1.  einzutühreu  und  dann  weiter  la  ver* 
fahren,  wie  bekannt. 


Aufgabe  93. 

Man  sucht  eioe  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  be- 
zogene ebene  Kurve.  Sie  wird  in  den  zu  den  festen  Abscissen  m 
wÜl  a  gehörigen  Punkten  berfibrt'  Von  dem  in  einer  Daeb  Will- 
kür genommenen  Abacisse  nc  gehörigen  Ponkte  besagter  Kanre  Isllt 
man  Perpendikel  auf  die  beiden  fierübreadea.  Die  beiden  Perpen- 
dikel und  die  beiden  Berührenden  scblieseen  eiB  Viereck  ein,  durch 
dessen  vier  Punkte,  weil  die  7woi  entgegengesetzten  Winkel  jedes- 
mal zusammeTi  zwei  Rechte  betragen,  man  einen  Kreis  legen  4iLaao. 
Wenn  www  der  zu  der  (gerade  nach  Willkür  genommenen  Abacisse 
a:  gehörige  Punkt  die  Ligenschaft  hat,  dass  besagtes  Viereck  eioen 

frössern  oder  kleinem  Flächeninhalt  hat^  als  bei  den  zur  nemlicben 
bscisse  w  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  recht- 
winkelige Coordinatensystem  bezogenen  and  der  gesnehtea  Kurvt 
ia  jedem  Pnakte  aäebstanliegenden  Nackbarkttr?eB  der  Fall  stio 
kennt  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  gesackte  Kurve  (Taf.  III.  Fig.  13 )  sei  MVN,  die  festen 
Abscissen  a  und  a  seien  OP  und  OQ,  und  die  nach  Willkür  ge- 
wählte Abscisse  x  sei  OR,  Die  zwei  in  Rede  stehenden  Berüh- 
renden sind  MT  und  NT\  der  zur  Abscisse  oc  geborige  Punkt  der 
Kurve  ist  V\  die  zwei  iu  Rede  stehenden  Perpendikel  sind  also 
VW  und  r>S^;  das  auf  vorjerescliriebene  Weise  erzeugte  Viereck  ist 
also  VWTS.   Deäseu  Inhuit  ist 
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m.  » 

i^ssTnipei  IfKtr  +  Traj^t  Z  TOJ7^  Trapez  VWKR 

—  Trapez  VSHR 

oder 

6  =  1 .  (  WK-^-  TL)  .  (  OL—  OK)  4-  i  .  (  TL-^SH)  .  (  0//-  Ö/.) 
oder 


i)  £/=:4l(  W&SH) .  {OL-^OR)-^  ( m—TL}  {Oi(^OH)\. 

Ist  0P—t4  und 
Koden  Gradeo 


!  Ist  OP—t*  und  PM=yai  8o  ist  die  GleicLuDg  der  io  ilf  berüU- 


\  ■  II)^=(g),.Wy.-(g),.* 

Do  Dim  0R  —  4P  nod  RF=f,  so  ist  die  Gleichung  der  dor<jh 
den  PuDkt  V  gebeoden  und  «uf  MT  senkrecbteo  Gerftden  FW 
folgende: 


III) 

ilit  OQ  =  a  uad  QA=yftt  M  ist  die  Gleicbung  der  in  A'  berük- 
itoileii  Geraden  AT 

I  IV)  (^)«. .  ^+     ~  (g)^  .  «, 

'  und  die  Gleichongr  der  durch  V  gehenden  nnd  nnf  JVT  genkrechteft 

I  i^adeo  FS  ist  folgende: 

I  Di  wo  die  Lioien  ß^JT  uod  FIf  eiouDder  scLneideD  ist      =  o.'" 

I  ondjf'ssy;  und  ans  den  Gleichnngen  II.  und"  III.  folgt 

VI)'  eK=  a.p,'+^-^(ytfa).pa^ 

Da  wo  die  Linien  AT  und  VS  einander  schneiden  ist  a:^"'=LS^ 
M  ^*z=zff*'\  und  aus  den  Gleichungen  IV^  und  V.  tolgt 

f>a  WO  die  Berührenden  und  A^T*  einander   schneiden  ist 

*  =  ^''  und  und  aus  der  Gleichung  II.  und  IV.  folgt 

X)  OL  ^  a:  :^  ^-^  =  ^ '  fa^u.f^-ya-^^a 

tmiiL  13 


t 
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Da  wo  die  Linien  VW  und  F^V  einander  scltncideo«  ist  af^af'^ 
uod  jf"=if/"\  und  aus  Gleichung.  III.  uud  V  toigt  I 

XII)  OR^a^z=zmr=aß 

XIII)  ilF=y*'=y*'r=:y* 

Diese  für  ^VA,  OH.  KW.  RV,  Z^T  und  /AV  crefunde. 

Den  Ausdrücke  hat  man  jetzt  in  Gleichung  1.  einzuführen  und  daoD 
weiter  zu  verfahren,  wie  bekannt  ist. 


Aufgabe  95. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensysfem  be- 
zogene ebene  Kurve,  Uiid  legt  in  die  zu  den  festen  Abscissen  ä 
und  a  gehörigen  Punkte  die  Kriimmungskreise.  Man  legt 'aber 
auch  in  den  au  der  nach  Belieben  gcwäblten  AbacUae  gebörigen 
Punkt  den  Krümmungikreia.  Man  verbindet  die  au  den  Abtciaseii 
a  und  u  gehörigen  Rriimmungsmitfelpunkte  mit  den  au  der  AbseiiM 
gehörigen  Krümmungsaiittelpunkte.  Wenn  nun  dar  zu  der  ge- 
rade i^enommenen  Abscisse  a:  gehörige  Funkt  der  gesuchten  Rarve 
die  Kiirenschaft  haf,  dass  die  Summe  der  Quadrate  beider  Verbin- 
dungslinien grös.scr  oder  kleiner  wi^d,  als  bei  den  /.ur  ncinlichen 
Abscisse  .jp  gehörigen  Punkten  aller  andtm  aut  dasselbe  recht- 
wiukeligc  CoordinatensysteQ\  bezogeneu  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Puukie  nächstanliegendeo  Nachbarkurven  der  Fall  sein 
kann:  weleha  Kurve  wird  gesucht I  ^  '  .  , 

Ea  seien  (Ta£  Ol.  Piff.  14.)  die  feaCen  AbteiaBen  aP=m  aod 
0il=sa;  nnd/lie  nach  Willkür  genommene  Abscisse  aei  OQ^^Sn 
Der  an  OP=a  gehörige  Krummungsoiittelpunkt  ist  der  zu 
OR^a  gehörige  Krüinmungsniittelpunkt  ist  G,  und  der  zu 
0Q=:^  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  ist  //.  Die  beiden  ^er- 
bin  dun  gslinien.  sind  J^C^f  und  O/A  Die  Aufgabe  verlangt  also: 
es  soü 


ein  primüres  Gröastea  oder  Kleinstes  werden.,  Statt  I.  kann  um 
auch  setzen 

II)  ü=:{{IIM--KWY^(OM'-'OW)  \ 
oder '  ' 

III)  £^=ÖTFH-a.  ÖM^Wf'A'KW-^^.SS^rOif 


Bier  ist  (9^i  =  ^  -filt£!Lj?,  und  ßW=p^^±^i 

9       '  ^         9  • 


feratf 
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Diese  ADsdriick«  liat  «an  in  III.  eiDiaMtten»  und  dann  su  ver- 
fahren» wie  gewöhnlich. 


Aufgabe  96. 

Mau  suciit  eioe  auf  eiu  rechtwinkeliges  CoordiDateDsysieiabezogeoe 
ebene  Kurve.  Mao  legt  in  die  an  den-  festen  Abscissen  a  und  in 

fehörigen  Punkte  die  Krümanngskreise.  Man  legt  aber  auch  in 
en  zu  der  nach  Willkür  gewählten  Abscisse  a:  gehörigen  Punkt 

den  Krünimunjrskreis.  Mnn  vrrhindrt  (Üp  (iroi  K rümmuns^mitteU 
punkte  mit  eioiinder.  Dadurch  entstellt  c;in  Dreieck.  Wenn  nun 
der  zu  der  gerade  erenoinmenen  AUstisse  a:  gehörige  Punkt  die 
Eigenschaft  hat,  duaä  dcb  besagten  Dreiecks  Inhalt  grösser 
oder  kleiner  ist  aU  bei  den  «ur  nämlieben  Abscisse  .r  gehori» 
gen  Punkten  aller  andern  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte 
Bächstenliegeuden  Nachbarknrven  der  Fall  sein  kann:  welche  Kurve 
wird  gpsuclit? 

Hier  soU  (Taf.  Ui.  Fig.  14.) 

1)  17=  Dreieck  lüIO 

ein  primäres  GrÖsstea  oder  Kleinstes  werden.  Statt  I.  kann  man 
aneh  setsen 

II)         Trapez  WKBM-^Tn^  mfJI^G—Tnpw  KW^G 

oder 

— i ,  (JSC  If  +  ^iV) .  ^  IT) 

oder- 

III)  17=  i  .  [A  W.  (öil/— öiV)H- //M,  (Ö.V  — ö  WO 

GA  .  ( 0  fV—  OM)]. 

Hier  hat  man  die  schon  in  voriger  Aufgabe  für  OW^  WK^  Olfl, 
MH^  ONy  AG  aufofpstelUea  Ausdrücke  einaufübren  und  dann  au 
Yerfabren  wie  gewöhnlich,  ' 


I 


4 

I 


18 
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Neue  Auflösung  der  die  Bestimniuog  der  An- 
zahl aller  ganzen  Zahlen,  welclie  kleiner  als 
eine  gegebene  Zaiil  und  zu  derselben  relative 
Primzahlen  sind,  betreffenden  Aufgabe* 

Von   .  ,    '  , 

'   dem  Herausgeber. 


Die  erste  Auflösung  der  oben  genanoteii,  für  die  Zeblenlehre 
in  mehrfacher  Besiehung  vichtigeo  Aofgabe  itt  tod  £nler  to  dao 
Nov.  ConiD.  Aead.  Pctrup;  T.  Vlil.  p.  74.  gegehea,  und  in  den 

Nov.  Acf.  Petrop.  T.  VMI.  p.  17.  wicderLolt  wordeo,  worüber 
man  auch  Essai  sur  lu  th^orie  des  nombre^,  par  Lcgendre. 
Secondo  «'(h'tiou.  Paris.  1808.  p.  6. •nachsehen  kann,  l^ine  selir 
scbötH'  iiiul  liochät  einfache  Auflösung  hat  Gauss  in  den  Disq. 
»rithui.  Lipsiae.  1801.  p.  30»  gegeben,  mit  welcher  die  von 
Cauehy.in  dea  Exerciees  d'Analyae  et  dePhysique  math^ 
mati(|ue.  Tome  dcuxieme.  Paris.  1841.  p.  9.  gegebene  Aiifl$* 
sung  im  Wesentlichen  übereinstimmt.  Eine  aus  An  elementary 
invcstitration  of  the  theory  ofnumbers,  witb  its  appli- 
cution  r<>  tiie  t n d etcrmi nate  and  diophantine  anal^sis, 
tbe  uuuiytical  aud  geometrical  diviüiou  of  (he  circle 
and  scveraT  other  curious  algebraicai  and  arithmetical 
Problems,  by  P.  Barlow.  London.  1811.  S.  entlehnte  Aoflö> 
sun^.  die  mit  Eulerfii  Au^ösung  Aehnlichkett  ha^,  findet  man  In 
dem  Lehrbuche  der  Mathematik  für  Gymnasien  und  Real- 
schulen von  J.  H.  T.  Müller.  Erster  Theil.  Hallp.  mm, 
S.  240.  Eine  von  A.  v.  Ktti ue^shausen  in  der  Zeitschrilt  für 
Piiysilv  und  Ma theni <i 1 1 k.  Herausgegeben  von  A.  Baum- 
gartncr  und  A.  v.  Ettingshause.n,  gegebene  Auflösung,  welche 
nach  Uüller's  UrthetI  a,  a.  0.  jedoch  nicht  scharf  genug  zu  sein 
scheint^  ist  mip  bis  jetzt  unbekannt  geblieben. 

Die  Auflösung  von  Eni  er  lässt  sieb,  wie  es  mir  scheint,  nur 
mit  Wcifliluflirkeif   zu    völlicfor  Altgemeinheit  erljelien ,   nm!  ein 

gleiches  Lrilieii  darf  ziemlich  mit  demselben  Rechte  über  die  vnn 
arlow  gegebene  Auflösung  gefällt  werden.  Die  schöne  AuÜu< 
sung  ^von  Gauss,  mit  welcher,  wie  schon  erwähnt  worden  ist) 
Cauchy*8  Auflösunpf  im  Wesentlichen  ganx  übereinstimmt«  setst 
dije  Theorie  der  Anfldsang  der  ttnbestinmten  Gleiehangen  des  ersten 
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Grades  zwischen  zwei  nnbekannfen  Grössen,  oder  die  Aufgabe: 
aile  Zahlen  zu  finden,  welche  durch  gegebene  Zahlen  dividirt,  ge- 
gebene Reste  übrig^  lassen,  als  bekauiit  voraus.  Diese  Gründe  ha- 
ben «iiich  bewogen,  eine  neue  Auflösung  zu  suchen,  welche  ich  im 
FolgeDdoi  nltneiie,  weil  sie  auf  sehr  einfaclieE  Grfindco  beinhet, 
nod  mir,  we|iD  tie  sieh  «neb  ntcLt  als  ganz  kara  erweisen  sollte, 
doch  einen  Blick  in  die  eigentliche  Natur  dieses  Gegenstandes  an 
verstaften  scheint,  wozu  noch  kommt,  dass  mir,  des  nächstfolgen» 
den  Autsat/rs  wroren,  sehr  viel  daran  liotren  musste,  im  Besitz 
einer  von  der  Auilusunsf  der  unbestimmten  (ileichunffen  des  ersten 
Grades  zwischen  zwei  unbekannten  Grössen  ganz  unabhängigen 
Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgäbe  au  sein. 

Daaa  alle  im  Folgenden  gebrauditeft  Syaibole  positive  ganse 
Zahlen  beaeiehneo,  braucht  wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt . 
ao  werden. 

« 

2. 

f.rhrf^al-i.  Wenn  ^  und  k  relative  f*  r  i  ni  z  a  Ii  I  e  n  Sind) 
sind  immer  auch  nk -\  p  und  X-  r  c  I  a  t  i  \  e  P  riuizah  i  eu. 

Beweis.  Wären  /// w  und  k  nicht  relative  Primzalileu, 
und  hatten  also  eiocu  vuu  der  L<iabeit  verschiedeuen  geuieiuschaft* 
Flehen  Factor  p,  so  sei 

nk  '\-i»>  =  pff^  k  =  pil\ 
Dann  wäre  »k-^np^^  und  folglich 

so  dass  also  anch  ^  den  Factor/^  hätte,  und  folglich  mit  k  nicbt 
relative  Primzahl  wäre,  wie  doeh  vorausgesetzt  wurde.  Also  sind 
mk^fk  und  k  relative  Primzahlen,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


JLehrttO*,  Wenn  und^  relative  Primaablea 

siad«  80  sind  immer  aucb  fk  und  k  relative  Primaahlen. 

Beweis.   Wären  fi  und  k  nicht  relative  Primzahlen,  und  hätten« . 
also  einen  von  der  Einheit  verachiedenen  gemeinschaftlichen  Factor 
py  ao  sei 

Dann  wäre-iri&s         and  folglich 

SO  dass  also  auch  nk-^ii  den  Factor  p  hatte,  und  toltriich  mit  k 
nicbt  relative  Primzahl  wäre,  wie  doch  angenointuen  wurde.  Also 
sind  p>  und  k  relative  Primzahleo,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

4. 

7/Ufaf%.  Wenn  nnd  k  keine  relativen  Primzab|eu 
sind,  so  sind  auch  nk-\-^  und  k  keine  relativen  Prim- 
zahlen; und  II  niLi^ekeb  rt:  wenn  nk ^  und  k  keine  rela- 
tiven Primzahleu  &iud,  äu  biod  auch  pi  und  k  keine  re* 

latlven  Primsahlep* 


Digitized  by  Google 


198 

* 

Dieser  Satz  ist  eioe  uoiuitteltwre  Folge  aus  deo  beidea  vorUer« 
geiiuudea  8ätzeD. 

Wir  wollen  duu  aunehmcn,  ilass 

«I»  «»>  »aj  ^49«**^9(i#  . 

die  tärnntliciieii  Glieder  der  Reihe 

^  ly  3)    4)    $9  •  •  •  •  ^ 

■indy  welche  mit  k  relatire  Primzahlen  sind,  wo  aläo  (p[k)  die  An- 
sahl  aller  der  Zahlen  heseiehaet,  welehe  iiit  k  relative  Primzahl  eu 
and  kleinel*  ala  k  sind.  Bildea  wir  nas  dana  die  Reihe 

d.  i.  die  Reihe 

+  2  . .  .{n-^V^k^X,  (i»+l)^; 

io  siad  nach  den  vorher  bewiesenen  Sätsen  die  sänaitlichea  Glieder 

dieser  Reihe,  aber  auch  nur  diese  Glieder  der  in  Rede  stehenden 
Reihe,  mit  k  relative  Primzahleu,  uod  in  den  beiden  Reihen 

1,     3,  4,  5, .  • .  ife 

und 

ü^  +  l,  nk^%  nk^%y  . . .  (»-f. 

kommt  also  immer  eine  srieiche  Anzalil  von  <iiiedern,  in  jeder 
Reihe  nämlich  ^(X:)  Glieder,  vor,  welche  mit  k  ^elafcve  Primzah- 
aablen  liad. 

Hat  man  jetat  die  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  .  .  .  .  pk\ 

so  kann  man  diese  Keihe  aut  folgende  Art  in  p  Abthetiunff«ii  «Mer 
Gruppen,  eine  jedcf  mit  k  Gliedern,  abtbeilen; 

Ij  3,  3,  4^  5, ... «  k\ 

'    ^«•H-l,  XrH-.2,  ^H-a,   2Xr; 

•     -      2Xr+l,  2ytH-2,  2^  +  3.  2/+4,....3it; 

3^  +  1,3^  +  2,3^  +  3,3^+4  4i&5 

*  tt«  w* 

0»  — 1)^+1,  (;,~l),t  +  2,  b-lJXr  +  3,...;,^; 

und  übersieht  hieraus  mit  Hülfe  der  in  5.  angestellten  BötracbtaB- 
gen»  daes  p^{k)  die  Aaaahl  der  sämaitliclien  la  der  Reihe  ' 

•     1,  2,  3,  4,  5,  pk 

vorkoneild«!  Glieder  iit»  welcke  mit  k  relatif«  Mmmiklfl&  aind. 

■ 
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Inden  wir  vod  jettt  an  iminer  aiiB«liflien,  dass  das  in  der  vor- 
Lerg^ehenden  Nnmaier  jrebraiichte  Symbol  p  aina  a^talnte  van  dar- 

£inlieit  verscbiedene  rrimzahl  bezeichne,  Valien  wir  nun  zuent 
den  Fall  betrachten»  wenn  die  Frinsahl  p  ein  Factar  der  Zahl 

Liuter  dieser  VoranssetzODg  läset  sieb  behaupten,  dfisn  jode 
Zabl./A,  welche  mit  A  relative  Frimzubl  ist,  uucii  mit 
pÄf  relative  Primsahl  tat,  wie  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt 
werden  kann« 

Sollten  nSmlicb  fi  und  pA^  nicht  relative  Primiahlcn  8<Hn,  und 
also  einen  von  der  Einbeit  vcrsrliiedencn  gemeinscbaftlicbcu  Prim- 
factor  baben ,  so  niüsste  dieser  {^emeinscbaftlicbe  Primfactor,  weil 
nach  der  V  uraussetzung^  (m  uud  A;  relative  Primzahlen  sind,  und 
also  keinen  gemeinscbaftiicbeu  von  der  Kiiibeit  verscbiedeueu  Priiu- 
factor  haben,  nothwendig  p  aetn,  nad  ea  müBste  aleo  den  Prim- 
fiactor  fr  haben,  welches  aber.nngereimt  ist,  da  nach  der  Voraus- 
setzung p  anch  ein  Prbafactnr  von  Ar  iet»  und  doch  fA  und  St  re- 
lative Primzahlen  sein  sollen.  Also  müssen  iiuter  der  Voraus- 
setzung", dass  p  ein  Primfactor  von  A'  ist  und  /r  und  /•  relative 
Primzahlen  sind,  jed^erzeit  auch  fu  uud  p/c  relative  Primzabieo  sein, 
wie  behauptet  wurde. 

Ferner  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  jede  Sali  p  welche 
mit  At  nicht  relative  Primzahl  lat»  aucli  mit  pAf  nickt  ra* 
lative  Primaahl  sein  kann. 

Nach  diesen  beiden  Sätzen  ist -also >  wenn .ein  Primfactor 
von  A:  ist,  jedes  Glied  der  Reihe 

1,  2»  3,  4,  5,  pAr, 

welches  mit  A:  relative  Primzahl  ist,  auch  mit  pA-  relative  Primzahl, 
und  jedes  Glied  dieser  Reihe,  welches  mit  A:  nicht  relAtive  Prim- 
zahl ist,  ist  auch  mit  pA:  nicht  relative  Jl^rimzahl.   Die  sämmtlicbeu  , 
Glieder  der  Reihe 

1,  2,  3»  4,  5, , .  • .  pJh, 

welcbe  mit  relative  PrimiaUen  sind,  sind  folglich  die  sammt- 
liehen  Glieder  dieser  Reibe,  welcbe  mit  pA  relative  Primzahlen 

'  sind,  und  da  nun  nacb  d.  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Glieder  der 
in  Rede  stehenden  Reihe,  welche  mit  X'  relative  Primzahlen  sind, 
//<jp(X?)  ist,  so  ist  dies  auch  die  Anzahl  der  sämmtlichen  (-lie  ler 
dieser  Reihe,  welche  mit  pA:  relative  Primzahlen  sind.  Bezeiclitien 
wir  also,  analog  mit  die  Anzahl  der  sammtlicben  relativen 

Primzahlen  zu  pA:,  welche  kleiner  als  pAt  sind,  durch  (p{pA:)\  so 
ist  in  dem  F'alle^  wo  die  Primnnbl  p  ein  Primfactor  von 
At  ist,  jederzeit 

*  8. 

Ferner  woUca  wir  nun  auch  den  Füll  betrachten,  wenn  die^ 
Primzahl  p  kein  Factor  von  Xr  ist. 
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'  *  •  *  • 

Weil 

a,,  a^y       «4  af{K)  . 

sämnitlich  mit  k  relative  Primzahlen  sind  uod  p  kein  Frimfactor 
vou  k  iät,  so  liat  offenbar  keins  der  Producte 

pa^,  pa^,  jJa^i  po^^t .  ,  .pafik) 

einen  Frimfactor  mit  k  geiMiDj  und  alle  diese  Prodacte  siml  also 
mt  k  jeiattve  Frimzakton,  wobei  sicki  weil  die  Zahlen 

«I»  «a>  «tt  «4»  •  •  •  «^y(^) 
sämmtliok  kleiner  aU  k  siod,  von  selbst  versteht,  diiss  die  Producte 

pUxy  P«%y  P«ty  /»«4»  •  •  •  P«9V'^ 

alle  in  der  Reibe 

1,  2,  3,  4,  5,  ... .  pk 

ala  Glieder  derselben  wirklich  vorkommen;  und  eben  so  versteht 
sich  von  aelbsl,  dafla  keina  dieser  Produkte  mit  pk  relative  Prin» 
zahl  int. 

Ferner  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass  jedes  Glied  der  Reibe 

1,  2,  3,  4,  5, « •  •  pk^ 

welcbea  mit  k  relatire  Primaabl,  dagegen  mit  pk  nicht  relative  | 
Primzahl  iat,  ein  Glied  der  Reihe 

pa^y  pa^^  pa^,  pa^y  .  .  .  pamk) 

sein  muss.  Jede  Zahl  nämlich,  wplrhe  mit  k  relative  Primzahl  ist, 
also  mit  k  keinen  von  der  Eintieit  verschiedenen  g-emeinschaft- 
liehen  Frimfactor  liat,  dai^Piren  mit  pk  nicht  relntivp  Primzuhl  ist, 
also  mit  pk  einen  vuu  der  biuheit  verschiedenen  tj^eiaeinschaftlicheo 
Frimfactor  hat,  muss  offenbar  nothwendig  den  Frimfactor  p  habea, 
und  wir  können  daher  die  in  Rede  ateSende  Zahl  durch  pff  be-  * 
zeichnen.  Da  nun  pq  m\i  k  k^ineA  von  der  Binheit  veracbieaenea 
gemeinschaftlichen  Frimfactor  hat,  so  muss  natürlich  mit  k  rela- 
tive Primzahl  sein,  tis  ist  »her,  wenn^  wie  wir  jetzt  .voransaetieo 
wollen,  pg  ein  Glied  der  Reibe      '  ^ 

1,  2,  3,  4,  5, . . .  pk 

isti  natärlich 

■  ^^^^ 

pg^pk, 

altfa  f         o<l®'  vielmehr,  weil  q  mit  k  relative  Primzahl  ist» 
g^k.   Weil  .nnif' bekanntlich 

«a,  «4,  ....  a(t[li} 

alle  relative  Primzahlen  zu  k  unter  k  sind,  so  muss,  nach  dem  vor- 
her Bewiesenen,  ^  Qothwendig  in  dieser  Reihe,  also  pg  nothwen- 
dig in  der  Reihe 

P»l%  P^%i  P^tf  |»4>  •  •  .  •  W(*)> 

d.  h.  jedei  Glied  der  Reihe 
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1,     3,  4,  5,..^;k», 

welches  mit  k  relative  Primzahl,  dagegen  mit  pk  nicht  rclhthre^ 
MiMialil  ist,  aiBM  in  der  Eelbe 

pa^y  pm^t  pm^f  pa^t  • .  •  P^ik) 

als  ein  Glied  derselben  vorkommen. 

Esdlicli  veratebt  sich  auch  von  selbst »  dass  alle  Glieder  der 
fieibe 

1,  2^  3,  4,  5»  • .  • » pMt^ 

weld«  mit  ßf  Hiebt  relative  Prinsahlen .  sind ,  ancb  nitr  p^  nicht 
relative  Priniahlen  sind. 

Wir  wissen  also  jetst,  unter  der  Voranssetiung,  dass  die  Priin« 
isbl  p  kein  Factor  von  /r  ist: 

£rstens:  dass  die  Ansabl  der  sänmtUcben  Glieder  der  Reibe 

1,  2,  3,  4,  5,  ... .  pky 

welche  mit  k  relative  Primzablen  sind,  jederzeit 

P9(A} 

irt*). 

Zvreitens:  dass  die  in  der  Reihe 

'  i,  2,  3,  4,  5, ... .  pA 

I    Wirklich  vorkommenden  Producte 

j  P0^,  pm^y  jMT,,  1104,  .  .*P^lih 

I   deren  Anzahl 

!    ilt,  sämmtlich  mit  k  relative  Primsahlen,  dagegen  mit  pk  nicht 
idstive  Primcahlsn  aind. 

Drittens«  dass  jedes  Glied  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  .  .  ,pky 

welches  mit  Je  relative  Primxabl,  mit  pk  dagegen  nicht  relative 
Priazabl  ist,  in  der  Reihe 

pm^y  pm^y  pa^i  pa^^ .... 

ab  ein  Glied  derselben  vorkommen  mnss. 
Tiertens:  dass  jedes  Glied  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  .  .  .  pk, 

welches  mit  k  nicht  relative  Primzahl  ist,  auch  mit  pk  nicht  rela* 
tive  Primzahl  ist 

Hieraus  ergiebt  sich  also  ganz  unzweideutig  und  mit  völliger 
Strenge»  dass  in  dem  Falle,  wenn  die  von  der  Einheit  verschiedene 
Prinzahl  p  kein  Primfactor  von  k  ist,  indem  wir  immer  die  früher 
dogeföhrlen  Bezeichnungen  nach  jetat  beibehalten, 


•)  Dies  ist  in  ^  gexcigt  worden,  und  s«tat  im  Allgemeinen  als  nothwen. 
dige  Bedingung  nicht  voraus,  dass  p  eine  Priunabl  und  kern  Factor 
van  k  is^  sondern  gik  lur  jedes  p  und  jedss  ^ 
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ist. 

9. 

Weon  also  die  Von  der  EinliiSil;  ver*<:l>i9dene  Priin« 
s«bl  p  eio  Faetar  tod  Jk  isty  so  ist  nach  7.  inmer 

Wenn  dagegen  die  vou  der  Einheit  verschiedene  Priia- 
zahi  p  kein  Factur  von  /■  ist,  so  ist  nach  8.  immer 

9(;i/r)  =  (;>  —  1  j9p(X),  . 

Sei  DOS  überhaupt 

^  ■ 

^  wo  p  eine  von  der  Ehiheit  verschiedene  Mmzahl  nad  kein  Factor 
von  ^|-iein  soll}  so  erhält  man  savörderst  durch  snecessive  An» 
Wendung'  des  ersten  Theils  des  vorhergehenden  Sataes 

ij{S)  =  p^>(p^yNy) 

=  p  p^ip'^^JVy ) = p^9>{p^A, ) 

z=sp^p^(po-tA^  )s=zp*ip{pP-*A\  ) 

::z:p*pf{p^,)=p*9(p^,) 

= p*p^{pi^N^  )=p^  ^(p*~^^i ) 

u.  s.  w. 

:=zp''~^ipff^^^)^p<'-^9{pN^), 

Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung     kein  Priai&elor  von  J^, 
ist,  so  ist.  nach  dem  aweiten  Theile  des  ohigiBn  Sataea 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

Setaen  wir  nun 

J^^p^p.'^Pt'^t'*  •  • .  piH, 

wo  p^,  p^,  Pii*»"Pi  lauter  ungleiche  von  der  Einheit  ver- 
schi'edene  Primaahlen  heaeichnen  sollen;  so  ist  nach  dem  vorher 
Bewiesenen:  %  * 

y(jV)=: —  l)(p{p  ,<'^p,<'>p»'*   . .  px^), 
*f(Pi''Pir*Pt'>  .  .  pi''l)=Px''^'-^(p^—^9{P^'''P^'''^PA^-  .  .  ./»JL^A), 

. .  PX^l)  =  Pt^^-Hp^  —  1  lyO».«*/'« Vi*»»  •  •  •  PX^^h  ^ 

■ 

n.  s.  w. 


Digitized  by  LiüOgle 


und  f n1  uflich,  VeuD  mau  die  (irös.seu  auf  bcidm  Seiten  der  Gleich« 
heitszeichea  in  einaftder  muUi^Ucirt,  uad  aufhebt,  was  sieli  AuQie- 

beu  lässt: 

oder 

oder  V 

SP W  =  . .         -  i)  (1         (1  -  i)  ...  (1  - 1)  j 

also,  weil 

ist, 

^iV)  =  ilil_l)(l-i-)(,-±)..(l-±). 

welclies  die  ^)rknnnte  zuerst  von  Eulcr  grfundcne  Formel  ist,  die 
wir  bier  auf  Beispiele  weiter  niclit  anwenden  wollen. 


üeber  Cauchy  s  Auflösung  der  unbestimmteii 
Gleiehuiigeu  des  ersten  Grades  zwischen  zwei 
mibekannton  Grössen  in  ganzen  Zahlen. 


Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

In  dem  Memoire  sur  la  r^soiutioa  des  ^quatiuns  in- 
^termin^es  dn  premier  Uegr^  en  nombres  entiers  (Exer- 
icee  d^Analsr-ie  «t  de  PhysTqne  melkdaiatlqne.  T*  II«  P«* 
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804  ' 

pis.  1811.  p.  1.)  bat  CnncljT  früher  von  F^ihri  und  Binet 

geo^ebene,  im  uauzen  auf  sdn  rinfuchfii  Bctracbtungeu  beruhende 
AuUösunsf  der  Gleichungf-n  des  ersten  (iradcs  zwischen  zwei  unbe- 
kannten (»röhätin  iti  giinzcn  /;ihlcn,  wie  er  selbst  sagt,  zu  grösse- 
rer Allgemeinheit  erhoben,  uud,  wie  ^vir  noch  binzufügeu  wollen, 
überhaupt  mit  mehreren  wichtigen  Zusätzen  bereichert  Da  et  uns 
teheintj  daiB  dleie  Auflosong,  weuigstein  bis  zu  einer  ^j^wisien 
Gränxe,  worüber  wir  uns  am  £nde  dieses  Au&atzes  weiter  aus. 
sprechen  werden,  wohl  verdient,  in  den  mathematischen  Blementar- 
Intcrriclit  aufgenommen  <u  werden,  wenn  man  sich  näVnlich,  was 
jetzt  wohl  vorausgesetzt  werden  kann,  überhaupt  nicht  mehr  sefienet, 
sclion  die  Schüler  der  obern  Klassen  der  Gymnasien  und  anderer 
höherer  LehraiKstalteo  mit  den  Elementen  der  Zahleulehre  bekannt 
zu  machen;  so  lialtiii  wir  es  für  zweckmässig,  die  in  Rede  stehende 
schöne  Autlöäuug  im  Tolgenden  zu  entwiclceln,  für  jetzt  jedoch 
nur  so  weit^  als  sich  dieselbe  nach  unserer  Meinung  zur  Aufnabnie 
in  den  mathematischen  Elementar -Unterrieht  eignet^  indem  wir 
uns  vorbehalten,  in  einem  späteru  AufiiiMate  auf  diesen  interessan« 
ten  Gegeilstand  xurückzukommen« 

%  - 

Jede  Gieichung"  des  ersten  Grades  zwischen  zwei  nnbekannten 
Grossen       und  i/  kann  man  sicii  ollenbur,  weuu  c  ganze 

Zahlen  bezeichueu,  immer  unter  der  Form 

dars^estellt  denken.  Soll  diese  Gleichunp^  aber  überhaupt  in  stan- 
zen Zahlen  auflöshar  sein,  so  mtiss  inig^enscheinlich  der  grÖsste  t^e- 
meinscbuftliclie  Theiler  von  a  und  6  aueh  nothwendig  in  c  auf- 
gehen, und  wir  werden  al^;o  die  in  Hede  stehende  Gleichung,  in- 
dem wir*  c  durch  den  grosiateu  gemeiosciiattiichen  «^Theiler 
TO,n  m  und  ^  dividiren,  und  oie  entsprechenden  Quotienten  durch 
«r,  if,  k  bezeichnen,  immer  auf  die  Form 

bringen  können,  wo  nun,  was  man  im  Folgenden  stets  gehörig 
vor  Augen  zu  behalten  bat^  die  CoeHicienjteo  n  rm  or,  y  reU- 
tive  l'rimzahleu  sind. 

DasS  wir  ' uns  im  Folgenden  bloss  mit  der  Bestimmung  der 
einen  der  beiden  unbekilnnlett  Grüsen  ^.und  ^twa  der  Grosse 
äc^  zu  beschäftigen  brauchen,  versteht  sich  von  selbst,  weil,  wena 
mau  alle  Wer|he  von  ^  kennt,  durch  welche  die  Gleichung 

mx  —  ny=k 

in  ganzen  Zuhleu  «lufgelüst  wird .  die  entsprechenden  Wertbe  voa 
y  natürlich  immer  leicht  mittelst  der  Formel 

  71  (X  —  k  . 

:    ,  ,    :  y^r-r^ 

bemcbiiet  wenkn  könnea,  wodurch  wir  also  berechtigt  sind,  ^0 
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Folgenden  unser  Augenmerk  Most  auf  die  Bestinomog  der  die 
Gleichung 

in  ganzen  Zahlen  anflöiieDden  Wertho  Von     zu  ricbtcn. 

Wir  wollen  nun  zuvörderst  annehmen,  dass  a:  und  X  zwei 
specicllc  Werthe  der  im  Alltremcinen  auch  durch  a:  hezolrlinftrn 
unbekaunten  Grösse  seien,  durch  welche  die  in  Rede  stehende 
Gleichung  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst  wird,  so  dass  also 

ma:  —  ny  =z  X-, 

ist,  wo  jr,  y  und  X,  Y  gaoie  Zaklen  besoichneo«  Dann  tsl,  wi« 
man  sogleich  dnrch  Snbtraction  finde't, 

•(X-*)-*(r-y)-0, 

also 

«i(X  —  o:)  =     y  — y), 
ond  folglich  ^ 

Weil  nun  X^of  eine  ganxe  Zabl  ist,  so  |pebt  m  In  dem  Prodnet« 
m{Y — y)  auf.  Nacb  der  Voraussetzung  sind  aber  m  und  »  rela- 
tive Primzableo,^ woraus  sicb.ergiebt»  dass  m  in  l^-^y  aufgeben*), 
also 

eine  ganze  Zahl  sein  nuss.  Folglicb  ist 

1  • 

also 

X  SSO? 

woraus  man  siebt,  dass,  wann  o?  ein  beliebiger  die  Gleicbung 

ma:  —  ny==tk 

in  ganzen  Zahlen  autiösender  bestimmter  Werth  der  im  Allgemei- 
nen aocb  dnrcb  as  bezeicbneten  unbekannten  Grösse  ist,  jeder  an- 
dere die  in  Rede  stehende  Gleicbung  in  ganaen  Zablen  auflösende 
Werth  X  dieser  unbekannten  Gri^sse  die  Form 

X  =  a7^m» 

hat,  wo  %  eine  ^anze  Zahl  bezeichnet. 

Umgekehrt  fässt  sich  aber  auch  sehr  leicht  zeigen,  dass,  wenn 
OF  ein-  beliebiger  specieller  die  in  Rede  stehende  Gleicbung  in  gan** 
zen  Zablen  aujOöseoder  Werth  der  im  Allgemeinen  auch  durch  Of 
b^icbneten  unbekannten  Grösse  ist,  dann  immer  noch 


*)  M.  s.  Archiv.  Tbl.  IL  S.  S. 
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wo  UM  «icti  für  %  jede  beliebige  ganie  Zabl  gpeselzt  deoken  kann, 
ein  die  in  Rede  ttebende  Gldäiiing  in  ganien  Zablen  nnÜdiendet 
Werth  derselben  unbekannten  GrSiae  ist.   Weil  nämlieli  neck  der 

Toraussetzunff  a:  ein  die  flpegebene  Gleichung  in  ganzen  Zahlen 
auflösender  Werth  der  im  Allgemeinen  ancb  onrcli  beieiebneteD 
unbeluannten  Grösse  ist»  so  ist 

ff 

«MT  — «ayssib, 

wo  y  eine  gaoze  Zulil  bozeiclitict,  mnl  folglich 

Ferner  ist  aber  nach  der  Vornnasetsnng 

wo  X  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  folglieb 

nko  nach  dem  Vorhergehenden 

mX  =  »y-t-  ^  -i-  ma»  =  »(y  -f-  m%)  -f-  ^, 
oder;  wenn  wir 

setzen,  wo  Y  eine  gauze  Zahl  bezeichnet, 
also 

wodurch  die  Richtiskeit  der  oben  ausgesprochenen  Behauptnag 
offenbar  Tollst&ndtg  bewiesen  ist. 

Aus  diesen  Betrachtungen  erhellet^  dass,  wenn  man  nur  einen 
die  gegebene  Gleichung  in  ganze  Zulilen  auBösenden  Werth  jr  der 
im  Allgemeinen  auch  durch  a:  hezeichoeten  unbekannten  Grösse  7U 
finden  im  Stande  ist,  dnnn  auch  die  allcr**"'?''^ Auflösunsf  dieser 
Gleichuug  in  sranzeu  Zahlen  als  gefiirulen  hetrachtet  werden  kaon, 
weil  nach  dem  Oliigeu  otlenhar  die  säiumtiichc  die  in  Rede  steheade 
Gleichung  iu  ganzen  Zableo  auflösenden  A\  «Ttlie  der  ersten  der 
beiden  gesuchten  uuLekaiinten  Grösscu  iu  der  t  uriuel 

wo  9  eine  gamo  Zahl  bezeichnet,  enthalten  siad»  und  aus  dieser 
Formel  erhalten  Trerdeo«  wenn  man  für  s  too  0  an  aofwärts  aII^ 
positiven  ganzen  Z.^hlen,  und  von  0  aa  abwärts  alle  negatifSS 
gansen  Zahlen  tu  dieselbe  einführt. 

Nach  allem  Bisherigen  redacirt  sich  alfio  djte  voUständige  Asf« 
lösttAg  der  iaieiebuog 

in  ganaen  ZnltUn  auf  die  Anfliaduog  nur  eines  diese  Gleicbnag 
in  ganzen  Zahlen  auflösenden  Werths  der  einen  der  beiden  nsbe- 
kannten  Grössen,  oHmlich  der  Grösse  jr,  und  wie  atta  einen  sol- 
chen Werth  immer  an  tiadea  im  Stande  kt»  aoU  naa  iai  Volgeadea 
geneigt  werdea. 
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3. 

Am  dem  Obifi^en  witsen  wir,  dass  die  Coefficietttoa  von  j?  umA 
y  immer  relative  Prinzalilen  sind.  Hierza  bemerken  wir  jetzt  nuo 
noch,  dnss  fltircli  creeig-npte  Veränderung  der  Vor/eifhen  filier  Glie- 
der der  (ili'icliuni;  der  Coefficient  von  offenbar  iimner  positif 
gemacht  werden  kann.  Sollte  dann  y  einen  negativen  Coenicien« 
teu  iiabeu,  küuuie  mun  statt  der  unbekannten  Grösse  y  jeder« 
%m\t  die  vnMiaiioto  GriSsee  — y  m  4ie  GlMchiin^  «inllUiffeD,  nntf 
würde  dieselbe  daen  offenbar  auf  eine  Fem  briagtOy  in  welcher 
aaek  ^  einen  positiven  Coefficieaten  hat^  woiaiuaidi)  in  Verbin« 
duns^  mit  <lem  Vorhergehenden,  er£»-ipbt,  dfiss  mnn  die  in  pj'anzcn 
Zahlen  autzuli)seudc  Gieiciiung^.  wie  nun  auch  in  Foigeaden  stetA 
geschehen  soll^  immer  aut'  die  Form  . 

nur — my^k 

gebracht  annehmen  kann^wo  jetzt  m  und  »  positive  stanze  Zahlen 
ezcichnrn,  welche  Primzahleu  zu  einander  sind,  und  k  eine  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zalil  ist,  welche  Voraussetzungen  man 
im  Folgenden  stets  vor  Augen  zu  behalten  hat. 

Ist  es  nun  mugiich,  die,  \ull  übersteigende  positive  ganze  Zahl 
i  so  zu  beiitimmeu,  dass  die  DilTerenz  — 1  durch  u  uhue  Rest 
tbeilbar  ist»  so  iat  natürlich  anch  durch  m  ohne  Rest 

tbeilbatt  mid  wir  können  also,  wenn  y  eine  ganse  Zahl  beaeiehnet« 


 ssjr 


n 


•etxen.  Dann  i^t 

und  folglich 
oder 


mßk^k^myy 


m{kmH^)^ny=k^ 

woritus  sich  unmittelbar  ergiebt,  daas  JhmP^^  ein  die  gegebene 
Gleichung 

mjc  —  j»y  =  ^ 
in  ganzen  Zahlen  auflSiender  Werth  von  a:  ist,  und  also 

9 

gesettt  werden  kann. ' 

Hieraus  ergiebt  sich  also,  dass  inver  ein  die  Gleichnng 

mjc  —  my=zJ(s 

in  gaasen  Zahlen  auflösender  Werth  von  jc  gefunden  werden  kann, 
wenn  man  die,  Null  übersteigende  positive  ganze  Zahl  t  so  in  be* 
.    stiainien  im  Stande  ist»  dass  die  biffevtn«  mß^^l  dnreb  m  ohne 
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Reit  tbdibir  ist,  oder  mit  mdem  Worten,  weno  wir  unu  des  Be- 
griifii  und  Zeicheni  der  Congroen  der  Zablen  *)  bedieoen»  dm 

M'  =  l(MO(i.  Ii) 

Ift. 

Eine  der  in  Rede  etehendeu  HcdiDguog  genüffende  positive 
ganze  Zahl  i  kaon  aber  Jimner  leicht  ge^nden  werden.  Denn  aus 
den  durch  Eoler  erweiterten  Permat' sehen  Theerea,  lilr  wel- 
eliet  in  de»  nweittn  Theile  des  Arcbiys.  8.  7.  §.  9.  ein  sehr  ein* 

fbcfaer,  gnnz  elementarer  und  leicht  verständlieher  fieweis  gegeben 

worden  ist,  wissen  wir,  dass,  wenn  m  uud  n,  wie  es  nach  dem 
Obigen  hier  wirklich  der  Fall  ist,  relative  Primzaliiea  sind,  und 
die  Anzahl  aller  Zablen,  welche  mit  i»  relative  Primzahlen  und 
kleiner  als  n  sind,  durch  ^{»)  bezeichnet  wird,  jederzeit  die  Dif- 
ferens 

/wTf«)— 1 

durch  Ii  ohne  Hest  theilbar,  oder  mit  andern  Worten»  dass  immer 

m7(»J  =  l(Mod.  «} 

ist,  eo  'dnei  nleo  inner 

4  = 

und  folglich  nach  dem  Obigen  imoier 

gesetzt  werden  kann.   Wie  ober  f>(n)  in  Jedem  Falle  so  bestinn  ' 
nen  ist,  haben  wir  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  ausführlich 
gezeigt.    Zerlegen  wir  nämlich  n  in  seinp  Primfactoren,  und  set- 
zen, indem       «7,  r,      ....  lauter  von  der  Einheit  verschiedene 
•  absolute  Primzublcu  bezeichnen, 

■o  ist»  wie  in  der  Torigen  Abhandlung  geneigt  worden  ist, 

y(is)=i.(l-i)  (l— i) 

oder 

^{u)=zp«-Hp  -  l)ry-i(r-  1)  .  . . ., 

und  aus  allem  Bisherigen  ergieht  sich  niso  jetzt  die  folgende  ganz 
allgemeine  upd  höchst  elegante  Auflösuug  der  (ileichung 

wo  m  und  li  positive  ganze  Zahlen,  beeeiebnen,  die  Primzahlen  za 
einander  sind,  und  k  eine  positive  oder  negative  ganse  Zahl  iat, 

in  ganzen  Zahlen  r 

Man  zerlege  n  in  seine  Primfactoren,  so  dass,  wenn 
p,  tf^  r,  ,  .  ,  ,  lauter  von  der  Einheit  verschiedene  abso- 
lute Primzahlen  äiud, 

n=p«qWi^  


*)  M«  f.  Archiv.  Tbl.  IL  S.  4.  ^  4. 
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iit,  nnd  »»tat  •  " 

-(1 -  j)  (I  -  ■ )  (1 -7)  (1 -7) . . . . 

oUer 

Dann  erhält  oian  alle  die  Gleichung 

MUT  —  ny=k 

* 

in  £2:atizen  Zahlen  auflösendeD  Wertbe  tod  se^  wenn  man 
io  die  Formel  • 

für  %  von  0  an  aufwärts  alle  positiven  gansen  Zahlen» 

and  voD.O  an  abwärts  alle  negativen  ganzen  Zahlen  ein- 
fährt.    Die  den  ^^inzelnen  gefundenen  Worthcn  von 
entsprechenden  Werthe  ¥on  |f  ergeben  sich  dann  ferner 
leicht  aus  der  Formel 

v=  • 

lat  »  eine  Primaabi,  so  ist  offenbar  und  folglich 

in  welcher  Forinel  man  filr  »  wieder  von  0  an  aufwärts  alle  posi* 
tiTen  ganzen  Zahlen,  nnd  von  0  an  abwärts  alle  negativen  ganzen 
Zahlen  setzen  muss. 

Dies  ist  nach  Cauehy's  Ans^abe  die  von  Libri  uad  Binet, 
indem  sie  das  Fcrmat'schc  Theorem  in  seiner  iirsprünp^- 
lichen  Gestalt**)  in  Anwendung  brachten,  für  den  Füll,  wenn  n 
eine  Priuizahl  ist,  gegebene  Auflösung,  die  Cauchy  hierauf  durch 
Anwendung  des. von  Euler  erweiterten  Fermat'schen  Theo- 
rems an  völliger  Allgemeinheit  erhob. 

Ans  dem  Vorhergehenden  wissen  wir,  duss  es  im  Allgemeiuen 
nur  darauf  ankbmmt^  die  Null  fibersfteigende  positive  ganae  Zahl  i, 
10  an  bestimmen,  dasa 

M'=l(Hod  n) 

Ist,  nnd  die  einfachste  Aufläsung  wird  also  offenbar  der  kleinste 
dieser  Bedingung  genügende  Werth  von  i  gewähren.   Ueber  diesen 

Gegenstand  hat  (fauch y  in  dem  augeführten  Memoire  noch  ver-  * 
schiedene  üntersnchunp^en  rinti-estrüf,  die  sich  aber  weniarer  als  die 
obigen  Betrachtun g^cn  zu  der  Aufnalitne  in  den  l'ilementar- Unter- 
richt eignen  dürften,  weshalb  wir  tiieseiben  für  jetzt  übergehen, 
uns  aber  vorbehalten,  später  auf  diesen  interessanten  Gegenstand 
anräeksnkommen.  .  •  > 

Sehr  erleichtert  wird  uatttriich  die  oben  gegebene  Anfiösunff, 
wenn  man  im  Besitz  einer  bis  zu  einem  möglichst  grossen  Wertlie 
von  n  fsrtgesettten  Tafel  der  Werthe  von  spM»  wodurch  wir  be- 


*)  M.  s.  Archiv.  Tbl.  U.  S.  ä.  - 
TMlllL  14 
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kanntlicli  die  Auzabl  aller  tler  Zahlen,  welche  PrimzahleD  zu  n  und 
kleiner  als  n  sind,  bezeichnet  haben,  ist;  und  die  Berechnun^r  einer 
solcben  Tafel ,  der  wir  gern  im  Archive  einen  Platz  einräumen 
würden,  möchte  daber  woni  anzuratheii  sein. 


xxu. 

BeweU  eiAes  arlliiiiietischeii  Lduraatzes. 

Von 

Herru  Friedrich  ArudI 
Cnidideten  des  hobefB  Sebulants  so  Qkeiftwild. 


Das  Theorem,  welches  den  Gegenstand  dieser  Abhandlung  aus- 
macht, betrilTt  die  bekannte  Eigenschaft  der  BinomialcoefGcienten 
eines  ganzen  Exponenten,  dass  jeder  von  ihnen  eine  ganze 
Zahl  ist. 

Man  pflegt  diesen  Satx  auf  indirecteqi  Wege  za  bewahrheiten, 
indem  man  xeigl^  dass  der  Mte  Binomialeoeffieient  des  ffanzen  Ex« 
ponenten  m  der  Ansabl  der  CombinationeB  ohne  Wieilerbolaiiffeo 

von  n  Elementen  zur  «fiten  Klasse  gleichkommt,  woraus  denn  un- 
mhtelhar  folpft,  dass  der  in  Rede  stehende  Uinumialcoefficieot  eine 
ganze  Zahl  Jst,  indem  nur  diese  eine  Anzahl  anzngeben  im 
Stande  ist.  . 

Wenn  nun  gleich  gegen  die  Elcfatigkeit  dieses  Verfahrens 
nichts  einzuwenden  iet>  so  gewährt  doeh  oasselhf  noeh  keineswegs 
eine  deutliche  Einsicht  in  die  Art  und  Weise j  wie  in  der  Brnen« 
form ' 

{i}  —  m  4-1)  jn  —  m  -f-  2)  (7^  —  w  4-  3)  .  .  .     —  1 )  .  n 

die  Factoren  des  .Nenners  sich  gegen  die  Faetoren  des  Zählers 
nnfbehen« 

Zwar  hat  Gioachino  Pessuti  *)  sich  i»emüht,  den  Satz  von 

dieser  Seite  7ti  beleuchten;  allein  da  der  von  ihm  gegebene  Be> 
weis  wcjfeii  ?(  i)is  r  c^rossen  VVeitschweifif^keit  rnclit  die  erforderliche 
Einfachheit  und  Hvidcuz  haben  düifte,  so  «»chien  es  der  Mühe  ^\  ( nli 
Sil  sein,  einen  Beweis  zu  versuchen,  der  den  oben  gemachteo  Au- 
fordemngen  nm  meisten  entsprechend  waroi  heaondem  da  in  nene- 


*)  Nuove  considerazioni  su  di  aicune  singulari  proprieta  de'  codfnciendi 
deila  nota  fonnola  del  binomio  Newtonfsno*  —  Iflemoiie  di  Hstamatics 
della  sodetli  Italians,  Ton.  XI»  p.  4M*  , 
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rcr  Zeit  dieser  Gegenstand  vom  Herro  l^rotessor  Kunze 
wieder  in  AnregUD^  gebracht  ist. 
BetFsditeB  wir  Alto  die  Brncfafom 

1  .  2  .  3  .  .     (»I  —  l)w  ' 

in  w^bcr  «  um4  m  positive  gease  Zahlen  eind  und  m  kleiner  als 

» ist. 

1.    Wenn  ^  einon  luliebigen  Primtactor  des  Nenners  bezeich- 
net, so  kommt  es  zLin  irlist  darauf  an,  die  höchste  Potenz  von 
lu  bestimmen,  durch  welcJie  der  Nenner  ohne  Rest  theilbar  ist. 
Bezeichnen  wir  zu  diesem  Ijciiuic  die  grösste  ganze  Zahl^ 

welche  in  de»  Bruclie  ^  enthalten  ist^  durch  Gi^)f  ist  offen- 
bar  Auzuhi  der  durch      tbeilbaren  Cjilieder,defi  Neuoers, 

'  ^(^)  AüzaLl   der  durch  A^,  ^'(^)  iüe  Anzulil   der  durch 

V.  s.  w.  tkeilbaren  GKeder.  Wenn  aber  m^A^  nod  <:^^+i, 

so  kommen  im  Neoner  kriiic  (Glieder  mehr  vor,  die  durch  A^"^^ 
tbeiibar  siud^  die  Anzahl  hingegen  der  durch        theilhurea  Glieder 

iit  wie  vorher  G(^)* 

Daher  ist  die  Ansahl  der  durck       nicht  aber  dnreli  eine  b$« 

here  Potenz  von  A  theilhureu  Glieder  —  ^C"^)»  Anzahl 

!  der  durch  nicht  aber  durch  eine  höhere  Polens  vcrti  A  theil^ 
'  Urea  GKeder  0{^)  —  ^^)^  u.  s.w.;  endKeh  ist  die  Anxahl  der 
j  durch  A^i  nicht  aber  durch  eine  höhere  Potenz  von  A  theilbaren 
'  Glieder.  CJ^). 

{  Hiaraiu  Mgt«  du*  4er  Nnaer  theiUwr  iat  dnr^  die  einadneB 
■  FMeuen  - 

Qod  da  diese  verschiedenen  Gliedern  des  Neoners  entsprechen,  so 
^       der  Nenne;',  durch  das  Product  dieser  Potenzen,  oder  durch 

1  .e^(3)-+-e^(^)-#-..-H-e^^) 


A 

ohne  Rest  th eil  bar.  Zugleich  erhellet  aber  auch  aus  dem  Beweise^ 
dsM  keine  höhere  Potenz  von  A  in  dem  Nenner  aufp^ejit. 

2.  Nun  erliellot.  d;?«!«,  indetn  A^'  eine  heliehiae  Polenz  von  A 
iit,  welche  in  dem  IMeuuer  vorkommt^  die  kleinsten  Beste  der  Zahlen 

ndi  A^  alle  verschieden  aiadi  denn  wären  die  den  Zahlen 


*)  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  Tbeil  II.  S.  i29. 

14* 
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j»^M«|-9>,  #»<r-Ml+^  entsprechendeo  Reste  eioaDder  gletck.  so 
wäre  «lic  l^ifferonz  dieser  ZuMeii  (y  —  ip)  dvrck  theilbar, 
weiches  uiclit  ninuruh  ist,  tla  beide  Zahlen  9>,  kleiner  als  .i^ 
sind,  oder  weui^äleiiü  nur  eine  derselben  der  Potenz  gleich 
■ein  ktiuu.  ludern  duu  alle  iu  Hede  steUeuden  Reste  ungleich  sind 
nml*  ihre  Anzahl  jt*  ist,  so  mnss  einer  «Dter  ibnen  TeraebwiDdeDs 
vnd  dieser  vefscliwindende  Rest  oder  das  denselben  entsprecbende 
dnrcfa       tbeiibare  Glied  wird  durch  die  Congraenx  bestimiat 

IS  —  «i-f*9  =  ()  (mod.  ^*). 

Wenn  wir  übrigeuä  den  Rest  von  u — m  durch        mit  q  bexeich- 
neu,  so  ist  ^^A^ — f. 

In  dem  Intervall  u  —  +  1  bis  n — m-^A^  giebt  es  dcmeaeb 
nur  ein  einziges  Glied,  welches  durch  A'^  theilbar  ist;  ganz  ebenso 
giebt  CS  in  dem  Intervall  n  —  m-\-A^-\-\  bis  Ji  —  +  in 
dem  Intervnll  h  —  iw -|- 2-^^* -f- 1  bis  n  —  #w-f-3.i*  ii.  s.  w.  nur 
ein  einziiif  s  durch  tlieilbares  (»lied.  Man  knnn  ilirse  Schlüsse 
bis  zu  dem  Intervall  von — m-{-(0  —  bis/*  —  m-\-Q.A^ 

fortsetxeo,  ioden  0  so  bestimiat  wird,  dass  «  —  es 0 •  ^ 

oder  0=G{-^)  ist.   Dies  vorausgesetzt,  giebt  es  min- 
defitena*)^  oder  G(-2j;)  durch  A^  tbeiibare  Glieder  dea  Zählers. 
Insbesondere  enthält  d^r  Zähler  mindestens  durch  A, 

mindestens  ^X*^)  durch  A"^,  uiiudesteus  ^i"^}  durch  A*  u.s.  w« 

mindestens  €fi-^]  durch  A^  theÜbare  Glieder,   Qieraus  leitet  man 

leicht  d&f  dass  der  Zähler  durch  die  Potenz        -       *  ' 

von  A  jederzeit  ohne  Rest  theilbar  ist. 

3.  /erleg;t  man  nun  den  Nenner  unserer  Bruchform  in  lauter 
ungleiche  Factoreu,  von  denen  jeder  eine  Potenz  eines  Primfactors 
ist,  SU  fi^ebt  nach  2.  jede  soicber  i'otenzeu  ' in  dem  Zähler  auf,  wes- 
halb, da  alle  Factoren  relative  Primzahlen  sind,  auch  das  Product 
der  lelitem  <l.  h.  der  Nenner  selbst  in  dem  Zähler  aufgehen  wird, 
w«  s.  b.  w. 

Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  ^ndticb  noch  "seigen ,  wie  sich 
der  von  Gauss  in  den  Disquis.  Arithmet.  pag.  o4~36  aufge- 
stellte Satz,  dessen  Beweis  Gnuss  auf  die  Lehre  von  den  Permuta- 
tiuucu  stützt,  mittelst  unseres  obigen  Lehrsatzes  sehr  leicht  diir- 
thun  lässt  ^      ,     .  ' 

Der  gedachte  Satn  heisst  so; 

Wenn  p  eine^Primnahl  ist  und  man  p  Elemente  hat, 
die  nicht  alle  unter  einander  gleich  sind,  so  ist  die 
Zahl  der  Permntationen  dieser  Elemente  stete  durch 

p  theilbar. 

Wenn  nämlich  unter  den  Kiementen  zuerst  a  gleich  sind,  dann 
If  gleich,  dann  c  gleich  u.  s.  w.  (wo  a,  ^,  c,  . «  .  auch  die  Einheit 
n  können),  so  dass  ^sirHh^Hh^+      •>  so  is^  die 

% 

\ 
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Zmhl  Aer  PemaCftUonett  der  p  BleMota»  wi«  beluMiiit»  der*Bnich* 
fem  gieicb  •  ,  * 

    I  ■ 

•  •  •  •  • 

Wir  kSnneD  diese  Bmcbform»  die  wir  P  nemieD  wollen»  so,. in 
Factoren  abtlieüen: 

1.2.1...«^         1727777*  ^         1  c  ^^-» 

utiil  es  ist  also  mit  Einführung  des  Zeichens  der  Bioomialcoefld- 
eieuten  • 

p=^Bn .  •^ih .  ****^irc .  .  .  ., 

woraus  fulgt,  liasä  7'  eine  sranze  ZuUi  ist»  du  jeder  dieser  Bino« 
miulcoffficienten  eine  ganze  Zahl  ist« 

Du  üuu 

ist,  so  tet 

P 

eine  ganze  Zaiil;  aiier  p  seht  in  dem  in  P  nraltiplicirten  Factor 
Dicht  anf|  also  muss  p  in  P  aafgehea. 

*)  Es  kann  nlmlieh  in  dem  Falle,  wenn  n^m-^^B  *A^'<n  ist,  wie 

leicht  erhellet,  durch  Ab  theilbare  Glieder  des  Zählers  ge- 

ben, l&t  z,B.i»l»17»  nsssAH,  der  Zähler  also  32. 33.34. 35...46. 47.48, 
so  gi^bt  es  lur  A^t  und  ^=1  fuol  (€^y)a5)  Tollst&ndiga  In- 

terralle,  in  deren  federn  sich  ein  dareb  3*tbeilbarer  Factor  findet»  und 
aassfrdem  zuletzt  noch  Aas  uiiTolUtändige  Interrall  47,  48,  in  wel- 
chem noch  ^^^>n  durch  3  tbeilbores  Glied  ist« 


i 


XXIII. 

Eine  Formel  für  die  dreiseitige  Pyramide. 

Von 

r 

Herrn  R.  Hoppe 
Candidaten  des  höhem  Scbulamts  so  Greifiwald« 


Unter  andern  Rriationen  nwiscben  den  Stücken  eines  beliebigen 
Tttitederi,  die  icb  gefunden  habe,  scheint  mir  «Ine  Formel  für  den 
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lolialt  nicltt  scduz  ohne  Interesse  zu  seio,  di«Mi  dtther  liierj  als  Uei« 
trag  zu  den  CntersvebuogeD  in  diesem  Gebiete»  kurz  entwickeln  wUL 
Bs  bezeicbpe  T  den  Inbatt  eine«  beliebigen  Tetraeders,  «r, 

ä,  e,  /  die  sechs. Kanten  desselben,  und  zwar  mögen  a  und/, 
if  und  ^  und  d  einender  fre^enüber  liegen.  Die  ^n  diesen  Kau- 
ten gebildeten  Neigungfswinkcl  der  Seiten  seien  respective  a,  ä,  /, 

i,  die  vier  Seiteuflächen  /,  C,  uthI  iaxwt  sei  A  von 
b,  /*,  ß  von  a»  <;»  C  von  ^,  ^  uud  JJ  von  /  be- 
grenzt. 

Denkt  umo  sieb  auf  JJ  ein  Höheuper|iendikei  //  getal{t,  i&t 

Ist  -ferner  A  das  Hobenperpendikel  des  Dreiecks  C,  dessen 
Grundlinie  ä  Ist,  so  ist  nacb  bekannten  stereometrischen  Sätzen 

H=>h  sin  9. 

Ausserdem  hat  man  uoch  die  Gleiciiung 

Eliminirt  man  zwiseben  diesen  3  Gleichungen  B-  und  ky  so  erhält 
mi|n  leicht 

 2CD  lin  J 

und  durch  Vertauscbuog  der  entsprecbeaden  Stücke  ergeben  sieb 
die  Gleichungen 

^=1^,  A  sin  ß\  a  —  '^.  B  sin  a\  sin  dl 

Drückt  man  das  Dreieck  C  durch  seine  3  Seiten  6y  d  aus, 
so  ist  .         '  . 

1 

Setzt  mau  für      «r,  d  ihre  Werthe,  so  kommt 

C»=j^^       sin  i^-i-^  sin  a+Z^  sin  J) 

X  (-^  sin  +  ^  stn  ee  —  H  sin  <f) 
X  (-4  sin  — /?  sin  a-i-2>  sin  d) 
X(— ^  sin  ^-^B  sin  tt  +  i»  sin  J). 

Betrachtet  man  nun  6*  als  die  Summe  der  Projectionen  von  B-. 
JJ  aut  C,  so  erbäit  man  unmittelbar 

C=zA  cos  ß-^B  cos  a  +  /l  cos  ^/ 

oder 

A  tos  fi-^B  cos  « 
COS  a 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  //  in  die  obige  Gleicbuug,  so 
erhält  man  i 


Digitized  by  Google 


(3J)*  =  ^^^  M(8iD  ß  cos  <r  — cos     siu  cT) 

+  i?(8in  a  cos  — eos  a  sin  d)+  C^sin  d\ 
X  M(sui     cos  J+  cos  siu 

+  B{nn  a  cos  +eoB  o  sin  d)  —  C  sia  d) 
X  (^(siii  ß      S-r^^'^  ß  BiD  J) 

— -^(sin  a  cos  J      cos  a  sia  C  siu  J( 

X| — ^(sin     cos  J-hcos  ß  siu  (?) 

•-f-^(siii  a  cos  i^-^eos  «  sui  «i)^-  C  un  i\f 
was  sich  aaeli  auf  folgende  Art  aosdricken  lässt: 

(9T)^  =  -SL.      sia  {ß-9)^B  sia  (a^<f)H-Csib  d) 

»0  {ß+i)^B  sin  (a-Hd)—  C  sin  d) 
XM  sin        d)         sin  (a4-d)+ C  sin  J) 

X(— ^  sia  (/9-f.(r)-f- /?  8iu  («  —  J) -4-  6'  üin  J). 

Diess  ist  die  brabsichtigte  FortDcl,  welche  den  Inhalt  d^^^  Tetrae- 
ders durch  3  Seiten  und  die  3  von  einer  derselben  mit  den  übrigen  * 
gebildeten  Neiguogswiokei  uusdrückt. 


XXIV. 

M  i  s  c  e  1 1  e  ü. 


Societc  philomatique  de  Paris. 

Sesnco  da  20  ao4t  IMS. 

M.  Ivan  Simonoff,  professeur  d'astronomic  k  l^llDiversit^  de 
Kasan,  presente  a  la  Soci^t^  un  uouycl  instrument  qu'il  a  imagio^ 
daQs  le  but  d'observer  la  d^clinaisou  de  i'aiguille  aimant^e  a  Taide 
4l  Sextant. 

*  IJae  aiguille  aiaiantde,  de  forme  ^rismatique  rectangulaire,  ^o« 
dsoatslement  svspendue,  porte  un  petit  miroir  ^  soa  eztr^miftd  diri- 
|ct  ?ers  le  sud,  et  un  contrepoids  a  son  extremit^  opposde.  En 
^IfliqnaDt  cette  aiguille  a  un  niveau  a  siphon  rempli  de  mercnrei 
OD  peut  Yoir  st  eile  est  bonzontale  ou  dod  ,  et  fiure  disparaitre  la 
K^te  iaclinaison»  en  ddplaeant  le  eentre  de  gravitd  ou  le  polds* 
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Od  net  le  inirotr  dttos  la  position  perpeodicalaire  ,a  la  directioo  de 
Taxe  uiagD^tique  de  Paiguillc,  de  la  m^me  mtiuicre  qu'un  \e  (n\t 
dnns  Ic  mago^tometre  unililaire  de  M.  Gauss,  car  jusqu'a  [irt.scnt 
cet  iuüiruineDt  u^eo  differe  pas.  Avant  fait  res  correcüuos  preuia- 
Mes,  OD  obscrve  daos  le  mtrolr  rimoge  r^^cbie  du  soleil ; '  bms, 
eoiBiMe  Tuiguille  oe  reste  presque  jaseU  en  repos,  on  le  fait  des« 
ceiidre  et  sc  poser  sur  la  plaoche  iofi^rieurc  de  riDstrumeot.  Alora 
l^tiguille  devieot  stalilc;  uiuis,  pour  voir  si  ctlc  nc  s'est  pas  d^pla- 
0!M>  du  meridicii  magn^tique^  on  ptacB  devant  le  miroir  udo  oclielle 
uvec  uuc  luiicttc  de  sextaut  nii  dcsäus.  Daos  cettc  lunette  oii  vuit 
les  divisioDs  de  T^chelle  rtHlicliics  par  le  miroir;  oa  les  observe 
d'abord  quand  Paiguille  est  suspendue,  et  ensuite  quand  eile  est 
pos^e  sur  la  plancae  inftrieore  de  riostrameDt  La  diiKreoee  ;dee 
parties  d^  la  divisiou  et  lu  distunce  du  miroir  ^tant  coouoes,  on 
peot  calculer  Tangle  de  la  deviation  de  Taigaille  du  m^idiea  aiag- 
uetique;  c'est  la  oorrectioQ  de  la  d^clioaison  obtenue  an  mojren  de 
cet  iiistrumeot. 

Enßu  Ton  inesure,  au  üioyeii  d'uu  sextaot,  la  diätuucc  an^ulairc 
du  soleil  ä  soa  image  r^lleclüe  duns  le  miroir  vertical  de  Tai^uille. 

.  Soit  ä  la  distance  mesor^o  an  sextant  entre  le  veleil  vn  directe- 
meot  et  son  ima^e  r^flecbie  dans  le  mirnir,  x  la  distance  du  soleil 
au  a^nUb,  a  Fazimuth  du  soleil  et  a  celui  du  m^^ridien  maga^tique. 
Ou  a  uu  triaogle  splierique  daiis  1(m;u(>I  uii  cutr  est  egal  ä  uii  autre 
cM6  ^gal  a  90",  et  le  troisiemc  cöte  egal  a  90**  —      cß  qui  donne 

Sin  -iL^jt 

siu  sia  *  cos  (a  —  a),  d'ou  cos  (a  —  «)  =   .  . 

II  est  clair  que,  d  4liänt  doood  par  les  observatioas,  et  x  ainsi 
qua  ar  par  le  calcnl,,  en  en  d^duira  la  yaleur'de  a  par  cette  for- 
male. 

LVrreur  Je  la  posifiou  perpendiculaire  du  miroir.  par  rapfiorf. 
2t  Faxe  maguetique  <ic'  Taiguille,  et  l'iocertitude  dans  ia  directioti 
borizoDtale  de  cet  axe  peuvent  Stre  determinees,  la  premiere  par  le 
retouroemeot  de  raignille  autour  de-  son  axe  g^om^rique  et  la  sei 
conde  par  les  obiervatlons  fakes  avant  et  apres  le  passage  du'Soleil 
par  le  meridien  magn^iiqun. 

On  pcut  varier  de  ptusieurs  manieres  le  niodc  de  ccs  obser-' 
vations  «u  moycu  du  sextant.  Par  exemple,  od  peut  obscrver  les 
distances  Egales  du  soleil  a  son  image  refl^cliie  par  le  miroir  de 
Faiguille^  ces  distances  correspoudautes  douoeruuL  1  uugle  hu- 
faire  du  point  dMoterseetiea  du  M^idien  magn^ique  avec  rborizoo, 
81  Ton  conoait^  le  tenips  du  passage  du  soleil  pftr  le  n^ridieo. 
L'on  peut  aussi  mesurer  la  plus  grande  distance  du  soleil  a  sou 
imac:e  rf^Hecbie,  et  si  l'on  ajoiite  a"l>0"  —  {f/  la  distance  du  soleil 
au  p(ilc  du  monde,  on  aura  la  distance  de  ce  pole  au  point  trinter- 
section  du  meridien  mago^tique  avec  l*liorizou.  I>ans  cctle  dei  uierc 
mdtbode  Tou  peut  deduire  la  d^clinaisou  nia^netique  du  triangle 
trae^  snr  la  voAte  clleste,  eotre  le  pdle  du  monde,  le.z^oitb  et  Ic 
point  d^intcrsection  du  midien  magn^tique  ar^e  Pbori^on,  säns 
avoir  besoin  de  cbronometre.  A  ce  deroter  mode  Pen  peut  eucorc 
appliqner  la  motliodc  des  Iinuteurs  circummeridieoneft«  tlOOt  on  fhit 
usagc  poiir  determiner  la  latitude  geograpliique. 

I  ufiü  i  on  peut  mesurer  la  distance  angulaiie  du  soleil  a  sou 
image  reÜ^bie,  d'abord  dans  ie  miroir  vertical,  et  eosuite  dans 
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l'lmrizou  uiliüciei.  La  iiioitie  de  ccttc  dcruiere  distauco  vat  i^i^ale 
a  la  distance  du  soleil  au  pole  du  uieridien  iiiaguetic|ue,  et  »i  i'on 
d^signe  par^  tf  la  distanee  enüei^  da  «oUU  a  laa  mag«  doubk* 
■lent  vdflechie^  on  aura  « 

.  f/        ■h«     cos  mit 
(L  lu^aiut.  No.  454«  8  Sept.  1842.).         •  . 


Herr  JameR  Bootli,  Profrssor  ot  "\I  n  t  h  e  m  a  t  i  c  s  in  Hri- 
stol  Collejg^e  huL  iu  dem  Luudon^  Ediuburgii  aud  Dublin 
Philosoohical  Magatiae  and  Journal  of  Scienee.  Jane 
1842.  p.  473  einen  Satz  von  den  Fl&chen  des  zweiten  Grades  be- 
wiesen, welcher  als  eine  Erweiterung  eines  schon  früher  bekaan« 
teil  Sat/ps  von  der  Ku^el  (M.  s.  z.  K.  Eleinens  de  Geometrie  par 
I >('Lreiidrc.  Onziemn  t'tlifion.  Livre  Vlll.  I*r()fi.  XVIII.)  betrachtet 
werden  kann.  \\ dl  uns  der  Satz  jrdeufallö  beinerkeuswertb  und 
weniger  bekannt  zu  sein  sclieiot,  so  tbeileu  wir  liier  den  l'oigendeu 
Auszug  aus  dem  Aufsätze  des  Herrn  James  Bog th  nit« 

Kine  Pl&ebe  des  zweiten  Grades  denken  wir  uns  von  zwei  pa« 
railelen  Bbeoen  durehscbuitten ,  und  wollen  das  Volumen  des^  voa 
diesen  beiden  Ebenen  und  der  Fläche  des  aweiten  Grades  einge« 
schlossenen  Körpers  zu  bestimmen  suchen. 

Die  drei  Halbaxen  der  Fläche  des  zweiten  Grades  seien  6, 
die  Halbaxen  des  den  beiden  iu  Hede  stehenden  uuralielen  Ebe- 
nen dttreh  den  Mittelpunkt  der  Fläche  des  zweiten  Grades  parsllel 

Selblirteo  SchoUis  seien  m^^  ff,  und  «ei  .  der  halbe  conjugirte 
'urcfaroesser  dieses  Schnitts;  das  von  dem  Mittelpunkte  der  Fläclie 
auf  die  dem  letztern  Schnitte  parallele  berührende  Ebene  drr  Flüche 
irefallte  l'erpeniJikel  sei  Die  Halb.ixen  eines  beliebigen  den  bei- 
den parallelen  Khcnen ,  <!urch  welche  der  Kurper,  dessen  Volunten 
F  bestimmt  werden  suil,  bekränzt  wird,  ^laiaüelen  Schuitts  seien 
«,  und  m  und  tv  seien  die  zwischen  diesem  Schnitte  und  dem 
Mitteipnakre  der  PlScbe  liegenden  Tbeile  von  c'  und  p\  die  den 
beiden  ü  ogebenen^^den  Körper  V  begritnscnden  Ebenen  entsprechen- 
den Werthc  von  «i  und  w  seien  respective  f^,  ^'  nad  tc^y  tef* 
Dies  vorausgesetzt  ist  nun  offenbar 

also,  wenn,  mon  statt  der  Variablen  w  die  Variable  u  einfuhrt, 

In  dem  durch  a'  und  c  gelegten  Schnitte  der  Fläche  ist 


a 


und  eben  so  ist  in  dem  durch  ff  und  gelefften  Schnitte  der 
Fläche 
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A(M  diüseo  beideu  Vrupurtiouen  folgt 


Weil  ferner  offenbar 

9 

also 


ist,  äü  iät 


dw   p 


und  nacb  dem  Obigen  ist  folglicb 

V 

Nacb  einer  bekaouteu  Ij^igenschaft  der  f  tächeu  des  zweiten  Grades 
ist  aber 

folglicb  nach  dem  Vorbergebenden 

'  ■ 

Integrirt  mao  quo.,  zwitcbeii  den  gegebeaeu  Gitaaeo,  so  erbält 
man  * 

4  ■ 

oder,  wie  luau  leicbt  findet, 

also,  wenn  aian  ianerhalb  der  PareatlieBea  H- iv'^  addirt  aad 
tabtrabirt>  .  ' 

Sind  jetzt  a\  ß*  und  a",  die  Halbaxen  der  den  Körper,  desseo 
Volamen  V  gesueht  wird,  begpftnseadeo  parallelen  Schnitte;  m  iit 


der  Ebenen 

von  einander  bat  nanlUe  Proportion 


und  für  die  Entfernun^^  der  Ebenen  der  beideu  parallelen  ScbnittQ 
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«"  —  Ii'  :  <  =  c:'  5  />, 


weicher 


dt 
P 


folgt.  Führt  man  nun  diese  Ausdrücke  von  d^—u"^,  r^» — i/'«, 
io  den  «higen- Aufdruck  von  Fein,  so  erhält  uiau 

Hrzficbuea  wir  jetzt  durch  A  uod  B  die  Flächeuräume  der  den 
Kur|)tT,  dessen  \oIunien  V  ist,  Iii^^üjizenden  paraüelen  Schniffe, 
uod  durch  S  den  cubischeu  inhaii  der  mit  dem  l>urchiM)s»er.  t  be* 
ficliriebenen  Kugel;  so  ist 

Bad  folglieb  nach  den  Obigen 

Dies  giebt  den  folrrcnden  Satz: 

Das  Volumen  eines  jeden  vou  zwei  paral  I el e n  S c Ii n  it- 
tcD  einer  Flache  des  zweiten  Grades  als  Gruudtiacheu 
und  dieser  Fläche  des  zweiten  Grades  als  Seitenfläche 
eiogescblosBenen  Körpers  ist  gleich  der  mit  seiner 
Höhe  nnltipiicirten  halben  Summe  seiner  beiden  Grund> 

tlächen,  plus  dem  mit         muUiplicirteu  Volumen  der 

ait  seiner  Qöh«  als  Durchmesser  beschriebenen  KageL 
Für  die  Kugel  iBi  a^iß=c=p^  also 

worin  der  oben  erwähnte,  iu  dcu  l^lemeuts  de  («eouictrie  par 
Legendre.  Onzieme  ^diticn.  Lfvre.  VIII.  Prop.  XVIlf.  be- 
wiesene Satz  von  der  Kugel  enthalten  Ist. 

Für  ein  Hyperboloid  mit  einem  Fache  muss  man  für  c 

rapective  J,  iV^—  1,  c  aetsen»  nnd  erhält  hierdarch 

4mi  Obigen  leicht 


aus 


abc 


S. 


Für  ein  Hyperboloid  mit  zwei  Fächern  erhält  Herr  Uuoth,  indem 

er  fnr  ft,  h,  r,  p  respective  lar,  cV — 1,  pV^^  1  setzt»  denselben 
Ausdruck  von  V  wie  vorher. 

Für  das  elliptische  Paraboloid  findet  Herr  Bootb  V==^fi  4-^/1). 

Es  sclieint  uns  dieser  Gegenstand  eine  uusfübrlicbere ,  recht 
strenge  und  deutliche,  uiehr  iu's  Einzelne  gebende  und  alle  yer* 
icfaieilenen  Arten  der  Flächen  des  sweiten 'Grades  gehörig  berii«k- 
nchtiffende  Behandlong  wohl  su  Tcrdienen,  aber  anch  noch  na 
Miinen.  _ 

Q. 
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Physikalisehe  BeinerkmigeiiL 

Von  de«  Uerro  Profetior  und  Director  F.  Strcbike  tn 

DaDxlg« 

(Dittc  Bemerkungen  aind  Ton  den  Herrn  Verfasser  in  dem  PrDgnmm  der 

Petrischule  zu  Dauzig  von  Michaelis  1H42  luitgetheilc  worden«  Idi 

lasse  tlipsplhpn  liier  wieder  abdrucken,  weil  icl?  die  rrberzpü^ung  hege, 
«lass  nie  iiLsbcsondere  Lehrern,  denen  kein  sehr  volUiäudiger  physikali- 
scher Apparat  zu  Gebote  steht,  gewiss  sehr  angenehm  sein  werden, 
und  weil  dieselben  «acb  einem  Zwocke  dei  Archivs,  der  in  der  Ankün- 
digung desselben  von  mir  weiter  besprochen  wprd^  ist,  auf  rine  aus- 
gezeii'hiiore  Weise  enrspreclien.  Mochten  sich  arieh  andere  Lehrer 
der  Pli>Mk  zu  recht  vielen  dergleichen  sehr  iiüuiichen  ßemerkuagen, 
Tennlasst  linden!  6.) 

1.  Wenn  man  durch   eine  einfache  Glaslinse  einen  wrissen 
•  Kreis  {lusieht,  su  erscheint  derselbe  iu  einer  gewissen  Entfern uns^ 

mit  viuletieoi,  iu  einer  andern  mit  gelbrothem  Farheusaumc,  man 
■oll  die'  Bcdinguugeu,  uuter  denen  dies  gescliiebt,  angeben  *). 

2.  Mun  scheint  häufig  ^enug  zu  vergessen,  dass  ein  SammeK 
glas  oder  ein  Holilspiegel  mit  dem  Ange  irerbund«$D  schon  ein  Fern- 
rohr giebt. 

3.  Von  dem  bekennten  Bosoltscben  Parbenkreiiel  kann  ninn 

eine  mehrfache  nützliche  Anwendung  machen.  —  ^^f 
den  rotirenden  Kreisel  eine  Kreisscheibe  mit  gleich  weit  von  ein- 

ander  ahsfehotKlpn  Löclicrn,  so  wird  ein  Luffstrnin,  den  man  durch 
das  abgf  ^^clinitletie  Ende  eines  Federkiels  durrli  HIasen  mit  dem 
Munde  hervorbringt,  einen  Ton  erzeugen,  von  dem  man  soc^leich 
die  Dächbt  höhere  Oktave  hört,  wenn  muu  denselben  Luitätrom 
dnrcb  eine  doppeU  so  grosse  Anzabl  von  Lochern  auf  derselben 
Scheibe  geben  Iftsst.  bo  dient  der  Bnsoltscbe  Kreisel  als  eine 
Unvollkommene  Sirene«  —  Um  zu  zeigen ,  duss  bei  rotirenden 
kreisfdrniig  gebogenen  elastischen  Streifen  die  Kreisform  durch  die 
CentrifiiS'alkrat't  in  eine  elliptische  verwandelt  werde,  verbindet 
mau  2  parallele  Ringe  aus  Notenpapier  mit  4  oder  ()  kreisförmig 
gebog^eocD  Meridiaust reifen  von  demselben  Papier.  Legt  man  diese 
Vorrichtukig  so  auf  die  Axe  des  Kreisels,  dass  die  beiden  Ringe 
in  der  Axe  liegen,  so  wird  'der  obere  Ring  herabgehen  und  das 
Oaiize  dem  Au^e  ein  Blltpsoid  zeigen,  dessen  Abplattung  nm  so 
geringer  wird,  je  langsamer  sich  allmählich  der  Kreisel  bewegt.  — 
L'm  die  Dauer  des  Licbteindrnrks  einer  grössern  Menge  von  Schü- 
lern recht  augenfällig  zu  machen,  schreibt  man  auf  Eine  Seite 


Bei  den  fölgenden  Mittbeilungen  ans  der  Experlmentsl -Physik  habe  ich 
doFcbaus  nicht  die  Hesitzer  kostbarer  physikalischer  Apparate  im  Auge, 

sondern  T.elirf'r  an  Hurgerschulen,  die  wie  die  unsrige  nur  über  eine 
geringe  Anzahl  möglichst  zweckmässig  anzuwendender  Hiilfsmittel.  zu 
gebieten  haben. 

•  Str. 
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eiii«s  Heclitecks  von  weisser  Pappe  etwa  dir  Worte:  Dauer  des** 
uuf  die  andere  8eite:  ,,Licliteindrucks'',  und  bctVstiü^t  dieses  Reciit 
eck  mit  etwas  Wachs  uul  der  iiuchsteu  Stelle  des  kreiseis,  so  da^a 
4ie  RototioBs-Axe  de«  Kreiieli  mit  der  die  Mitten  der  liorlxoDt»* 
len  Seiten  des  Reclitecks  verbindenden  Geraden  soMHMiifallt; 
dann  wird  Jeder  an  seiner  Stelle  die  3  Worte  frleichzeitig  leaen 
können,  so  lan^c  der  Kreisel  rotirt.  —  Von  dieser  Dauer  de» 
I^icbteindrucks  kaon  man  auch  Gehrauch  inachen,  um  die  Kotations- 
körper,  «len  senkrechten  Kee^el,  den  Cylinder,  die  Kiigfel,  das  EMip- 
suid,  das  Uyperbulüid  und  du:i  Paraholoid  durch  Rulutiuu  der  eot- 
aprechenden  ebenen  Curven,  die  man  tanber  geaeiebnet  aas  feiner 
Pappe  auMcbneidet,  an  aeigen.  Retirt  der  Kreisel  mit  mehrern 
farnigen  Flügeln  heiastet  im  Sonneosebeio»  so  erscheint  der  Schat* 
tcn  von  der  Axe  des  Kreisels  in  den  verschiedenen  komplemeufä- 
ren  Farben^  ah»  crrün  in  der  Rotations. Eiicue  des  rotbea  Flügels, 
violett  in  der  Ebene  des  gelben  Flügels  u.  s.  w. 

.4.  Der  Gegensatz  der  beiden  Rlektricitäten  tritt  auf  eine 
eigenthümlicbe  Weise  in  folgenden  Versneben  mit  %  Stanniol- 
Scneibcben  von  etwa  5  Linien  Dnrcbmesser,  die  an  Coconfilden 
l&ngeo,  hervor.   Um  die  Scheihcheo  einander  zn  näbern  oder  sie 

von  einander  zu  eotfernen,  befestigt  man  dieselben  mit  etwas 
Wachs  auf  den  Spitzen  einos  Zirkels  dessen  einer  Schenkel  an 
einem  horizontalen  Gegenstände  mit  lÜtuUudeu  befestigt  wird,  und 
dessen  zweiter  Schenke)  sich  iu  derselben  horizontalen  Ebene  be- 
wegen lässt.    Elektrisirt  man  die  beiden  ^Stanniolblättchen  mit 

ßletcbartiger  Blektricität,  so  divergtren  die  Coceofäden,  aber  die 
Uttehen  keliren  ibre  breiten  Pläcben  einander  zn;  werden  sie  da» 
gegen  mit  entgegengesetzten  Elektricitäten  geladen,  so  konvergi« 
ren  die  Fäden,  aber  die  Scheihchen  stellen  sich  so,  duss  die  Fheoe 
des  einen  in  der  Vcriäng^ei  ung  des  andern  liegt.  Diese  letzte  Stel- 
lung  tritt  auch  ein,  wenn  das  eine  Scheibchen  nicht  elektrisirt  ist^ 
wegen  des  Gesetzes  der  Vertheil ung. 

5.  Um  zu  zeigen,  dass  die  erhitzte  atmosphärische  Luft  ein 
guter  Leiter  der  Klektricität  ist_,  entlade  man  eine  I..eidner  Plascbe 

,  dass  der  eine  Knopf  des  Ausladers,  eine  Lichtflatnme  und  der 
Knopf  der  Leidner  Flasche  ein  arleicbseitiges  Dreieck  bilden:  dann 

geht  der  elektrische  Funke  nicht  uuf  detu  kürzesten  Wege,  vom 
Knopfe  der  Leidner  Fiatehe  anm  Auslader,  sondern  dareb  die  bei« 
den  andern  Seiten  des  Dreiecks,  vom  Knopfe  der  Leidner  Flasche 
in  die  Flamme  nnd  von  da  snm  Ansiader. 

6.  In  der  l^ehre  von  der  Elektricität  wünschte  icb  beim  Un- 
terrichte von  folgendem  leicht  anzustellenden  Versuche  Faruduj's 
Gebrauch  gemacht.  Wenn  man  durch  %  Platinspitzen,  wosn  % 
Stückeben  des  feinsten  kiaflicben  Platiadnitba  liiareichen,  die  Elek- 
tricitäten des  positiven  und  negativen  ConduktOTs  einer  gewöblichen 
Elektrisirniaschine  über  ein  mit  Jodkaliumlösnug  befeuchtetes  Pa> 
pier  entladet,  so  duss  die  vertikal  gestellten,  ohngefähr  2  Zoll  von 
einander  enttVrnten  Spitzen  das  Papier  unmittelbar  berühren,  so 
zeigt  sich  das  ausgeschiedene  Jod  uu  der  positiven  Spitze,  wie  es 
auch  bei  der  Anwendung  Eines  Platteapaars  einer  Voltaschen  Kelte 
gescbiebt  An  der  uegativen  Spitze  leigt  sieh  kein  bcanaer  Fledu 
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Sobald  aber  beide  Spitzen  um  eine  kleine  EotternoDg  von  dem  Pa* 
piere  ubstebeu,  ao  liuä.s  kleine  elektrische  Funken  von  den  Spitzen  * 
iD  dm  befeaebteten  Papier  liBmehlagen  mSueB»  nkidaiiB  aeigeo 
Mch  «Dter  beide»  Spitien  branne  Pleeken  Ton  dem  »Bt  beides  Stei- 
len freiwerdenden  Jod,  welches  die  ans  der  ateosphärisebeft  Luft 
dnrcb  den  elektrischen  Funken  gebildete  Salpetenäiure  ans  dem 
Jodkaliuai-  ausgescbiedeii  hat. 

7.  AU  Segnerscben  Wasserkreisel  benuhse  ich  eine  an  eioem 
Fadea  bangende  eben  offeae  Röhre  von^  Messingbleeb  aiit  2  bori» 
saatalen  diinnen  Röbren,  auf  welche  2  kurze  recbtwiiiklicbt  gebo* 
geoe  Röhren  aufgepasst  sind.   Bilden  die  horizontalen  Röhren  mit 

ibrcn  iiur£re|»asßten  Stücken  die  Form  eines  lateinischen  Z,  so  er- 
tolgt  Urehuug,  bilden  sie  die  Form  einer  Klammer,  so  <  rlolgt 
Stillstand.  Für  .denselben  Zweck  dienen  bei  der  £lektricität  2  m 
ihrer  Mitte,  mit  konischen  Vertiefungen  versehene  MeSsingdrähte, 
oder  eine' freie,  auf  ihrem  Hütchen  schwebende  Magnetnadel,  an 
deren  Enden  rechtwinklig  auf  die  Axe  der  Nadel  2  geraillinigte 
Stückchen  Stanniol  anjrt'd rückt  werden.  Lässt  man  den  Z  förmig 
gebogenen  Draht  im  Dunkeln  sich  drehen,  so  gewahrt  mrtn  einige 
bemerk «  nswerthe  Frscheiuuugen.  Da  das  elektrische  Li<  ht  «  in  dis- 
continuiriiclK^s  ist,  eine  Lichtentwickeluiig  mit  Liclit|)uu!)eii ,  so 
zeigt  das  elektrische  Rad  keinen  ununterbrochenen  Kreis,  sondern 
ein  kreisförmiges  Strahlengeflecht,  gebildet  aus  lauter  Strahlen- 
büscheln.  Dreht  man  die  Scheibe  der  Elektrisirmaschine  langsamj^ 
so  treten  nur  einzelne  Strahlen  in  der  Peripherie  des  Rades  her- 
vor, bei  srhtiellerer  Drehung  der  Scheibe  wird  das  GePfcht  immer 
dichter,  über  man  kann  noch  immer  die  eiuzeiuen  StruLlen  uuter^ 
scheiden.  Wird  in  die  Nähe  des  elektrischen  Rades  eine  2(e  elek- 
trische Wirkuu^üsphürej  z.  B.  der  Knopf  einer  geladenen  Leidner 
Flasche  gebracht,  so  fehlt  in  der  Wirkungssphäre  die  Ausströmung, 
folglich  auch  das  Licht,  und  der  Strahlenkreis  ist  an  dieser  Stelle 
nnterbroclien.  Uält  man  den  Draht  der  Leidner  Flasche  ohogefahr 
in  die  Richtnns;  des  Durrlimessers  des  e!ok frischen  Rades,  entweder 
einic^e  Linien  über-  oder  unterhalb  dir  liofafions- Ebene,  so  hat 
der  Lichtkreis  an  zwei  entgegengesetzten  Öteilen  zwei  La^er- 
brechungen  des  Lichtes.  *  ■ 

8.  Wenn  man  eine  sehr  starke  Entwickelung  von  freilich  we- 
niger reinem  Wnsscrstoffgasc  hai»en  will,  so  legt  man  zu  den 
Zinkstücken  kleitio  eiserne  Kugeln  oder  Nägel.  Dann  vermehrt 
die  Coutart  •  Llektiicität  die  Fntwickelung  des  Wasserstoffgases 
auf  eine  ausgezeichnete  Weise. 

<  ,  *  ' 

9.  Besitzer  von  Voltascheu  Säulen  aus  einaelneo  Knpfer-  und 
Zinkplatten  thnn  am  besten,  dieselben  Paarweise' snaammenlölliett  ' 
an  lassen.  Die  Säule  kann  daan  s^hrere'  Standen  hindanh^  mit 
stets  wachsender  Wirkung  benutzt  werden,  wenn  man  sie  oft  um- 
baut und  nur  dafür  sorgt,  dass  die  Salmiak* Auflösung,  die  jedes- 
mal  aus  den  Tucii platten  ausgedrückt  wird,  von  Zeit  zu  Zelt  durch 
Zulegen  von  Salmiak  in  einem  gewissen  Grade  der  Concentration 
erhalten  wird.  Je  stärker  die  Kupfer-  und  Zinkplatten  oxydirt 
werden,  desto  stürker  wirkt  die  SKnIe,  Mm  tet  jdnher  gut,  B. 
die  GlilhTenaidie  bin  nv  einer  der  letaten  AvfiteUaogeB  attfenspa- 
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tfm.  Das  CTnlegen  ^er  Platten  gpa«shiclit  ia  wenig  BÜDaten ,  da  es 
bei  solcben  Teraachea  aieiit  an  bülfreielm  Häadea  fehlt.  Siad  die 
Plattea  nicht ^zasamnienQ^etöthct,  so  kaaa  die  Säule  nar  Bin  Mal 
gebraucht  werden  und  die  Platten  müssen,  che  sie  wieder  in  der 
Säule  thätig  sein  können,  zuvor  gereinigt  werden,  dn  beim  Umle- 
gen das  Biotreten  von  saurer  Auflösung  zwischen  dir*  Platten,  die 
Bich  immer  mit  blanker  Oberfläche  berühren  sollen,  nicht  gut  ver- 
mieden werden  kann* 
» 

10.  Wenn  man  in  verdünnter  Schwefelsäure  kupferne  Schei* 
ben,  etwa  Kupfermünxpn  in  Berübrunc:  mit  Zinkstücken  brin^i.  so 
steigen  die  Wosserstuftbläscben  des  Kupfers  am  Rande  nicht  wrti» 
kal  autwäits,  sondern  auf  einem  gekrümmten  Wege,  als  wenn  eine 
Kraft  vom  Räude  sie  nach  der  Mitte  der  Scheibe  triebe.  Man  be* 
aierlit  diese  firaebeianag  aaeb  bei  der  aaabbängigea  Aaflösnag  dea 
Zinks  in  Terdfiaater  Sdiwefelsäure.  Niaiait  man  aU  ae^atives  Me« 
tall  Platia^aio  ateigeir  die  Bläacben  Tarn  Raade  Tertikal  ia  die 
Höbe.  .  ,  ^ 

11.  Mit  einem  etwas  grössero  Magnete  iu  Huteisenform  kann 
aian  die  darch  Vertbeilaag  im  Eiaea  bervorgebracbte  Aaaiehung 
and  Abstossung  des  gleichartigen  and  ungleichartigen  Magnetisaiaa 

^    auf  eise  recht  augenfällige  Weise  zeigen.   Man  legt  über  «dea  mit 

hpiden  Polen  horizontal  geleerten  Magneten  eine  denselben  ganz 
bedeckende  (ilastafcl  und  an  die  Kriimmungsstelle  parallel  der  durch 
die  beiden  Pole  gezogenen  geraden  Linie  etwa  3  wohl  ah«2redrelile 
Cylinder  vod  weichem  Eisen  von  wenicsteus  1  Liuie  im  üurcbmes« 
aer,  aad  aoleher  Länge,  -daBa  jeder  Oflinder  die  Breite  des  Haf- 
eiaent  überspannt;  dann  gehea  die  eisernen  Cfliader  zn  den  Polea  ^ 
mit  beschleunigter  Bewegbag)  eilea  darnlMr  hinaus,  kehren  zurueit 
und  bleiben,  jedoch  immer  getrennt  von  einander,  in  den  Stellung* 

Sen,  welche  durch  die  gegenseitige  Ahstossitnir  ihrer  ü^lpichfirtigen 
lagnetismen  und  der  ungleichartigen  des  nächsten  Pols  bedingt 
werden.  * 

12.  Zur  Brläutenm^  der  Magneto- Kl ektrici tat  nehme  ich  2 
Drathspiralen  von  Kupter  mit  Seide  umwickelt.  Die  beiden  Enden 
jeder  Drathspirale»  die  gernde  so  gross  ist,  dass  in  jede  ein  Pol 
eines  huleisc  nformig  gekrümmten  Magnetstabes  gesteckt  werden 
kann,  können  in  die  beiden  Quocksilberffcfasse  eines  Galvanometers 
getaucht  werden,  indem  map  die  4  Drabtenden  der  Spiralen  in 
geeigneter  Weise  mit  den  beiden  Qaecksilbergefässen  des.  Galvana- 
metera  iLombinirt,  lässt  sich  zeigen,  dass  zwei  gleiche  und  entffe« 
geagesetzte  elektrische  Ströme  sich  aufheben,  zwei  in  derselben 
Richtung  fliessende  elektrische  Ströme  sich  in  il»rer  Wirkunof  ver- 
doppeln, wobei  immer  dieselben  durch  die  beiden  Magnetpole  er- 
regten Ströme  in  Anwendung  kommen. 

< 

13.  Wenn  man  ein  verkorktes  Glasgefäss,  worin  etwas  Wasser 
.befindlich  ist,  in  der  Mitte  eines  Zimmers  auf  einen  Tisch  stellt, 
ao  bemerltt  man  nach  einiger  Zeit  an  den  den  einselnea  Feastera 
zunächst  gelegenen  Stellen  des  Glases  einen  Niederschlag  des  [ 
Wasserdampfes  in  tropfbarer  Gestalt.  Steht  das  Gefass  in  der 
Nähe  eiaea  Fenaters,  durch  welches  man  die  Aussicht  auf  Gebäude , 
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bat,  zwiscbcn  denen  freier  Himmel  hindnrcliblickt,  ko  bemerkt  man 
In  der  Form  dt'r  liegräuxuug  dea  Niedersclilit^^  eiiitMi  Kititluss  der 
CouiigurutioQ  der  Uäiten  und  dunkeln  Stellen,  welcbc  die  Aussiebt 
des  Fensters  bestinmeD«  Steht  dM  Gfasfirefäss  in  einem  Gtai- 
sebninke}  so  gewnbrt  man  andi  mn  der  dem  Fenster  des  GUt- 
scbrunks  und  dem  näcbsten  Stnbenfenster  sogewandten  Seite  eine 
Verdiehiung  des  Wasserdampfs ,  weil  das  zunäcbst  befindlicbe  Fen- 
ster des  Gbsscbranks  durch  Ausstrahlung  der  Wärme  gegen  daa  e^ 
kältete  Fenster  des  Zimmers  abgekülitt  worden  ist. 

14.  Die  gewöbolicben  Luftpumpen  reichen  bin,  um  selbst  bei 
einer  Temperatur  von  + 15"  R.  das  Wasser  zum^  Gefirieren  zu 
bringen.  Man  stelk*ttber  die  Oeffnnng  des  Tellers  der  Lnft- 
|)umpe  einen  offenen  einige  Zoll  langen  Gms- Cylinder,  legt  dsnof 
ein  Ubrglas,  an  dessen  Kand  3  Wacbskfigelcben  geklebt  werden« 
Ddrauf  wird  etwas  Wasser  in  das  Ubrglas  gegossen  nnd  ein  zwei- 
tes gleich  grosses  Ubrglas  auf  die  Wacbskügelchen  gedrückt,  wo- 
durch man  »eine  Wasserscbicbt  zwischen  den  beiden  Gläsern  erhält 
Giesst  man  nun  etwas  ScbwcfelätbVr '  io  das  obere  Ubr^Lis,  setzt 
schnell  die  Glocke  darüber  und  evacuirt,  so  gefriert  die  Wasser* 
schiebt  in  kurzer  Zeit. 

15.  Dass  im  Inftverdiinnten  Ranme  eine  Licbtflamm««  erlisel^ 
wird  offenbar  dureh  2  Ursachen  hervorgebracht  Schliesst  man  deo 
Zusammenhang  zwischen  der  atmosphärischen  Luft  und  der  Luft 
der  Glocke,  stellt  auf  den  Teller  der  Luftpumpe  eine  kleine  Scijaale 
mit  entzündetem  Alkohol  oder  Schwcfeläther  und  bedeckt  die 
Scbuale  scbnell  mit  der  Glocke,  so  eriisclit  wegeu  mangelodeo 
Oxygcns  die  Flamme  sehr  bald  und  die  Glocke  battet  fest  an  dem 
Teller.  Stellt  man  die  Verbindung  ^wisibeu  der  atmospbäriscben 
Luft  und  lief  Luit  der  Glocke  wieder  her,  so  dringt  die  äussere 
Luft  börbur  ein.  In  den  meisten  Fällen  wird  die  Lichtflamme  schos 
durch  Verbrennung  des  Oiygens  erloschen  sein^  ehe  nocb  dieLiift' 
Verdünnung  dazu  beitragen  kann. 

16.  In  der  Lebre  von  der  Elektricität  ist  es  ebenfalls  niolit 
genau,  Wf^nn  man  sagt,  dass  bri  der  Entladung  verstärkter  l>l('ktri- 
cität  über  asser  die  Kugeln  des  Ausladers  erheblich  vreitei  vnn 
einander  emlt  rnt  sein  können,  als  ohne  dasselbe;  denn  es  koiunit 
offenbar  auf  die  Summe  der  Erhebungen  der  Kugeln  des  Ausladen 
über  die  Wasserfläche  an,  und  diese, Entfernung  wird  man  sismlics 
gleich  jener  finden,  bei  welcher  der  Funke  einer  elektriscbeo  Bit'* 
lerie  ohne  Hinzuziehung  einer  Wasserfläche  von  einer  Kugel  dei 
Ausladers  zur  andern  dberseiilägt. 


I 


XXV. 

Neue  Untersuchungen  über  die  Bestimmung 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  vemiittelBt  vier 

gegebener  Ue4ingungeo. 

Von 

Hcnm  Fr.  Seydewitz 

Oberlehm  «n  Gymmsiuiii  tu  Hejligenilidt. 


Die  „Recbercliea  &ur  In  d^termioatioo  d'une  liyperbole  ^quila* 
«0  «pyttt  de  ^atfe  condltioM  dosttdei^  par  M,  M.  Brian» 
cbon  nt  PoneeUl^^  im  Ilten  Bnode  der  Gerg»DBe*MiMn  Anna- 

les  de  Matb^matlqnes,  pus*.  205 — 220,  folgten  auf  eine  äKoiieke 
Abbandhinp:  im  8tcn  Bande  derselben  Annalen,  iu  welcher  Herr 
Costi-  Hrianchon's  Konstniktiooen  der  Kegelschnitte  auf  den 
besaaüero  Fall  der  Parabel  ungewandt  liutle.  Wälirend  aber  die 
letztere  für  uus  kein  Interesse  weiter  als  das  von  iuroUaren  dar- 
bletel,  welche  dorch  Annahme  einer  nnendlicb  -  entfernten  Taugeota 
anter  fünf  Bediogungs-Elemenleo  sich  nomittelbar  auii  bereits  ge* 
i5sten  allgemeinem  Aufgaben  ableiten  lussco.  entspricht  die  ersiere 
auch  jetzt  poch  einem  wrseutüchen  Bediirfniss  der  Wissenschaft, 
indem  die  nllgemeinerc  Aufgabe,  einen  Kep^elsclmitt  vermittelst 
des  Asymptoten -Winkels,  m  beliebiger  l'uukte  uiiii  4  —  m  beliebi- 

ger  Tanp^enteu  zu  bestimmen,  soviel  ich  weiüs,  noch  nicht  zur  br- 
sdigung  gekommen  iat.  In  dbm  Folgenden  sollen  diese  Onter- 
iQcbungen  fortgesetzt  werden.  Vorher  aber  dürfte  es  angemessen 
erscheinen,  die  in  janer  Abbandlnag  enthaltenen -Aussagen,  deren 
Beweise  eine  recht  passende  Hebung  für  Schüler  sein  werden»  Iiier 
kun  ins  Gedächtniss  snrüelisurafen. 

Lehrsätze. 

a.  In  jedem,  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ein  geschriebenen 
Dreieck  ist  der  Durchschnitt  der  drei  Höhen  ein  Punkt  der  Curve. 

if,  in  jedem,  einer  gleichseitigen  Hyperbel  eingeschriebenen 
leahtwinkligen.DMioek  ist  dia  dar  Hypotennae  entspreehanda  tlilha 
eiäe  Tangeitie  J«n  der  Canre, 

TkdtUL  ,  15  ' 


Digitized  by  LiüOgle 


22G 

Lefft  nan  durch  jeden  der  Mittelpunkte  zweier  Sekmii 
einer  gleichseitigen  Hyperbel ,  oder  auch  durch  jeden  von  swei  be- 
■  liebigen  Punkten ,  oder  durch  einen  der  ersteren  .  und  durch  eioeii 
der  ktztereu  bezüglich  -  eine  Parallele  mit  der  Sehne  oder  mit  der 

harmonischen  Polare  des  anderen  Punkfes,  so  gelit  der  Kreis, 
welrlier  <liese  zwei  Punkte  und  den  Durcbschoitt  der  beideo  Paral» 
leleu  enthält,  durch  den  Mittelpnukt  der  Curvc. 

</,  Ist  von  drei  Punkten  ein  jeder  iu  Bezug  auf  eine  gleicb« 
seitige  Hyperbel  der  harmonische  Pol  der  Geraden,  welche  die 
beiden  anderen  enthält,  so  geht  der  durch  diese  drei  Punkte  be> 
stinmte  Kreb  durch  den  Mittolinwkt  der  Gurte. 

Der  Kreis,  welcher  die  drei  Durchschnitte  der  Diagonalen 
eines  Tollständigen  Vierscits  enthält^  geht  durch  die  Alittelpankte 
der  diesem  Vierseit  eiugesehriebenen  gleichseitigen  llyperbels. 

f.  Der  Kreis,'  welcher  die  drei  Durchschnitte  der  GegenseiteD 
eines  vollständip^en  Viereck«;  enthält,  geht  durch  dm  Mittelpunkt 
der  diesem  Viereck  umschrieljlnen  srieichseitigen  Uyperbel. 

g.  Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hype^beID^  welche 
einerlei  Dreiecke  umschrieben  sind,  liegen  auf  dem  ümfange  des- 

I'eni^eo  Kreises,  welcher  durch  die  Fusspunkte  der  Uöhea  dieses 
>reieeks  geht,  und  der  ungleich  uucb  die  drei  Seiten  und  die  Ab- 
atände  der  Ecken  von  dem  Höhenpunkte  des  Dreieeks  hälfiet 

Aufgaben, 

welche  durch  diese  SStze  gelöst  worden  sind:  - 

Eine  gleichseitige  Hyperbel  su  heschreihen,  von  welcher  Mi 
«)  3  Punkte  und  die  Tangente  in  einem  deraelhen^  ö)  2  Ponktn 
und  die  Tangenten  in  beiden;  e)  3  Punkte,  die  Tangente  in  eine« 
dieser  Punkte  und  irgend  eine  andere  l^ngente;  d)  4  Punkte; 
0)  3  PttnlUe  und  eine  neüehige  Tangente;  f\  4  Tangeuten  IteiBt 

♦ 

#.1. 

Sind  fTaf.  IV.  Fig.  1.)  Sp^  die  Asymptoten  einer  beliebi- 
gen Hyperbel,  und  arr^^  hh^  zwei  beliebige  Tangenten  derselben, 
welche  den  ersteren  beziiiilicli  la  a,  b\  «y,,  ^,  hecrep^nrri .  so  sind 
bekanntlich  die  ücradeu  a/»^  und  a^h  parallel,  und  mau  bat  dem- 
nach, wcuü  noch  durch  den  Durchschnitt  C  von  aa^  und  bb^  die 
Geraden  Cp^  Cq  mit  deu  Asymptoteu  puruUel  gezogen  werden: 

abRi  ap « df»=siS|jp%  und  macht  mau  tp^Bp^  so  ists 

Ba  :  Ma  =  Sp  .  (Sp  -^pa)  :  sp  ,  (sp  — pa)  =  • 
pa.ipö+Sp)  :/»<i.(^^— 4!p)=s 

iSr^  :  a^,  d.  h. 

die  Tier  Punkte  a,  «,  6  und  demnach  auch  die  vier  Slrahleo 
CS^  CSs,  Cfy  CS  sind  harmonisch;  und  da  das  Näuüiche  von  des 
▼ier  Strahlen  CS,  Cp,  Cr,  Cg  gilt,  weil  Cg\^8p  mkA-Spsstpi 
da  ferner  nur  Bestimmung  der  Stiuhleu  Cp  und  Cf  der  Punkt  C 
und  die  hJosse  Richtune  der  AsympMen  hinreichen,  and  du  die 
Luge  iweier  Strahlen  cäf,  C*  yoUlLOaMMu  benüsHil  iitf  wuin  m» 
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mit  jedem  too  zwei  ge^febeaeu  Liaieopaarea  harmonisch  sind»  so 
erhaUen  wir  den 

Satz  1. 

Die  Mittelpunkte  aller  Hyperbeln,  welclic  zwei  g'e- 
gebeoe  Gerade  berühren  uuii  nucU  deoselbeti  zwei  un- 
eiidlieh-«ntf«rnleB  Pnakten  ^eUen,  gehdraa  einea  3y* 
•teme  von  swei  fferaden  Linien  an,  welehe  sowohl  mit 
den  beiden  gegebenen,  als  mit  den,  von  ihrem  Durch» 
-gcliDittp  nach  den  u n e n d! i r fi -entfernten  Punkten  gehen« 
den  Geraden  harmonisch  sind. 

Wir  können  dag  io  Rede  stehende  Sysftni  zweier  Cieraden 
leicht  vermittelst  dea  blossen  Lineals  und  eines  testen  Kreises  cou- 
stmiren.  8ind*  nümlioh  (Tnf.  IV.  Pig.  3.)  die  U'nienpaare  Cb,  Cki 
nn4  Cdf  Ckg  gegeben,  and  ist  eine  beliebige  Oernde  ji  gesogen» 
welche  von  ihnen  in  den  entspreehendeo  Punkten  if,  «r, ;  Oy  ge- 
schnitten wird,  so  verbinde  mun  diese  Punkte  mit  einem  beliebigen 
Punkte  ß  des  Uiilfskrcises  durch  die  Gcradet?       «ar,,  ^,  welche 
ihn  mm  zweitenmal  in  den  entsprechenden  Punkten  «.  ^, 
sehoeiden;  ziehe  sutort  die  Geraden       und  aj/j^^  oder  ö'^  und 
welche  sieh  im  Pnnkte  o»,'imd  die  Geraden       und  oder 
nnd       welehe  sieh  im  Punkte      krenxen;  «ehe  endlich  die  Ge- 
rade €^o/^o)  die  dem  Rraise  in  den  Punkten  Y  nnd  fx  begegnet,  und 
Terbinde  die  letzteren  mit  B  durch  zwei  G(»rade  c  und  c,,  welche  ' 
die  Gerade  A  in  den  gleichnumigen  Punkten  scljripidnn.  Zuletzt 
ziehe  man  die  Geraden  Cc  und  so  sind  dieselben  sowohl  mit 

Cd,  C^i,  als  mit  Clß^  Cb^  harmonisch. 

Denn  nldit  nuin  neeh  die  Geraden  und  a^/,  a^y^  oder 

e^^  nnd  i?«»  ^d»      weaA^  der  Reihe  nneb  fisigende  Doppelrer^ 
bftitnisse  einender  gteieh:, 

be  ^  hyC        sin  .  bc  ^  sin.  Ä»«?          sin  .  b^d^  ^  sin  . 

bcy  '  b^Ci       sm  jbc^  '  sin  .  sin  ,b^c'*  ^  *  «in  . ,  , 

a^y  ^   ßf^Y           sin  .  h\Co  ^  sin  .  b^Cp         sin  .  b^c  ^   sin  .  bc 

^oYi    ßoYt       siw  «^«^'o  *  ü\i^*b^«f^      sin  •biCi  '  &ia.  bc^ 

b.c     bc  "'  ' 

oder  mit  Worten:  Es  sind  der  Reihe  nacli  die  Gerade  utf,  die 
Strahlbüschel  B,  a,  die  Gerade  Uo/^q,  die  Strahlbüschel  B,  und 
die  Gerade  \A   in  Ansehung  der  entsprechenden  Kiemente  b,  c, 

c»;  b,  c,  Ä,,  c\;  Ä%  c»,  c*,;  a„,       ß^,         f/^,  r„, 

^o)  <*'o>  ^»      \  ^1)      ^»  ^1  projcktivisch;  folglich  ist  auch 

die  Gerade  A  mit  sich  selber  in  Ansehung  der  eatsprecheudeu 
Pankte  nnd  d,,     b,  c,  projektiviseli;  also'^  :  be^ 

=:d,C  :  ^tC^f  nnd  ebenso  zeigt  man,  dass  /rc  :  ^r,  =:«riC  :  «r,^,, 
woraus  folgt,  dass  auch  die  Strablbüschel  Cb,  Cc,  Ob^^  Cc^  und 
Ca,  Cr,  C&i,  Cc^  beide  harmonisch  sind.  (Vgl.  Steiner's  Abb. 
£rc(>in.  Gest.  f.  17.  II.,  ^.  46.  III,  und  fieometrisohe  ikon- 
struktiüQcn  §.  20.,  Au  fg.  4.). 

Fiir  den  Fall  der  ffleicbseiiigen  Hyperbel  ist  der  Asymptoten- 
Wj«kel  ein  reehlier,  folgliek  (Tel:  IV.  Fig.  1.)  Cp  senkrecht  nnf 
4(»iUBd  W.  i9QwW.>#C)i}  nifoj      ,  .  ,  - 
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Sau  2. 

Die  Hittelpnokte  aller  gl eicLseitigca  Hyparbelo« 
walche  zwei  s^eg-cbene  Gerade  Ijeriiltrt^n  wnd  deren 
Asymptoteu  einerlei  Richtungen  linbeD,  gehören  einem 
8yi$teftie  von  zwei  geraden  Linien  an,  welche  mit  den 
beiden  gei^ebeneo«  Geraden  harmuniäch  äiod,«  und  mit 
einander  Winkel  bitden,  die  Daeh  diesen  Richtungen 
hift  gehäiftet  werden. 

Anmerkung:  ^immt  man  auf  der  Verlängernng  tod  Qß 
einen  Funkt  ^/ so  an,  dass  Mp  ,  Cp  •=.  etp  .  bp  ■=z  Sp"^  ^  »ft"*  ^  so 
ist  ^MpaOO  t^Cplt    und  S^Mpti  (X>  l^Cpn  \  also  U  .  r=  W.  Ci^ 

und  W. /zf =  W.  ;V/y/ ;  tolglich  auch  VV.  tüh^W.  ap3iT=iA^ 
und  ^,irA/j=\\\  e/pC'=z /{.  Demnach  ist  il/ der  ilölienpunkt  des 
Dreieks  C«^.  Ferner  ist  W.  MJSC  ein  rechter,  weil  Mp,Cp=Sp*^ 
und  ea  ist  JUiS^s=i  Mp  ,  MC=  Mis  ,  Mb,  Beschreibt  »an  Alte 
vm  M  Biit  MS z=:  Ms^  als  Ualboiesser,  einen  Kreis,  welcher  Cm 
in  T  und  /  schneidet,  so  ist  MT^  =  Mf' r=^  !\f k  M h ,  also 
W.  MTb=yi.  Mtb  =  R  l>eM)nach  siud  nicht  nur  CS  und 
sondern  auch  bT  und  Tanü:<M]teu  dieses  Kreise«,  nn<l  jede  Ecke 
des  Dreiecks  Cab  ist  deiiizutulge  der  baruiouiäche  l'ui  ihrer  Ge* 

fenseite.    Aas  diesem  Grunde  nennen  wir  diesen  Xrels  den  na 
em  Dreiecke  Cmb^  ^welches  immer  stwüpfwinklig  seia  mass), 
nugehörigen  barmoBitchen  Kreii. 

f.  2. 

Denken  wir  uns  jetat  drei  Gerade  h%  c  gecreben,  und  ans 
ihren  Dunchsebnitten  Ay  C  drei  beliebiffc  Parallelen  p^Px^  Pt 
gesagen,  so  liegt  nach  dem  Vorigen  der  lutteipunkt  einer  gleieji* 

seitifl^en  Hyperbel,  welche  die  Geraden  b,  c  berührt  und  deren 
eine  A«)ympti>te  mit  p^  p^t  P%  einerlei  Hichtung  hat,  auf  einer  von 
zwei  Geraden  S  s,  weiche  mit  c  und  b  harmonisch  sind,  und 
einen  Winkel  einschliesseo,  der  von  p  gehälftet  wirdj  ebeoso  aber 
auch  auf  einer  von  twei  Geraden  ^|  und  und  wieder  auf  einer 
van  xwei  Geraden  y  welche  resp.  mit  e  and  ar,  mit  m  und 

^  faamaaiscb  siad  und  mit  einander  Winkel  bilden,  dip  van 
von  p^  gehälftet  werden.    Diese  drei  Paar  Geraden  schneiden  sich 
also  in  denselben  vier  Funkten  rr,  (t,,  <s^,  (f,.   Ferner  ist  von  den 
in  Taf^  IV.  Fig.  3,  näher  bezeichneten  Winkeln 

S8^  =pSi  ^pS  and  M|':s|p,#, 
•her  da  ' 

p\lip^  und  W,pJSz=zY/.ps,  W./i.Ä,  =  W.|>,#„ 

ic  ist 

W.  ififsW.  p9t^W.PtS  tfnd  W./?iy,ÄW.;p,Är,=W. 

folglich  ist  W.  iS^y,  =  W,         U!id  es  liec^en   demnach   die  vier 
Punkte  Cy  <r,,  (T,,       auf  dem  (/mtange  eines  und  desselben  Krei- 
ses.   In  Bezug  aut  diesen  Kreis  aber  sind  offeabar  die  Kcken  ^4, 
C  des  von  a,  b,  c  gebildeten  Dreiecks  die  harmooiscben  Pule 
ihrer  Gegenieitea$  er  ist  also  dar  vk  diosam  Oniacka  lageftltoiga 
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barmonische  Kreis  und  daher  von  -  der  Anoabne  der  ParallelcD 
Pi*P%  uaabliäogig.  HIcmim  erg^ibt  lieb  folgtoder  nerkw&rilige 

Suis  3. 

Di«  Mittelpankt«  «Her  gleicbaeitigeü  Uyperb«lB, 
welcbe  drei  {[gegebene  Gerade  berühren^  iiegeo  ^uf  dem 
TTiiifans^e  eines  einzige n  Kreises,  nämlicb  des  barmoai«  . 
scbeo  kreise»,  welclier  zu  dem  von  den  gegebenen  Ge- 
rnden  gebildeten  Dreiecke  gehört;  und  zwar  sind  jede 
vier  PuDkte  dieses  Kreii^es,  welche  ein  vuiUtäDdiges 
Vi^rcek  bilden,  deeses  Gefrenaeiten  mit  den  gegebenen 
Geraden  paarweise  eonver^ren»  die  Mittelpunkte  sol- 
cher vier  gleichseitigen  ojperbeln,  weicue  einerlei 
Asympfnfen-Ricbtung  baben;  und  man  erhält  diese  Rieb. 
tiiDg,  wenn  man  die  von  den  Gegenaeitea  jenes  Vierecks  • 
l^ebildeten  Winkel  hälftet 

AnmerkuDji^:  Im  Obigen  liegt  zugleich  der  Beweis  des  von 
Herrn  Heinen  im  3*  Band«  des  Crelle'scben  Journals  be- 
kannt gemacbten  Saties,  dess  in  sinem  Kreisviereek  die  seehs  Li* 
nienpaare,  welche  die  von  den  Gegenseiten  und  ?on  den  Diagonal 
lea  gebildeten  Winkelbälften»  drei  an  drei  parallel  sind. 

».3. 

fjBSsen  wir  zwei  der  so  eben  betrachteten  Geraden  «r,  f*^  e 
mit  einander  einen  Winkel  von  zwei  Hechten  bilden,  su  talJen  die 
beiden  Punkte,  iu  welchen  sie  von  einer  beliebigen  gleichseitigen 
Hyperbel  berührt  werden,  mit  einauder  und  mit  dem  Durchschnitte 
beider  Geraden,  also  ait  einem  gegebenen  Funkte  snsanmen.  Fällt 
man  yon  diesem  Punkte,  z.  B.  eine  Senkrechte  auf  die  dritte 
Gerade  «r,  und  errichtet  im  Dorchscbniite  von  a  und  ö  (oder  c\ 
auf  b  (oder  c)  eine  zweite  Senkrerh(e,  so  stellt  der  Durcliscbnitt 
dieser  beiden  Senlvrechten  auch  jetzt  noch  den  Mittcl]>unkt ,  und 
der  Durchschcitt  von  a  und  6  einen  Punkt  des  §.  1.  und  2.  be- 
sprochenen Kreiäeü  vor,  und  wir  erhalten,  alü  Curuliar  des  vori- 
gen, noch  folgenden 

Sats  4u  '  «  / 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeliii 
welche  uwei  gegebene  Gerade  und  swar  die  eiiie  iu 
einem  gegebenen  Punkte  berühren,  Kiegcn  auf  dem  Dm- 
fange  eines  einzigen  Kreises,  welcher  die  letztere  im 
Du  reh  schnitte  beider  Geraden  beriilirt,  und  dessen  Nüt- 
tel [»unkt  auf  derjenigen  Senkrechten  li(  !j:r.  welche  aus 
dem  auf  der  einen  gegebeneo  Punkte  aut  die  andere  Ge- 
rade gefällt  wird. 

f.*. 

IKe  drei  letzteren  S&tse  genügen  nun  xnr  Aufldsung  folgender 
Aufgaben: 

Eine  gleichseitige  Hyperbel  zu  beschreiben,  von 
welcher  man  a)  2  beliebicre  Tanp^enten  und  eine  Asymp-  ' 
tote;  b)  %  beliebige  Tangenten,  den  Berührungspunkt 
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der  einen  und  die  Richtung*  einer  Asymptote;  c)  2  Tan- 
prentcn  und  ihre  Berührungspunkte;  ä)  dTangenten  und 
die  Richtung  einer  Asymptote;  e)  3  Tnngentcn  und  den 
Berohrnngspunkt  der  einen;/)  4  Tangenten  kennt. 

Es  lassen  sich  nämlich  immer  zwei  Oerter  des  Mittelpunktes 
der  gesDcbteD'  Hyperbel,  und  vermittelst  desien  sodann  Alles  nndcre 
finden.  Üebrigens  wird  m«'m  bemerksn,  dass  die  Aufgaben  ar),  ^) 
und  ä)  nur  besondere  Fälle  der  schon  gelüsten  allgeaifinefen  sitid: 

a)  eioen  Kegelschnitt  zu  beschreilten ,  von  welrliem  man  einen 
Punkt,  drei  liclielii^e  Tanofentcn  und  den  Bfrüluunfi^spunkt  der 
einen;  6)  2  Punkte,  2  beiieUigc  T&ngenteD  uuU  den  Berühron^s- 
|juukt  der  einen;  ä)  2  Punkte  und  3  Toiigenten  kennt.  Ferner 
wird  man  finden,  dass  nielit  nur  die  Aufgaben  ^  nnd  /),  nonderD 
auch,  was  sie  selber  niebt  bemerkt  an  baben  seheinen,  die  Avfgabe 
e)  vermittelst  der  von  den  Herren  Brianchon  und  Poncelet  est* 
deckten  Satzp  ;iufc:«'l'>st  worden  k«uinpn.  Bil«lf*n  nämlich  zwei  Seiten 
eines  um  eine  gleicliseitige  Hyperbel  beschriebenen  Vierseits  mit 
einander  einen  Winkol  von  zwei  Rechten,  so  erhalt  rr>iiii,  wie  sebr 
leicht  einzusehen ,  als  Zusatz  zu  dem  ubeu  uuter  e  «lugeiukrten 
Satie  noch  den  folgenden:  -  * 

•  Sats  -S« 

Die  Mittelpunkte  derjenigen  'gleichseitigen  Hyper- 
beln, weielre  drei  gegebene  (Gerade,  and  swar  die  eine 
!n'  einem  gegebenen  Punkte  berühren,  liefen  aut  dem 

T'mfcincre  de«;|en!L;;en  Kreises^  welcher  die  Vcrbi  n  <l  n  n  g"8- 
linic  des  gegebeuen.  Punktes  und  des  üurchsch n i  r  tes  tier 
beiden  andern  Geraden  in  dem  ersteren  Punkte  be- 
rührt, und  die  dritte  Gerade  zum  zweitenmal  in  einem 
Punkte  schneidet,  welcher  za  ihVen  Durchschnittsponk» 
ten  mit  den  beiden  andern  Geraden  and  ao  dem  gegebe- 
nen Berührungspunkte  der  vierte  harmoniseha»  und 
swar  dem  letztern  zugeordnete  Punkt  ist. 

Und  auf  ähnliche  Weilte  lie^sea  sich  aus  disn  Lehfsätien  f  und 
g  nqcb  folgende  herleiten ; 

*  Satz  6, 

Der  Mittelpunkt  derjrrtip^en  gleich8eitip'<»n  Hyper- 
bel, welche  durch  drei  geliehene  Punkte  geljt  und  in 
einem  derselben  eiue  gegebene  (jerade  berührt,  liegt 
auf  dem  Umfange  eines  Kreises,  welcher  den  letzteren 
Punkt  und  den  Durchschnitt  der  gegebenen  Geraden  mit 
der  Verbindungslinie  der  beiden  an<lcrn  Punkte  ent« 
hält,  und  diejenige  Gerade  berührt,  welche  zu  den  Ver« 
hinifiingslinien  des  einen  mit  den  beiden  anderen  g-e- 
gebeuen  Punkten  und  zu  der  gegebenen  Geraden  der 
vierte  harmonische,  und  zwar  der  letzteren  zugeord- 
nete Strahl  ist. 

Sata  7. 

4 

"Die  Mittelpunkte  aller  gleiehieitigen  Hyperbeln» 
welahe  durch  xwei  gegebene  Punkte  gehen»  and. in 
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eioam  dertelbeii  eine  gegebene  CTernde  beriibr^n^  lie- 
ffen  auf  den  Omfange  eines  einxigen  Kreises,  welcber 
durch  den  gegebenen  Berührungspunkt,  durch  denFuss- 
|»unkt  der,  von  dem  andern  gcufebenen  Punkte  auf  die 
f^ei^ebene  Oerade  gefällten  Senkrechten  und  durch  die 
Mitte  des  Abstandes  der  beiden  gegebenen  Punkte  von 
einander  gebt. 

Endlich  dürfen  wir  nicht  iihersehcn,  dass  in  den  Aufgaben  /*), 
uud  c)  einer  der  Kreise,  der  zur  iiestimuiuug  des  Mittelpunktes 
4er  gesocbten  Rnrve  dient,  sieb  doreb  eine  Genide  ersetaen  lÜMt 
Ueno  nach  de«  bekannten  Newten'acben  Sntse  liegen  „die  Mittel^ 
yspnnkte  aller  Kef^sebnitte ,  welche  vier  gegebene  Gerade  berüh- 
yyren,  auf  dorjeniLi^en  geraden  Linie,  welche  die  drei  Diagonalen 
,,dcs  von  jenen  gebildeten  vollständigen  Vierseits  hälftet;''  und 
demzuf<»lge  „die  I^littelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche  drei  j^e- 
,,^ebeue  Gerade,  und  zwar  die  eine  io  einem  gegebenen  Punkte 
,^beriibren,  auf  Herjenigen  geraden  Linie,  welche  die  letatere  6e-  ^ 
^yrade  nnd  den  Abstand  des  gegebenen  Punktes  tobi  Dnrcbscbnttte 
,,der  beiden  anderen  gej^ebenen  Geraden  bälftet;*^  nnd  endlieb 
,,die  Älittelpünkte  aller  Kegelschnitte,  welche  zwei  gegebene  Ge« 
,,rade  in  zwei  gegebeneu  Punkten  berühren,  auf  derjenigen  gera*  ^ 
5, den  Linie,  welche  den  Durchschnitt  der  gegebenen  Geraden  mit 
,,dem  Mittelpunkte  des  Abstandes  der  gegebenen  Punkte  von  ein* 
„ander  yerbindet.** 

Anmerkuuff  1.  Vier  beliebige  Gerade  bilden  vier  Dreiecke; 
also  liegen  die  mittelpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
diese  vier  Geraden  beriibren,  nneb  Satz  3.  auf  den  Cmfängen  der 
vier»  diesen  Dreiecken  zugehörigen  harmonischen  Kreise.  Verbin- 
den wir  hienul  den  Lebrsatz  e  nnd  den  Newton'seben  Satx,  so 
ergibt  sieb:  -  • 

Satz  8. 

Die  vier  harmonischen  Kipikp.  \v  eiche  zu  den  von 
vier  beliebigen  Geraden  gebildeten  Dreiecken  gelidren, 
sowie  derjenige  Kreis,  welcher  die  Durch» chnitte  der 
Diagonalen  des  von  diesen  vier  Geraden  gebildeten 
vrollstftndigen  Vierseits  enthält,  beben  diejenige  Ge« 
rode,  wetch.e  diele  drei  Diagonalen  balftet,  zur  geaein? 
sebaftlieben  Sekante. 

Zngleieb  begegnen  wir  hier,  nnniebst  fiir  stumpfwinklige  Drei- 
eeke,  dem  von  Herrn  Beinen  an  der  schon  angefulirten  Stelle  be- 
wiesenen Satze: 

Satz  9. 

» 

nie  Höhcnpunkfe  tJer  vier  Dreiecke,  welche  von  vier 
belichigea  Geraden  gebildet  werden^  liegen  in  einer 
geraden  Linie. 

Anmerkung  2.  Die  Aufgaben  e)  und  c]  füliren  zu  ähnlichen 
Sätzen,  als  die  vorigen,  von  denen  sie  im  Grunde  nur  besondere 

Fälle  sind. 

Anmerkung  3.   Aus      1.  Aoaerk.  und      '2..  ergibt  sieb 
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Mm  10. 

Konslruirt  mao  die  vier  liurino uiscLeu  kreise  JJ^ 
Öf  welche  resp.  %v  den,  von  vier  beliebireo  GeradeD 
6f  e,  ä  gebildeteD  (stumpfwinkligen)  Dreiecken  dcd^  mcd^ 
mbd^  ahc  gehören,  uqd  zieht  aus  deo  Beben  ub^  ac,  de 
.  eines  heliehigen  dieser  Dreiecke  an  die  zu  den  drei  an*^ 
deren  gehör  ig^en  haruio  d  i  sch  en  Kreise  6\  if^  .4  (wo  mög- 
lich) drei  Tangentenpaare,  so  schiieideo  sich  diese  letx- 
teren    gegenseitig   in    vier  Punkten,    uud    diese  vier 
\     Punkte  Uegen  auf  dem  Dmfenre  dei  non  ersferen  Drei* 
ecke  «fe  sngebörlgen  barmoniseben  Kreieei  D, 

f.  5. 

,Dareh  den  3ten  Sali  werden  wir  aocb  noeb  in  den  ^tand  ge- 
letit,  für  den  Fall,  wenn  drei  Tangenten  und  ein«belieb)ger  Punkt ' 
einer  gleichseitigen  Hyperhel  gegeben  sind  —  eine  Aufj^abe,  welche 
in  der  genannten  Abhandlung  ganz  unerledtp:t  geblieben  ist  —  • 
einen  Kreis  zu  zeichnen,  wetclicr  den  Mittelpunkt  derselben  ent. 
hält.  Es  ist  mir  aber  nicht  gelungen,  einen  andern  z,weiten  Ort 
dieses  Mittelpunktes  zu  entdecken,  als  denjenigen  KegelschDitt» 
«elcher  die  Mittelpunkte  aller  Kegelscbmtte  entCält»  die  3  gege* 
beoe  Gerade  berühren  und  durcb  einen  gegebenen  Punkt  geben* 
(Siehe  Annales  de  Math.  tom.  XI.  pag.  d85 — 389). 

Was  endlich  den  Fall  betrifft,  wenn  von  einer  srleicbspitig'en 
Hyperhel  zwei  Tana^cnten  und  zwei  beliebige  Punkte  c^egebcn  sind, 
'  so  sehe  ich  mich  genutiji<;t,  deuselben  einer  hesondern  Untersuchung 
.  an  unterwerfen,  weil  sich  hier  in  die  Abhandlung  der  Herren  Brian- 
eben  und  Poacelet  eine  Unrichtigkeit  eingeseblieben  bat,  welcbe 
«.duM  Herrn  Gergonne  selbst  noch  verschlimmert  worden  ist. 

Crstere  behaupteo  nämlich  p.  21S  ohne  Beweis»  dais  »»die  Mit- 
,,telpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  zwei  gegebene 
„TaDficenren  berübren  und  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen,  auf 
„eineoi  einzigen  Krcisumtunge  liegen;**  und  hiermit  übereinstim. 
mend  pag.  219:  „dass  die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche 
„swei  gegebene*€erade  berSbren  und  durcb  swei  gegebene  Punkte^ 
»«gehen^  auf  einem  andern  Kegelschnitte  liegen,  welcher  den  Durcb- 
^hnitt  der  beiden  gegebenen  Geraden,  den  Mittelpunkt  des  Ab« 
^,stttndes  der  beiden  gegebenen  Punkte  und  den  Mittelpunkt  des 
„durch  die  ersteren  aut  der  Verbindungäliaie  der  letzteren  beatimai- 
„ten  Segmentes  enthält.'* 

Dagegen  kommt  Herr  Gergonne  in  demselben  Bunde  pug.  393 
dnrcb  analytische  Betracbtungeu  in  dem  Resultate,  dass  der  lets* 
tere  Ort  weder  ein  Kegelscbnitt,  nocb  ein  System  von 
Kegelscbnitten,  sondern  eine  Cune  vom  4ten  Grade  sei. 
Wir  werden  sehen,  dass  im  ersten  Satze  ein  System  von  zwei 
Kreisen,  und  im  letzten  allerdings  ein  J>vsteni  von  zwei  Kegel- 
schnitten zu  setzen  ist,  was,  soviel  ich  weiss,  noch  nicht  synthe- 
tisch bewiesen  worden  ist,  uud  eine  nässende  Gelegenheit  durbietet, 
die  Vorzüge  der  Steiuer'scben  Hetbode  an  einem  Beispiele  M 
»eigen. 

Es  seien  (Taf.  IV.  FIl.  1)  B,  B,,  a,  b  vier  beliebige  Punkte 
einea  Kegelschnittes,  Bd^  B^c  die  Tangenten  in       ir,,  welcbe 
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VOQ  der  Geraden  ab  in  den  Punkten  rl,  c  (^ericbnitten  werden; 
ferner  seien  die  Cprnden  //<y,  Bff,  B ^b  gezogfen:  so  sind, 

oacb  Steinern  Abb.  ffeuu».  r^t  üLTIieil  I.  ^.  38.111.  die  Strahl- 
büschel  B  und  \vl  ÄDtebuug  der  eotoprccbendeD  Strahlen  Bm^ 
Bb^  Bd,  BB^  und  B^m,  bIa,  B^B,  B,c  projeetivtsch;  dM 
entere  aber  ist  mit  .der  Geradeo  ab  in  Ansehung  der  entsprechen- 
den Elemente  Ba,  Bb,  Bfl,  BBf  und  a,  b^  f\  und  das  zweite 
mit  derselben  Geraden  in  Ansehuntr  der  entsprechenden  Elemente 
B^a,  B^b^  B^B,  B^c  und  a^b^f^c  pers|)ektivisch;  also  ist  diese 
Gerade  mit  sich  selber  in  Ansehunar  der  cntsprecbeudeo  Punkte 
6,  dy  f  und  b,/.  c  projektirisch;  (Abb.  geom.  Gest.  }.  11. 
IIL)  d.  h.  ^• 


und 


also  auek 


ad    ßc     .     qf*        ad ,  ac 

bd'  4^""  kf  '  bc  ^^^^  bd.bcf 


ab    ad        ah    ^     ,     af        cf.  nd 


da.db  ^ 

Sind  alM»  die  Ptaaktew,  h  und  die  ToeinDtoii  Bd^  B^c  irefirebcn, 
so  sind  die  \  erbaitnisse       Und        nnd  somit  der  Funkt  /  gege- 
ben.   Offenbar  aber  g-ib^  es  auf  ah  zwei  solche  Punkte,  nämlich  f 
UDd  y,,  wovon  der  eine  auf  aO  selbst  und  der  andere  auf  ihrer 
Verlängerung  liegt,  und  es  ist 


Alto  bat  ima  den 


Satz  11. 


Die  R e rii b r u n g-ssehn eh  aller  K egelscbnitte,  welche 
zwei  gfpgehene  Gerade  berühren,  und  durch  zwei  g^ejjje- 
bene  Punkte  gehen,  convergiren  in  dem  einen  oder  dem 
anderen  von  zwei  festen  Punkten,  welche  sowohl 
des  beiden  gegebenen  Punkten»  aU  mit  dtn  Oureb* 
fcbnitten  der  Verbindungslinie  dieser  letzteren  und  der 
beiden  gegebenen  Geraden  harmonisch  sind. 

Verbinden  wir  jetzt  die  Punkte  f  und  /*,  mit  dem  Durch« 
schnitte  A  der  beiden  Tangenten  durch  die  Geraden  Af  und  Af^^ 
so  ist  jede  der  letzteren  die  barmonische  Polare  des  Punktes  /*,  /*,, 
welcher  der  anderen  augebört,  und  zwar  in  Bezug  auf  alle  Kegel- 
ncbnitte^  deren  Beriihrnnffssebnen  dnrcb  diesen  Punkt  gehen.^  Wir 
kdonen  also  bier  den  obigen  Lehrsatz  c.  in  Anwendung  bringen. 
Legt  man  nämlich  durch  die  Mitte  m  der  Sehne  ab  z.  B.  mit  Af^ 
eine  Parallele,  und  durch  den  Punkt  f  mit  ah  eine  andore  Paral- 
lele — ,  so  liegen  die  Mittelpunkte  a!^e^  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  die  Punkte  a  und  ft  enthalten  und  die  Geraden  Ac  und  Atl 
berühren,  und  zwar  so,  duää  die  Berühruogssehne  durch  den  Punkt 
/  geht,  a«f  den  flnfange  desjenigen  Kireines,  weMfor  die  Panfcie 
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m,  f  und  den  Durchschnitt  hfider  Parullelen  eaüiältf  d.  h.  hier,  wo 
die  eine  Parallele  mit  trh  zuBammeotalU  —  Wjiicker  die  ander«  i'a- 
rallele  im  Tunkte  m  lieruhrt. 

Satz  12. 

Die  Mittel  [tuukte  aller  gleicliseiti^eo  Hyperbeln, 
welche  zwei  gegebene  Gerade  berübreo  uud  tiurch  zwei 
gegebene  Punkte  gehen,  sind  auf  die  Umfäuge  tweier 
Kreise  vertkeilt»  wejclie  1)  sicli  im  Hitteliinakle  des  Ab» 
Standes  der  gegebenen  Punkte'  von  einanaer  schneiden; 
welche  2)  dieselbe  Linie  zum  audernmal  in  zwei  Punk> 
ten  treffen,  die  sowold  mit  den  gegelrenen  Punkten  als 
mit  den  Durchscli aittc n  ihrer  Verbindungslinie  und  der 

SejB^ebenen  Geraden  harmonisch  sind,  und  deren  jeder 
)  im  ersteren  Punkte  eine  Gerade  berührt,  welche  mit 
der  Verbiodongslinie  des  ikm  TÖn  den  beiden  letstcren 
nicht  angebörigen  Pankttts  vnd  des  gegensei  tiefen  Dorcb* 
Schnittes  der  gegebenen  Geraden  parallel  läu^t. 

Vm.  nun  aucn  den  z\veltfn  Theil  unserer  Behauptung  zu  be- 
weisen, so  ist  zunächst  klar,  dass  die  Gerade welche  A  mit 
der  Mitte  der  iSehne  BB^  verbindet,  nach  dem  Mittelpunkte  des 
Kegelschnittes  gerichtet  ist,  welcher  Ad^  Ac  in  B,  B^  berührt. 

Legen  wir  nmer  doreb  einen  der  letsteren  Pniikte».  i.  K.  t 
Bit  ab  eine  Parallele  B^pj  ziehen  Bfj  (oder  Ba)j  welche  B^p  in 
p  schneidet,  ferner  durcb  einen  der  Pankie  /,  z.  B. /*,  die  Ge« 
rade  fp^  welche  Ad  in  r.  und  sofort  ar^  welche  B^p  in  «7  schnei- 
det: so  liegen  im  Fnntecke  B^BOafj  die  llurc hsrhnitte  f  und  p 
der  Gegenseiten  B^B  und  ah^  ß^q  und  //^  mit  dem  l'unkte  r, 
wo  die  fünfte  hielte  von  der  durch  ihre  Gegenecke  B  gehenden 
Gereden  Bd  gescbnitten  wird,  io  einer  Geraden;  el«e  ist,  naeb 
Abb.  geom.  Gest.  $.  42.  II,  dieses  Fönfeek  einem  Kegelschnitte 
eiDgeschrieben,  welcher  Ad  An  B —  sowie»  weü.  ifi^i  durch  / 
gebt^  Ac  in  B^  —  berührt.  V  erbinden  wir  als«  die  Mittelpunkte 
m  und  I  der  Seimen  trf/  und  B^(/^  oder,  was  finerUi  ist.  de«  einen 
m  uuit  dem  Durchscljuitte  <g  von  B^/j  und  r/r/,  durcU  die  Gerade 
eMf,  so  geht  auch  die^e  letztere  nach  dem  Mtliel^junkte  des  Kegel* 
Schnittes  BB^mh.  Felglicb  liegt  dieser  Punkt  im  Derehseboitte 
der  Geraden  Am  and 

Necbden  wir  jetzt  noch  die  Gerade  Ak  parallel  mit  BB ^  ge- 
sogen,  so  dass  Ak,  Ac,  An^  Ad  einen  harmonischen  Büsclie!  bil- 
den: denken  wir  uns  die  Uerührungssehne  BB^  um  den  feäiea 
Punkt  f  gedreht  und  hiemit  die  ganze  l'igur  unter  den  angegehe- 
neu  Bediugungcu  in  Bewegung  gesetzt^  so  bilden  die  Gerade»  fB^ 
Ah^  An^  Byf/,  fp,  bB^  AB^  «ry,  »B^^  mBj  ms  um  die  ent- 
spreebendeu  testen  Punkte  jff  Ay  den  nnendlieb -entfernten 
renkt  auf  a^,  /,  by  b^  a,  m  eben  so  viele  Strablbüscbei, 

welciie  wir,  um  die  Figur  nicht  zu  überladen»  durcb  die  eneugen- 
deu  Geraden  selber  bezeichnen  können. 

Nun  sind  die  Strahlliüschel  fB  und  AA  projektivi<clj  -  crleich, 
und  die  Strahlbüschel  A/:  uud  Am  siud  cbeofalU  projcktiviacii 
Denn  es  kt 


*).ünd  swsr  Wden  sie  ein  lB70letiens-3fstsei.  $etst  nun  an  die  Stelle 
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sin  .  BAn           siti  .  BAk  sin  .  B  in ,    s"in  .  B  Ak^ 

sin  .  üx^in      sin .  B^Afc        sin  .  Bi^n^       sin  •  B^Jäg 

I 

veoa  jim^  und  Ak^  iwei  ftbDliclie'Genidet  wte  Am  aad  Jk  be* 
seiclmeD;  alio  ist  anch 

sin  .  BAn      sin  .  BAn^           sin  .  BAk     sin  ,BAk^ 

sia «  B^An   siu  .    «^^a  *  ^i»^  •  B^dkx 

Folglicb  sind  die  Strablbuwbel /i?  und  projektimcb. 

Ferner  liegt  der  Strablbttsclicl  fB  sowohl  mit  bB^^  ynd  ir,f, 
als  mit  hB  perspektivisch.    Folglich  sind  die  Strahlbüscher 
nnrl  f>B  projektivisch ,  und  zwar  perspektivisch,  weil,  wenn  B 
mit  ab  zusauimenfällf .  flasseibe  aucli  von  bB  gilt.  (§.  14^.  Dcss- 
Laib  liegten  tiuch  die  Straiilbüschel  B^q  und  fp  pcrspektiviscU,  in- 
dem p  eine  Crerede  beschreibt,  und  da  nueb  die  Strehlbfisebel  fp  • 
nnd  mq  wegen  des  perspektivlscben  Durcbiebtfittes  projektifisch 
eind,  so  sind  der  Reihe  nacb  die  Strahlbfisebel  fB^  bB^^  B^g.  fpy 
aq^  also  auch  mit  aq^  und  beide  m\X  fB  projektiviscb.  Fällt 

nbfr  so  frillt  nuch  aq  mit  ab  zusammen;  also  beschreibt  der 

Funkt  s  eine  gerade  I^inie,  und  nun  siud  der  Reihe  nach  die 
Strahlbüscbel  ms,  bB^^fB^  An^  also  auch ,  «i#  mit  Ah  projekti- 
viicb.  Alan  beschreibt,  nach  Abb.  geom.  Gest.  f.  38.  IV.,  der 
DnrcbsebnitI  M  dieser  Geraden  einen  Kegelaebnitt»  der  dnreb'M» 
A  oad  die  Mitte  vnn  4ß  gebt 

Satz  la. 

Die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte ,  welche  zwei 

g-pnr<.})ene  (Gerade   berühren  uih!   dtircli  z%vci  g'csfcbcne 
Punkte   geilen,    sind   auf  die   Umtängc  xweier  Kegel- 
schnitte vertiieiU.  welche  mit  einander  den  i)  u  r  c  Ii  s  r  h  ni  tt  ' 
der  i^eueljeneo  Geraden,  die  Mitte  des  Abstaudea  der  . 
gegebenen  Punkte  nnd  die  Mitte  des  Segmentes,  das 
aut  dieser  Ltale  dureb  Jene  G'eraden  bestinnit  wirdj  spe* 
mein  bähen;  und  zwar  ist  der  eine  oder  der  andere  die-  - 
ser  zwei  Kegelschuitte  zu  verstehen,  je  naclidem  die  " 
j  e d  e  mn  a  I  i  c: e  Ue  r  ü Ii  r  u  n gs s eh ne  zwiscken  den  gegebeoen 
Funkten  hiadurchgebt,  oder  nicht. 


•  des  Systems  zweier  Geraden  Ac^  Ad  einen  beliebigen  Kep'elschnitt,  so 
sind  auch  jetzt  noch  die  Strahlbüscbel  /Zf,  Ak  un«l  An  der  Reihe  nach 
projektivisch ;  also  beschreibt  der  Punkt  n  einen  Kegelschnitt,  welcher 
durch  den  beliebig  angeooiiimenen  festen  Punkt  f  und  durch  den  Uit* 
telpunkt  A  des  ersteren  geht.  Soviel  als  gelegentliche  BemertAuig  SU 
Seite  422  des  Sten  Theiies  des  Arcbivs, 
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XXVI. 

lieber  die  böhera  Differentiale  der 

VOD 

dem  Herausgeber. 


Utt  die  Begriffe  zu  fixiren,  oebmeD  wir  an»  4m  «'^^Jr' 
^Ine  poiitive  Grösse  sein  soll»  80  4aM  y  reell  iit  Perser  sehM 
wir  .»II»  4att  in  der  Glelckung 

die  Quadratwurzel  positiv  genommen  werden  and  a  eine  poaitife 
Grösie  sein  soU.   Unter  dieser  Voraussetzung  können  wir 

■etsen«  und  da  nnn  naeb  dem  Vorbergebenden 

ahn  ancb  l-"^  nne  |»öftitiVe  Griitie  ist,  so  kann 

---sissin  0 

ffetetit  und  <9  swiicben  <— j^r  und  H-i^  genommen  werden,  wo 
dann  cos  0  stet«  eine  positive  Grösse  ist*  Dies  voraosgesetxt,  ist 
nacb  dem  Obigen 

ysar  cos  9. 

Aus  der  Gleichung 

•  > 

folgt,  wenn  man.  nacb  m  differentiirt» 


4  sin  O  _  </  sin  ^    ^  _^       Ä  5??   A 


nnd  folglicb 
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Am  4er  Gleiekaag 

y=«  cos  S 
erhalt  man  durch  Dilfer«Bti«tMB  naeh  w 

9Md  foIfii^Hch  nach  dem  Vorliergehenden 

~  =  —  6  cos        biü  0  =  —  ^  tang  0.  , 

DiffereDtiift  man  vod  Neuem  nach       üo  erliält  mao 

,  </  sin  0    rf«  .  ,  ^     cos  0  Ä 

;|^  =  -Ä  C08  0-1  CO.  0-2  810  0  -SS^*5i 

•  i  ' 

5=  — ^  ^  —  *  COS  BIO  8*  ^ 

^.^eose-i— ^eMe-»iiB0*  ' 

™  —  —  COS  0— •(cos  0-  -H  bin  0-)  =  —  — -  coä  0-*. 

Mitteist  neuer  DifierentiatioD  nach  ^  erhält  mau 

S^»  d  cos  e  </e 

— cos0^-3gr--  S  . 

=— —  cos  0-*  sin  0 

*  *  * 

=— ^  cot        sin  0« 


«  » 


DifferCDtiirt  nun  uuu  wieder  ueli  or,  so  ergiebl  sich 

SS— ^  COS  0-*  2j  —        cos  0-«  SIU  0»  J5 

=  j-  cos  0-*— — j-  cos  (3^  '  sia  (y 

dP  ^P 

=  — ^  cos  0-^3cos  e*  +  ISsiD  0>)  V  ' 

=— cos  0-^(3+  I2sm  0»). 
Hieraus  ergiehi  sich  durch  neue  Differentiation  nach 
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.    ^    «n  ö  <|ö 
cos  öa)  1^-2,  g 

— -jjT  cos         sin  0(3-M28in  0») 
=  — €0S  0^  lin  0(24coi  0«  ^-21  +  S48iii  e*) 

=  — cos  0-»  sia  0(45  +  60  siu  0  J. 
Durch  fernere  Differentiatiou  oach  ^  erhält  man  hieraus 
^  =  --y  COS  6Kö(45  co's  04-180  sin  0=^  cos  0)  ^ 
—  ^  cas  0-10  sin  0*(45  +  6O  sin  0'}  ^ 

=  —|^  cos  0^^^(45  4-180  sin  0^) 

» 

— ^  cos  0-"  sin  0'(45+6O  sin  0») 

=— ^  cos  ©-"(45  cos  0»  +  18O  sin  0»  cos  0» 

+405  sin  0>  + 540  sin  0«) 

=  — ^  cos  0-11(45  +  540  sin  0'+36O  sin  0*). 

Differentiirt  man  von  Neuem  nacl»  ^>  so  erhült  man 
^  «  — y  «OS  0-^11(1050  sin  0  cos  0+1440  sin  0>  eos  0)  j| 

IIA«  JA 

cos  0-12  sin  0(45  +  540  sin  0>+36O  sin  0M  V- 

>  f  ■  V 

AT 

—  -r-Zi  cos  0-11(1080  sin  0+1440  sin  0*) 

—  ^  eos  0-tt  sin  0(45  +  540  sin  0>  +  36O  sin  0«) 

=  — ^  cos  0-w  sin  0(1080  cos  0»  +1440  8in^0»  cos  0» 

+  405  +  50^  sin  0»  +  39OQ  sin  0') 
S^.«*»  Ö(1515+«30a  sin  0* +2520  sin  0*> 

»  * 


IIÄ« 
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Um  das  Gesetz,  welchem  die  s^efuudenen  Ausdrücke  unter- 
worfen sind,  besser  UberseheD  zu  köuuen,  wulleu  wir  dieselbeu  im 
Folgeoden  Bochnalfl  sviMiveBSlill««: 

=  —  ^  cos        *  810  ö 


4*y 

6* 

¥ 

d'y 

— 

d*y 

dx* 

d'y 
'  dx^ 

Himoe  ■eUietit  ■an  logleich  4af«h  ladnetioo,  dMp  allgenein 

•        •        *     -  I 

2n 

-H-^,  ein 


a.  s.  w 


+  ^«-1  sin 


und 


eoi  e-(iiH4)  sia  eM.-|.^.  rin  e» 

tii-4-1 

+      ein  ^* 

2n+l 

^Jtm^l  810  ®*»-* 
Ii*. 

Uoi  dieses  Gesetz  aligemeia  zu  beweisen,  und  zugleich  das 
irrtrende  Gcscfs  der  in  dieiea  Ponnelo  Torkonnienden  nnaeri- 

•eben  Coefficienten  za  finden,  wollen  wir  aus        und  ^/gg^M  ^* 


apective  und  j^j^  entwickeln. 
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Am  ilem  obigen  AiMilraeke  von        erhilt  mu  nialleli  su- 

vörüerst,  weoo  oian  von  Neuem  uach  a:  üiÜereatiirt  l«icbt: 


O.  I.  W. 


'  +6^,  sio  ö»  ' 

,    n.  8.  w« 

+  (2if  —  2)^„_-i  sin  02»-», 

—  cos  sin  ©j^^-H^i  0» 

*  2« 

2« 

\    '  '  '  •  ,  wo 

11.  1.  w. 

2« 

^At^x  sin  (d^^-^ ' 

Ä  _  _     2»  2« 

-^^r.^  OOS  e-(M-D  ain  0|2^.4^,  sin  0* 

a..s*  ^« 
«H^^MLi  sin  0»»-« 


Digitized  by  Google 


Ml 

*  2n 


4« 


Also  Ui 


i 

ii 
I 


t 


s. 

B 

f 

o 
o 

OD 
M 

S' 


+  +  + 

'S? 


f  ^  ' 


1^ 

s. 


e 


I 


S 


e 

OB 


I 


B 

«» 

+ 

A 
O 


TbfU  IIL 


16 


"oigitized  by  Google 


an 


.(4»-^l)  siD  cos  e'=2^Hh(4iii--^  — 1)  tiD  0% 

ond  folglich 


+ 


II. 
I 

o 


e 

A 


II 

-.  i 


•I' 


o 
c 


+  ■+ 

?  f 

+  + 


® 

i  i  i  ? 

?  ?  ?  L 

I  I  I 


>!f        >?  + 


:   \    P  +  +  +  i»^« 


1 


(9 


! 


I 

I« 

+  , 

'S 

+ 


s* 
«• 

OB 


'+  +  + 


p 

4 


'S 

+- 
?  ■ 

I 


'S 


I 


-  a 

HZ 

+ 
? 

I 


IS 
I 

Kl? 


i  g  5 


I 

»  t 


—  m  • 

Vergleichen  wir  dies  Mit  dem  Aiudnieke 


i  1 
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«+«^,  sio 

U.  fi.  w. 


*H-1 

-h^w^i  sin 


I 


erhalten  wi>.  di»  folgenden  GJei«huii|^i 

2IH-1     -  2n  2n  ' 

A^  =  (4»    7)^,  -+-.8-44,  . 

=  (2i»  -h  Z)Jn-2  —  2M«-i, 

« 

Mtttlit  welcher  die  numeriielien  Ceefficientee 
^Oi  den  Dttmerischei  CoefficienteD 

.  S»     2»  2« 

-'^i»  1 

lerecbnet  werden  können. 


•    Aus  dem  obigen  Ausdrucke  von  erhalt  luaa  i'erner  durch 

neue  DifferenlijitioQ  nach  or: 

+  5.4,  sin 


■ 

I 


2»i+l         _  \  COS  0  j— 


7^,  ein  6>«       (  ^ 
u.  t.  w. 


(2«— sio  02"-^ j 
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au 

ln-4-l  2n+l 


U.  ö.  w. 
2*4-1 

+  5^,  im 

u«  f.  w. 

+  (2«  — 1)^1,^1  no  6B»-»J 

-h^,  sin  0* 

.    ,  U.  8.  W. 


=ss— cos0-(*»*«cog0«(^„4-3^,  sin©» 

«»«4-1 
+5-4,  BIO  ©♦ 

U,  8.  w. 

2«4-l 


und  foIgUdi 
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Et  iil  ab«r  allgemmn 
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0 


Setzen  wir  ddu  analog  mit  dem  Obigen 

^^J^^-^^a)"^^-^^^^«*^  MTo  +  A  »in  0' 

+  ain 
,  -h-«,  ein  0*' 

U.  S.  W. 

H-^n  sin 

10  erhalten  wir  durch  Vergleichuog  die^eä  Ausdrucks  mit  dem  vor« 
hergehend^  die  folgenden  Gleichangens 
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4M? 


-2)  ^.^-5^„ 

2IH-1 

^,  =  (4ji 

-4)  ^,  +  7^., 

=  (2»     4)         +  (2» — 1  j^^i, 
ttittfefit  Weldier  ilch  die  mmeriieliea  Co«ffiei«iiten 

9(w4-l)      2(«-Hl)      3(M-H)      3(»H-1J  2(iM-l) 

oder  ^  ' 

2*1-1-3       3iH-3      2w-f-2      3n+3  2{H4 

-^O»         -^l»         -^SJ  ^gtmm»^^n 

9MM  den  nnmeritclieii  CoeffieientoD 

-^1»      "^»j      «^t»  •  ♦  •  -4»— I 

berechnen  lassen. 

Durch  dtts  Vorhergehende  ist  nicht  hioss  die  allgemeine  Gültig- 
keit des  bemerkten  Gesetzes,  iiacji  welcheoi  die  Ausdrücke  der 
DifferentialqiiotieaCen 

fortschreiten,  bewiesen,  sondern  es  sind  avek  nugleick  allgemeine 

Formeln  zur  recurrirenden  Berechnung  der  in  diesen  Ausdrücken 
Torkommeodea  Dumerischen  Coeffieieuteu  gefunden  worden ,  wobei 
nun  noch  die  Autiinduug  des  independenteu  Fortüchreitunffsge- 
setzes  dieser  Coefficienten  zu  wünschen  übrig  bleibt,  eine  Unter« 
snehnog,  SU  der  wir  wohl  die  bteer  den  Arcbi?«  aubufordem  uns 
«rUuben  möchten. 

Weil  nach  den  Obigen 

■in  Ö  =  — • 

ist,  und  0  zwischen  — und  +4??  genommen  wi^d^  so  ist  (iir 
a:  =  0  auch  6^=5:0.  Da  nun  nach  dem  Obigen 
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2«8 

-f- Bin  0« 

U.  8.  W. 

2« 

und  '    '  ' 

iSSi?w="~^^>**  CO!  eM4«+i)  Sil»  a  \A.^At  0» 

+Jf,  IIB 


ist,  so  ist,  weuD  die  Werthe  der  Differeotialquotienten  für  ^  =  0 
wie  gewöbnHch  durch  Eiuachliessnog  in  {^arentbeseo  jt^ezeichpet 
werden,  . 


Die  Werdie  der  DifferentiBlquotieDteo  für  ur  =  0  erbält  man  übri- 
gem gaoi  leiehrdnreb  BatwicIceluDg  von 

iu  eine  Reibe  uach  dem  binomischen  f^ehrsatze,  weshalb  wir  bei 
dieser  üotenracbung  nicht  länger  verweiieu. 
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XXVil. 

Ueber  die  Wurzelaasziebnng  aus  Binomiou  vwä 

der  Form  A-i-)/B. 

Herrn  A.  Göpel > 

niBcfUn«  - 


% 

""  '    '  n 

1.    Weou  man  den  Ausdruck  {a^[/d)  \/c,  wo  a,  6  uud  cm 
Mional  mi^  auf  die  «to  Pöteai  erhebt»  so  erhilt  mwx  nach  ge- 
böriffer  Sonderuog  der  rationalen  und  irraliooalen  Tbeile  einen 
Ausdruck  von  der  Form  -df  -f-  V^jff,  wo  jä  und  B  wieder  rational 
sind«  £•  kaaa  daher  die  Mte  Wurzel  Bancher  Ansdriieke  ^H-l/^il 

auf.  die  Ferai  («+ 1/^)  V^<?  gelmekt  werden,  wie  aelion  CInirant 

nnd.  Lneroiz  bemerkt  haben*    Da  aber  aneb  die  «te  Potenx  dea 

ff 

Ausdrucks  (^-4-^/^)  V c\/ö  «»J  dieselbe  Form  A'\-\/Ü  an- 
ainttt,  ao  kaan  die  «te  Wurxei        A'\'\/ß.  auck  die  Form 

{m-^-yif)  Vty^A  haben.  Mit  Berllekiiebtiguog  dieser  Perm  wird 
also  die  Ausziebung  der  «ten  Wurzel  aus  maneben  BinomioQ 
ji-^\/B  möglich  sein,  während  sie  den  Voraussetzungen  der  ge- 
nannten  Scbrifrstcller  snfolge  für  nnmögUch  erklärt  werden  mitsste. 
2«  Ist  nun  also   >  • 

SO  folgt  aus  der  besiehUeken  Gleichheit  der  rationalen  nnd  irratio* 
nalen  Tkeile  auch  > 

und  ans  der  Ifnttiipücation  beider  Gieicbnngev 

»  —  ^  =  —  (a»  —  ^J» 

Die  Zahl  A*^B  wird  also  in  swei  Faetoren  serlegt  werden  kön* 
nen,  von  denen  der  eine  («* — bY  eine  mte  Potenz  ist  und  der 
andere  —  c'^  nicht  Sondert  man  daher  ans^**^  dioFactoren 


•)  {m^\/k)  ViTW  wurde  nicht  allgemeiner  i)nn.  < 


Digitized  by  LiüOgle 


Leraus,  au8  deren  Inbegriff  sich  die  nie  Wnrzel  ziehen  lasst,  iq 
findet  sieb  leicht  der  ÜDrigbleibende  Factor  — und  demnächst 
auch  c\/lf.  Nachdem  dieser.  gefiiDdeii  ist,  wird  mao  dttrch  c^b 
dividireo  konneD  und 


erhalten 5  woraus  folgt,,  dfss  — nach  volitührter  Division 

wieder  die  Form  annimmt,  so  dass  es  sich  nur  noch 

darum  handelt,  die  nte  Wurzel  dieses  Uuotienteu  -l^-^y^B^  auf 
die  Form  zu  bringeu.    Das  eben  augedeutete  Veriahren 

ergiebt  nämlich  die  Rednction 

^      Bs  findet  sich  i.  B.  für  1/|54  «l«'  Ausdruck  (g)* 


"  »        .  I**/  ' — 

3.    Wenn  in  dem  Ausdruck   k       -4-  die  ßuchsUlieu 

und  ^1  noch  Brüche  sind^  so  lassen  sich  de^en  Nenner  ver- 

■ilAelst  der  fcekniintiBn  llegebi  ■iwwrlfclb  der,W«caelzaichen  hin- 

•nsschaffisii  und  nan  bat  dann  . 

wo       Q  und  iV  ganze  Zahlen  sind» 

VermitteUt  dieser  Omformang  wird  a.  B. 

•  g    '    *'  *  '  ^ 

K  9  -I-  V/80  zurückgeführt,  da  sich  |/y  4-  |/^  =  {V/*^|/» 

ündet. 

Diese  Umformung  kann  auch  an  dem  Ausdrucke  f/t  ~h  \/6  aus- 
geführt gedacht  werden.  Bedeutet  aUu  von  nun  un  jeder  Bucli- 
stabe  eine  ganze  Zahl,  so  wird  sein:  < 


'wobei  offenbar  angenommen  werden  darf,  daaa  äsi*,  ff  and  kei- 
nen geaieiDschaftlicbeD  quadrattecboD  Tbeiler     babea»  weil  fODit 

der  Bruch  ^^^J  durch  a  ffeiiobeo  weideu  könnte«   £s  kommt  da- 
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3»1 

kw  wn>  BO«ii  <laraa{  an,  die  nU  Wurzel  dea  ganzuhligen  Aas« 
dni«ka  P+        «nf       Bruchforn  -  ^    -  «uriicksiifalrran. 

■  fltvr  tteiU  aieb.  alim*  die  Frage,  «b  da«w  i»fe  War^l  «iif  eiiMS 
ächten  Bruch  (wo  p'>'l  ist)  führen  kÖoDe»  oder  ob  p  nicht  viel- 
leicht nothwendig  der  Einheit  gleich  sein  müiee.  Blne  deefeiiiig« 
IJoters&cbuDg  führt  zu  dem  folgenden  Satze. 

4.  LeAr$ai»,  Wenn  die  j»te  Potenz  des  ächten  Bruches 

3)  or  und  %  ungerade  and  4>' «  durch  3^  theilbar,^ 

•Beweis.  Da  /'+V/ä=<-^:^  «M  P-l/«=?^. 
um  folgt  durch  llnUipUcatioii .  i  VT 


Eft  ist  also  ^^y,'    gleich  einer  ganzen  ^6abl  x,  mithio  — 

and  ffz=z4?^ — ^?'*»    Hieraus  geht  hervor,  dass      und  jt  keinen 
gemeinsehftftlichen  Tbeilcr  haben,  indem  sonst  o;*,  y  und  einen 
quadratischen  Theiler  haben  würden,  was  nicht  der  Fall  ist  (3).  Fer- 
ner geht  ttua       — (^^Ä*»  hervoi^,  dasa  der  rationale  Theil 
der  Mten  Fotenz  keine  ganze  Zahl  aein  kann,  o|ine  dasa  ea^afch  - 

Ans  der  Addition  jener  beiden  Gleichoagen  eigkht  sich 

•  ^  

 +  (j?-r  V^y)»  _  (a?-HV^^'— J»^)"-h(j^— ^y'r-jg'»)^ 

und  weun  der  rationale  Theil  von  — p-Ay-  entwickelt  . 

und  nach  Fotenzen  von  p*x  geordnet  Wird: 

; 

wo  «o,  «j, . . .  offenbar  ganzzahlige,  nur  vön  abhangige 
Coeffizienten  sind.  Da  nun  alla  SUeder  des  Zähtera  ausser  dem 
«teo  durch  p  thellbar  sind,  so  wird  das  erste  es  gleichfalls  sein, 
llan  findet  es.  aber,  wenn  man  in  dem  Ausdruck  für/',  «=0  setzt; 
nämlich  ao'^^^"^^^-  wird  also  2«-!^»»  und  daher  auch 
2^—1  durch  theilbar  sein,  weil  jt  und  p  keinen  gemeinschaft- 
licher Factor  haben;  folglich  muss  ;;  =  2y  gesetzt  werden,  wo  a 
keine  andere  Factoren  als  2  haben,  aber  auch  der  Einheit  gleich 
sein  kann.   Wird  2g  für  p  gesetzt,  so  ergiebt  .sioh  -  • 


Nun  behaubte  ich,  dass  der  Zähler  dieses  Bradiei,  noabhingig  van 
den.  Werthen  von  ;g  und  y*g  durch         theilbac  ist.   Wird  näm- 
lich (^-^Va:^     4flr y^^ßm-^ ßay\»^ V*  ««»Sl^ 
sind  ttm  und  ßm  daw*  dagegen  Um-^ßm»  durch  theil- 

bär,  so  werden  die  nämlichen  Bedingungen  tiir  um  « 
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stattfioden;  d.  L.  es  werden  am+i  und  ßm+i  dareh'8*t  dagegli 
Om^i+ ßm^uc  darch         theilbw  sein.  Denn  da 

ist,  so  findet  sich 

OaH-i  -|-/?»^+.^Är =Zr(««  4-  ßt^a;)  —  ^ßmg^*% 

woraus  die  Richtigkeit  der  Behanptang  erhellet.  Nun  iit  sber 
«1         ß^  =sl,  a,  und  daher  a,  und  /?,  dureb  2* 

oder  1,  dagegen  -\-  ß^ar^^xth  2*  oder  2  theilbar;  folglich  i§t 
auch  wirklich  Um  und  ßm  dorcb  8^1^  daher  anch  Om  und  J&  dufdi 
3^1  theilbar. 

Ifocli  AttfheiHUig  des  Factors        hat  «an  also 

Bier  sind  wieder  alle  Glieder  des  ZiUilers  ausser  dem  ersten  dnrdi 
ff  theilbar;  also  ist  es  anch  das  erstem  was  nicht  anders  ststtfindei 
kann,  als  wenn  qz=^\  ist,  indem  ^  nnd -idr  keinen  genelsacbsft- 

liehen  Factor  haben.    Bs  ist  folglich 

1)  ^r=2,  weil  pz:=.2ff  gesetzt  worden  ist 

2)  y=^*  —  4»,  wegen  y=ar* — 

3)  £C  ungerade,  da  es  keinen  Factor  mit  /»  =  2  genieiü  bat;  und 
auch  %  uDgerade,  weil  sonst  alle  Glieder  des  Zählers  von  P 


^)  Das  bis  hiefaer  fiewiesrae  lisat  sich  Tie!  knrser  mittelst  der  folgesdce 

Schlussfolgerungen  herleiten.    Aus  (  einem  gaouabiigea 

Attidrucke  P    \/Q,  ergeben  sich  der  Reihe  nach  folgende  ganis 

iea  :  ^"^^^f  ^"^"^  (gante  Zahlen  allefdings  nieht  Im  Siase 

Textes,  in  welchem  sie  vielmehr  ächte  Brüche  genannt  wurden,  flos- 
dem  ungefähr  im  Sinn  der  Congruenzentheorie,  in  welcher 

(mod«  13)  gesetzt  oder  mit  andern  Worten  *  ganze  Zahl  be* 

^a  ft 

trachtet  wird);  ferner  deren  Product  sssx,  daher  y  äot'  — 

ferner  ^ —  oder        ■      oder  — ,  insofern  ■ '  ^  " 

als  gsnss  Zahl  anzusehen  ist^  daher  pssZi  ferner  endlich 


Da  jedoch  die  Principieay  auf  denen  diese  FoIgeruuKeu  beruhen,  flsdi 
nicht  als  elementar  betrsehtet  weiden  d&ifen,  Tbl  ^elMcht  kaum  acbis 
berührt  worden  sind»  so  sttg  es  genügen  belfiiiQg  dsrsaf  Idogidists^ 
XU  haben« 
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durch  den  Nenner  2  theilbar  sein  würden,  daft  ertte  .r*  aber 
niclit;  mitliln  auck  der  ganze  Zähler  nicbC. 
Eodlicli  ist  jetzt 

Da  nun  .r",  .^«—2^,  .  bezielilich  von  der  Form  2r  +  l, 

1,  "Zr^      if  •  .  • .  sinds  >o  geht  dieser  Ausdruck  dadurch  io 

ttber;  dmbalb  ist  ^-f-^.» -^  ^^ ■  -  ^^^^  ^  p 
jr=l»  Jissl  eine  gaose  Zahl,  nSoilfeb 

Wäre  nun  n  yon  der  Form        =i:  1 »   so  hätte  man  weiren 

la  beiden  Fällen  würde  der  Ausdruck  für  P  ein  Bruch  werden; 
was  jedoch  nicht  der  Fall  ist»  weno  its^p  iit^  denn  man  hat 
dtton 

Folelich  ist  4)  «  durch  3  theilbar;  womit  der  Lehrsatz  vollständig 
erwiesen  ist. 

Da  allen  Bedingungen  Ittr  die  Gansiabligkeit^^aügt  worden 

ist,  so  gebt  zugleich  hervor,  dass  der  Uiuch   ^ — ^  unter  den  im 

Lehrsatze  angegebenen  Umständen  in  jeder  Zmttn  Potenz  einen  • 
ganzzahlic^en  Ausdruck  liefert.   £s  sei  z.  B.  a?=7,  »  =  11,  also 

y  =  5,  so  hat  man  '  ^ 

'     .  .    (i:i^)»«  =  (56 +  191/5)-, 

5.    Dast  die  kehie  Bmbforn  haben 

kann,  wofern  nicht  u  durch  3  theilbar  ist,  bat  soviel  ich  weiss 
noch  Niemand  erwähut.  Dass  für  4»  =  3«i  der  Neoner  p  auch 
gleich  %  sein  kann,  erwihot  Clairaut  für  den  beeondern  Fall  der 

Cubikwurzet  und  beweist  es  dadurch,  dass  er  die  Wurzel  1 — ~ 

I  /— .  1*  f 

annimmt^  die  Ausdrücke  für  P  und  V  Q  ihrer  ganzen  Länge  nach 

entwickelt  und  dann  vermittelst  der  bekannten  Criterien  derTkefl« 


Digitized  by  LiüOgle 


iM 

bwrkeit  erst  pr=r:.q  und  deranacbst  p  —  %  findet  Phen  dies  Ver. 
fiibren  liesse  sich  aucli  für  ein  all|^emeine8  n  atiweuden.  Indessen 
dürfte  die  li^otwickeliini^  der  Cocfficienten  in  dem  Ausdrucke  tür  P 
(welche  bekanntiicli  mit  der  Entwickeluog  von  coä  mct  nach  Po- 
tenzen von  coä  a  ideutiscll  ist)  vom  elemeDtaren  Staudpunkte  aus 
ihre  SchwieriffkeileD  oder  gar  L'uniöglichkeiteo  babeo.  Da  es 
Überdies  itir  SmxÜ  «DkoMt,  den  Wcrä^von  UDd  dieTheilbar- 
keit  d«r  G««ffioi«ttM  4a,,  durcli        Mclttuwmssn,  uhI 

da  es  ferner  wettieinfaelier  ist^swegeoi  der  Savoi^  l-l-^,-^-^,^-.» 

+ l/V)* + ~  \/yY* 

auf  den  gescblossenen  Ausdruck  —  zurückzu- 

gehen,  als  die  iinhegränzte  Reihe  der  ausg-ewertheten  Coeflicieoteii 
1»  •  •  ZU  suDimircu ,  so  ist  dieser  Weg  zum  Beweise  des 

Leitrsttties  (4)  nkbt  gewäbit  worden* 

6.  Mit  Hiilfe  dieses  Le]iraats«s  wird  es  oud  leicl^t,  d^s  ¥si  ^3} 
unterbrocbeoe  Verfiibren  ziir  Ausziebung  der  «iteD  Wurzel  aus 
P-\-\/Q  lor  beeadigeii)  wemi  6, positiv  isi  Da  Mmlicb 
snfolge 

|//>+l/^g=^^"*^^^  (oder  ^ -h  i/'y)' 

C^i»—  »/«  €=£^^  («der  l/y) 
ist»  aa  folgt  Jiieraaa  durah  Additiea,  dasa 

l//*-!-        +  l//>— ^  (oder  2a )  . 

jedeafalls  eine  ganze  Zahl  ial;  wofero  die  VVurzelaassielisng' 
überbani^t  im  ratiooalea  Ausdrücken  möglicli  ist  Gai  den  ratioaa* 

00 

len  TbiMl  der  Wurzel  —  (oder  .r)  zu  linden,  darf  man  daher  uur 

t*ene  Summe  der  »ten  Wurzeln  bis  auf  die  Einer  genau  berecbneo. 
liezu  ist  über  erfurderlicb,  dass  jede  einzelne  #/te  W^urzel  bis  auf 
halbe  Einheiten,  d.  h.  bis  auf  0,5  oder  am  besten  bis  auf  die  erste 
Decimale  genau  berechnet  wird,  weil  bicii  durcb  die  Addiuon  beider 
Wertbe  die  Fehler  verdonpejn  könnten.  Wenn  die  so  gefundeoe 
Zahl  hei  i»=3«i:^l  nicht  fferade  sein  sollte^  sa  hraucht  nso 
nicht  weiter  au  geben,  indem  dann  die  Unmöglichkeit  der  Wnisel- 
anssiebong  in  der  aagenommenen  Form  elnleacbtet.  In  allen  an- 
dern Fallen  hat  man'4aa  geftindene  Resatlat  durch  2  au  Iheilea, 

um  den  rationa  en  Tbeil  —  (oder  a:)  der  Wurzel  zu  haben.  Des 

irrationalen  Theil  findet  man  dann  aus  .dar  Ciieichung 

yss^T*  —  4«  (oder       —  »}.  ; 

Ob  der  80  g(Bfnndene  Ausdruck  wirklich  die  w/tt  Wkrkel  aas 
l/'Q  isl>  nuisB  onmitlaihar  durah  lürliehang  aar,  s>ren-  Poteos 

entscbieden  werden,  da  das  angegebene  Verfahren  nur  auf  der  \'or- 
aussetzung  bemht,  dass  die  Worzelaufaiehung  ilherhanpt  mög* 
lieh  ist.  . .  -  . 


♦  I 
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i  S    5  5 

I  Die  Wafs«laiisiiel»iing  ni  iilto  «DOidgKct. 

Ferner  W4l»-^2»>t. 2«—  I  =  ä,  3^=sa?*— «  =  ! 

5   

Dass  Don  1  +  1/2  wirklich  die  |/^41  +  29V/2  Ut»  seigt  eieli  ent 
darch  Krbebuog  inr  5teD  Poteni. 

UL  l^ial  +  V/93]I29  +  V^24i  —  V^933S^  r=  V/461 ,9  + 1/0,1 
I  .       ,     =3,4  +  0»d=s4=2^. 

Dann  i/2:M=  ^&3329  =  2=:s,  y=a:»— «=2.  Aber  (2+^/2)» 
ist  gleich  23»  +  ]/^!^  und  nicht  gleich  231  +  ^/53329.  Aus 
dieieai  leteteren  Binomiun  tiast  sieh  wo  keiae  5te  Wurzel  xieheo. 


t    s    s   ,  '  ^ 

IV.  1/9+4 V/5+ 1/9  —  4^  j = 1/ 18 . .  +1/Q, .  .= 2,6+0=3=0:. 

FcTMr  l/t*  — 4*  .53»!»»^  |P8E:Ay»^4«ss5».  Httd  et  ind«! 

«ch  wirklich  (^^^^)«  =9+41/5/ 

-  t 

1     ^«+1/35+  |/6^V/3i&^|/11.9+  i/0,1 3s:2»3+0,4ssS35^. 


r 


Ferner  1/6»— 35  =  1=«,  y  =  a?»— 4»  =  5,  Es  findet  sich 
iler  (^^i|^)*as:9+4V/5  ued  eiebt  =6  +  l/S5«  INeser.Aiii- 

^nick  liat  also  kcioe  Cubikwurzel  vuu  tier  gegebeueii  k  urm.  : 


4 
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XXVlIf. 

Novi  alicujus  theorematis  arithmetiei  commen-^ 

tatio  aoalytica. 

Auetore  . 
Friederico  Arndt 

.  rnun^ru  schol.  Cand«  Grypb*  * 


NeraiDeni  fugit,  pernvltii  «4  co^neieiiteB  biooaiale«  soectaiiti* 
bo8  propositiooibiis  similia  leipoodere  Ihcoremta,  qnse  «a  qnanti- 
täte»  Imjas  fornae  ' 

pertinent,  ita  ut  iilas  es  kU  taa^uM  ex  älHori  faata-MBcara  Ii« 
^  ceat,  quo  loeo  ü,  Jk  Bant  qaaata  qnaelibet^    Tero  nnaienia  integer 
paiitivuB. 

Quum  igitur  Iiis  rebus  studerem  qnumque  intelfexissem,  dehinn- 
strationem  theoremtitis  Tvagran^iaoi  ad  summam  quadratorum  coefU- 
cientiam  biuuttiialiuiu  pertiDeotis  non  peti  a  geometris  (!x  illa  forma 
coQsideraDda.  tale  tbeorema  ex  quo  iliud  ipsuui  uiauareti  statim  io 
meotem  veoif;  quaerere. .  Quod  quidem  ounc  ia  prompta.  eat  itoque 
eaaneiari  debet; 

i 

Designante  up  quantitatem  supra  commemorataai ,  demoastran* 
dam  Dobis  pruponioias  aequatioaem  haac 
k  i  ^  k  k 

.  nbi  denatat  m  annerDoi  iate^am  pasitiTum  ipso  p  aaa  majores 
atqve  Mj»  coeOidenlea  binaniales  priiaiiaii  lecaDdaai 

t^tiam,  etc.  pro  expooente  ai.  .  ^ 

Primuia  taeile  patebit  eiBe 

nnde  naBat 

*  h  k 

Deiade  habetur  sioiili  nado 
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•     *  *  * 

*  *  k  ' 

{n  +  k)p^\  ==  («  +  2it);^,  —  ^(if  -f-  2>C.);,_2, 

quibus  aequationibus  cum  prima  collatis  prudit 

2.   J»^  =  («4-2^)^-2^»  +  2X.);^i  +  ^>(«4-2X.);^2. 
Porro  simili  modo  habetur 

k  h  k 

(i»  +  2/r)^2  =  («  H-  3^);_2  —  k\n  -\-  Zk)p-t, 
quibus  aequationibus  cum  secunda  collatis  prodit 

3.  +  3^);,  —  3^»  +  ^h)p^X  +  3it'  (il  +  3>t)  ;,_3 

Jam  ex  bis  lex  patebit,  ex  qua  termioi  sint  conformati;  ut  vero 
theorema  in  ffcnere  probeturj  afisumamus  verum  id  esse  usque  ad 
limitem  queudam.    Sit  igitur 


h  k 


k 


eritque  simili  modo  ut  autea  « 

*  *  k  ' 

.  +         — l)Xrjp  =  («  +  «,X);,  —  ^(»-t-|W>&)^j 

\n'^\^m  —  \)k\p-'i={n-^mk)p-2  —  k{nX-mk)p^^ 

....    etc.-,  _  etc. 

^-  —         •  •  ' — ' '    .    ^  .    ^    vii  --.^o 

undc  per  substitutionem       *  ^  U  «; 

.       »;»  =  (/*  +  «W^);,—  l)i-M!^(«  +  JW>t)p_i 

k 

Jam  yero  est 

Theü  III.  j-y 


(••-i),4-(«-i),=«i 

etc. 

quod  facile  perspicieUr,  ergo  erit 

Quati  lf^  iptur  i>ro|*ositio  ii^et,  si  factorein  i|»sius  ^  accipias  «i  — 1, 
ctiun.  valcbit,  s'i  m  quuntUatis  »—1  loco  pODBS.  Valet  autcm  pro 
X;,  2/-,       ideoquei  iD  univerBiim  wa  «rit.  /    ;    i  ^ 

Habeoins  igiiur  •     •     ^       '     .  , 

ex  qoo  Mquidir  poiiMd^ 


•  •  • '» 


Tel  81  —    ficribuB  pro  ßs  , 

•  .  . 

....  H-^^»— m 

etproü^sl 

^1        ~i        -1  .         -1  .  . 

1,   (q  +  m)p  =  gp-]rm^gp^\-\-m^(/p-2-\r     ' ' 

dtto  loco  ex.  gr.y;,  desi^Dere  ^oefficientem*  binomialem 
pro  exponentc  q  perspicauat  c5lt>  qaft  rc  iDdiccm  —  1  omittamus. 
^aandf  deiiique  aceipitor  iq=zm=p  prodibit  aequatio  baec 

(^)p=pp'^p^  . Pp^\ -^P%  .p>-a-h . .  •  • 

quunique  sit  =/>o  =  1>  Pp~l=Pi9  Pp-2  =  P%i  ^t^»  Po=Pp% 
manilesto  habetur 

qnn  neqnatioD^  exbibetur  tbeorema  Lagraogianum,  de  quo  supra 
seriuu  erat.  .       «    .  •  , 

Scrib.  (iryphiae  d.  5.  m,  Aug.  a,  "HDCCCXLII. 
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üeber  eine  Eigenschaft  des  Kreises.. 

■ 

Voo 

dem,  Herausgeber!  \ 


Die  Gleicliong  dfti  KieilM- in  %ezog  auf  ein' b^Udbigfls  reeht- 

wiokliges  CoordiDateosystem  6er  a:y  ist  bekaootlicb ,  weno  r  den 
Balbmesfer  beseichoet  und  «r»  ^  die  Coordinatea  des  Mittelpunkts 

iN;      *  »    •   -  '  •  / 

Wenn  also  or,,  y, ;  ar,,  y,;  or,,  ;  o:,,  die  Coordioatea 
mt  beliebiger  Punkte  dieses  iLr^ises  siiid ,  s*  hafceD  wir  die  viev 
folgenden  ^eiehnDgen:  * 

f(.z', -«r)--h(y,  — />)*==  r»; 
weiche  aucb  unter  der  ^olgendeo  l-orm  dargestellt  werden  können: 
i  a?, »  Hr  y, »  —  2ir^,  —  2Ay^ = r»  -p-  a»  —  Ä»,  ^ 

^  jor,^  -hy,  ^  —  2flr^,  —  2^,  =r»  —  Ä% 

Sellen  wir  jetzt  der  Kdrve  wegen 

/i  =       i^t  —  ^^Vz  -h  (^4  —  ^i\yx  -H  (ät.  — ^,)y4» 

i/i  =     (*i    ^»)y4H-     —  ^4)yt    (^4  —  ^1 

oiier,  was  dasselbe  i&t: 


5) 


— y4)^«  +  fy4 

— yt)«»^-(y,— 

-  y,     +  Cyi 

-ya)•«'4+(y3— 

—  yO^a-t-Cyi- 

17 
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so  ist,  woTon  man  sicii  dardi  gans  einübe  Reehnang  leidit  ftb•^ 
zengeD  kann: 

Multiplicirt  man  also  die  vier  Gleichaogan  3)  aacb  der  Reibe  mit 

f\*'f2->'fz^f\^  und  adiirf  dieselben  dann  zn  einander,  so  erbälk 
man  wegen  der  Gleich ungeu  0)  auf  der  Stelle  die  Oleicbuog 

7)  05Ä(Äf,*-l-y,»)  |(^,— Ä?4)y,+  (^4  — 4?i)jr«| 

-f.      » -f-  y, j (^i  —  ^,)y4  H-  (-«^2  —  -^4 -h  (^4  —  -^1  )'/2 1 

—  (^4*-i-y4*)        ^•)y»-+-(^t—*i)y.+  (^i—'a?i)yil 

oder  nncb 

8)  0'=  (4?,» H«y,  •)  |(y,  —  y*?^,  +  (y*  —  y»)^.  Cy,  —  y,k4l 
" ' '  —  (^a'  -t-y»')  l(y4  — yJ^.  -h(yi  —  y,)-''4  +  (y,  —  ^4)-^!! 

-h  (^,''  H-  y, ')  l(yi — y»)^4.+  (y.  -7  y4)-^i  (y4^yi)^»t 

—  +y4»)      — yi)Är,+(y.— yj^il* 

Dtea  ist  eine  allgemeine  Relation  zwiscben  den  reehtwinkligen  Ga> 
erdinaten  vier  in  einem  Kreise  liegender  Punkte.  r 

Tim  nun  die  geometrisclTp  Hcdeutuns:  der  in  dieser  Relatina 
vorkommenden  Grössen  zu  er  lursclieu ,  wollen  wir  jetzt  dje  vier  in 
dem  Kreise  liegenden  Puukte,  deren  reclitwinklig-e  Coordinctten 
•*"i>  Vx  t  «^a»  y»'  yi  i  ^4»  y4  i>iüd,  respective  durch  -^ij,  -^tt 
A^,  A^,  den  Anfang  der  Coordinaten  aber  dnrcb  ü  beseicbnea. 
^Dann  ist  aavörderst  bekannliieh 

Ferner  wollen,  irir  die  fibrigena  acbon  oft  bebandelte  Anfgabe:  die 
FlScbe  einea  Dreieeka  dnreb  die  recbtwinkligen  Coordinaten  seiner 
Spitzen  auszudriickett)  vollständig  auflösen»  weil  wir  bei  derselben 

über  dris  Vorrpiclien  des  Ausdrucks,  den  man  für  die  Flache  des 
Dreiecks  gcwalmlicb  zu  j^oben  pflegt,  eine  Bemerkung  zu  inacliea 
baben,  welche,  wie  es  uns  schemt,  sehr  mit  IJorecht  ntcbt  immer 
gehörig  hervorgehoben  wird,  ^  '    -  ;  • 

Die  Spitnen  des  Dreiecks »  deasen  ffeanebten  Flacbeninkalt  wir 
durch  A  beieicbnen  wollen,  seien  vnd  ofiiPi* 

ysi  ys  aeien  deren  Coordinaten  in  Reaug  auf  ein  beliebi* 
ges  rechtwinklig-cs  Conrdinatensystem  der  a:^».  Offenbar,  wird 
man  immer  ein  dem  primitiven  Systeme  der  arf/x  paralleles  Coordi- 
natensystem  der  a^y'^\  dessen  Anfang  sein  mag,  so  annehmeB 
köuunen^  duss  in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  der  Spittcn 
^i,  A^,  A,,  welche,  durch  ;  a/^,  y,;  ar'„  y',  beaeicbaet 

werden .  mögen  I,  aämatlich  positiv  sind.    Retraahlen  wir  nun  9  Jv 
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jetxt  immer  dieses  letztere  roordinnteTisyiteni  io's  Auge  fassend, 
zuerst  deo  Fall,  wen«  der  Funkt  zwischen  den  Ordinalen  der 
beiden  Punkte  ^|  und  liegt,  «c»  können  in  dieBem  ersten 
Baaptfalie  offenbar  blora  die  vier  vencbiedenen,  in  Ta£  IV.  Fig.  5. 
dargestellten  Nabeiilälle  Statt  finden,  -in  de«  cnten  dinier  fier 
Pilte  iit»  wie  angleicb  erhellen  wird, 

iu  dem  zweiten  Falle  ist,  wie  eben  so  teicht  erhellet. 
In  dem  dritten  Fülle  ist  unf  ähnliche  Weise 

=  -!(«'.—  «'.)y;i  +  («'.  —  «'.)y'»    (^«  -  |. 

Endlich  ist  in  den  vierten  der  in  der  Figur  dargestellten  Pille 

Folglich  i»t  überhaupt 

wo  im  ersten  und  dritten  Falle  das  obere,  im  zweiten  und  vierten 
Falle  das  untere  Zeichen  s^onommen  werden  muss^  d.  h.,  wie  leicht 
•  in  die  Augen  fällt,  man  niuhs  das  obere  oder  untere  Zeichen  neb-  . 
men,  jenachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  durch  den  - 
Punkt  zu  dem  Punkte  A^  zu  gelangen,  nach  derselben  Riefa- 
tnn|f,  'nach  welcher  man  sich  bewegen  nnss,  um  von  dem  positiren 
'Pheile  der  Ane  der  ^  dnrch  den  rechten  Winkel  (aay)  hindurch  zq 
dem  positiven  Theüe  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der 
entgegen fft^'^ptzten  Richtung  hin  bewegen  muss.  Wenn  der  Punkt 
A^  zwischen  den  Ordinalen  der  Funkte  A^  und  A^  liegt,  so  ist 
nach  dem  Vorhergehenden,  indem  man  die  Coordinateu  der  Punkte 
A^  und  A^  gegeneinander  vertauscht, 

eder»  was  dasselbe  ist, 
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WO  das  obere  oder  untere  ZeicbcD  zu  nelmion  ist,  jcnacbdem  ntau 
,  sTcli,  um  von  dem  TiüikN;  ^^f,  durch  den  Punkt  yi ^  xu  dem  Punkte 
^  zu  gelangeti,  auch  derseibeu  Kicliiuug,  nacli  weicher  ma.n  sicli 

bewegen  umms,  um  von  dem  jposiHYeD  Theile  der  Ax«  der  je  dnrcli 
dea  reebten  Winkel  (a^y)  bindordi  tu  den  fNNntwen  IMIe  dtr 
Axe  der  y  xa  gelangen,  oder  nach  der  entgefenginebBtan  Ricbtunr 
hin  bewegen  muss.  Weil  nun  aber  die  RicJitung  von  durch 
7.11  der  Riclituns^  von  durch  xu  A^  offenbar  eatge- 
geogeseUt  ist,  so  ist  augenscbeinlicb 

wenn,  man  nur  dax-tobere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdea 
man  sicli ,  ttm  von  dem  Ponkte  A^  durch  den  Punkt  A^  zu  dem 

Ptitskto  A^  zu  |2:el:iri«xcn ,  n.trli  derselben  Rirlitun«?.  nach  welcher 
mau  sich  hewejrci)  muss,  um  i  on  dem  positiven  1  heile  der  Axe 
der  durch  den  rechten  \V  inkel  {^vt/)  hiridurcL  zu  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  //  zu  gelaugeu,  oder  nacli  der  entgeffenffesetz- 
ten  Riehtung  hin  bewegen  xiotB.  Wenn  endlich  der  Punkt 
Xwixehen  den  Ordinaten  der  Punkte  ^:!,  und  vi,  liegt,  io  ist  nach 
dem  ersten  der  beiden -vorhergehenden  Fälle,  wenn  mau  für  x',, 
y'x ;  y'.i  tf%  respective  o:',,  y,;  ^„  ät',,  y,  setxt, 
offenbar 

oder,  was  dasselbe  ist; 

2^  =  ==F  K«^''»  — -^'^lyi  +(-^; » —^^\\y\-^{^\  —  ^^2)y'a|j 

wo  das  obere  oder  untere  ZeiciHMi  genommen  werden  muss,  jcnacb. 
dem  mau  sich,  um  vou  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A^  £U 
dem  punkte  A  ^  zvl  gelangen,  n^cb  derselben  Kichtung,  nach  wel- 
cher man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positives  Tbeile  der-Axe 
der  a:  durch  den  rccnten  Witikel  (jpy)  hindurch  xffl  dem'' positiven!* 
Tbeile  der  Axe  der  y  ta  gelaogtsn,  oder  nach  der  entgeffengesetz» 
ten  RichtuDS^  hinhewegen  muss.  Weil  rnin  aber  die  Richtuuff  von 
A^  durch  zu  A ^  oflonbar  mit  der  Hicbtung  von  A^  durcn  A^ 
zu  A^  völlig  einerlei  ist,  so  ist  ' 

«A = =F  1       -  -4-  ix^,  -  ^, {a/,         Jy',  | , 

und  Hl.  dieser  (ileichuug  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
*mea,  jenaekdem  m^m  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durdi  den 
Punkt       XU  dem- Punkt«!  A^  xu  gelangen,  nach  derselben  Rieb* 

tung,  nach  welcher  mau  sieb  bemtegea  muss,  um  von  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  a:  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch 
XU  dem  positiven  Theile  der  Axp  der  y  zu  gelangen^  oder  nach 

der  eurgegcnoi  sttzien  Hichtung  Inn  bewegen  muss. 

Nehmen  wir  uuu  ailes  V orbergeheude  zusammen,  so  ist  m  vol* 
liger  AUgemeiohclt  «  ' 

aA = T !(«'.-«'.  y. +(*'.-«'.)»<. + — I . 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Z(  i<  hen 
nimmt,  jeuachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  Ai  durch  deu ' 
-  Punkt  JT,  XU  dem  Punkte  A^  zu  gelangen,  nach  siersel heu  Rich- 
taug, nach  welcher  mau  sieb  bewegen  maxs,  um  von  dem  posltiveu 
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Th«ne  der  Ajm  der  Of  durch  dM  rttditMi  WiaJ^el  (ory)  ktudiirrii  zu 
dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  %n  gelangen«  oder  nach  der 

eirtgegcni^pscfrtrn  Rirlitunp;'  Iiiii  Lcwci^cn  miiss. 

Bezeichnen  wir  jHit  die  Coordioatcn  des  Anfant^gpnnktes  des 
äecundarcn  Systems  der  ar'i/'  in  Bezuff  auf  das  primitive  Svstem 
der  a;t/  durch  so  ist  uacli  der  Lehre  von  der  VerwaudiuDg* 

der  CooDdinaten  bekanntlich  in  TöUiger  AilfipcmeiDheit 

-  ♦         .  • 

oder  • 

und  folglich 

«'i  =  ^1 —    y*!  =yi  —  *5 

— y*,  =yi  — 

Also  iät  nach  der  vorher  gefondenen  Gleicliuug  . 

•  —  er)  —  (ar^  — a)]  (y,  — ä)> 

+       —  «)  —  (or,  —  «)]  (y,  — *)i 

oder    •  '  •  ' 

vod  folglich,  weil' 

'aho  auch  *  ' 

iil;  hl  Tölliger  Allgemeinheit 

wo  man  das  obere  oder  nntcre  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jeuaclidem 
man  sich,  iim  von  dem  Punkte  -7,  durch  den  Punkt  ^i,  zu  dem 
Punkte  Jf,  zu  gelangen,.  Du^h  derselbeu  Uichtung,  nach  welcher 
man  pich  pe^egeji  piupB».  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axv»  der 
durch  dee  rechte«  Winkel  (^y)  hHidiifch  m  dem  positiviMi.Tbeile 
der  Axe  der  ^  xn-^gelMigeii,  oder  Mch  der  entgegettgesetden  Eieh* 
timg  hin  bewegen  miHis. 

Kehren  wir  nun  wieder  zu  dem  oben  betrarhfeteM  Falle,  wenn 
die  vier  Punkte -^1, -i',,^!,,  ^4  in  einem  Kreise  liegen,  /Hi  ick,  und 
nehmen  an^  dass  dieselben  in  dem  Kreise  nach  der  Ordnung  der 
Zahlen  1,  2,  3^  4  auf  einander  folgen,  so  sind,  weil  keiner  dieser 
Packte  innerhalb  des  durch  die  drei  andern  hestioimten  Dreiecks 
liegt,*offenbar  die  Richtungen,' nach  denen  man  sich  bewegen  nuss, 
um  von  durch  ji^  zu  von  ji^  durch  ^9  ZQ  yon  J, 
durch  .4^  zu  von  ^4^  durch  ^7,  zu  yi ,  /n  üfclungen,  nicht  von 
einander  verschietlcu ,  und  nach  9)  ist  foiglici'  nut  Beziehung 
der  ober»  und  untern  Zeichen  auf  einander  jederzeit 
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^A^4^j^i  =  =F  t(^i  —  ^a)y4  -H  (^a  —  ^«ki  -i-  (^4  —  ^i)y»l> 

2^J,A^A,  =zp        —  ^Jy,  —  ^i)y.-*-(«a?i  — ^.)yil-  i 

Alto  ist  DMb  7)  jedmelt  | 

±A^0^  .  ^A.J^A,  ' 

^AfO*,^A^AiA^ 

:AzA^O* .  ^A^A^A^y 

und  folglich  immer 

Oä  >,  C^»  .  ^A^A^A^ 
^A^O^.^A^A^, 
^A^O^  .t^A^A.A^ 
^A^O*.l^A,A^A^. 

Weil  der  Aiifunj^  O  der  Coordinaten  natürlich  Gfanz  wülkübr- 
lieh  i^f,  so  ert^'ifbt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar 
der  tolgeude  nicht  uuioteressaute  Satz  vom  Kreise: 

Wenn  A,,  A^^  A,^  A^  vier  heliehige  Punkte. eines 
Kreiset»  »iud,  die  uut'  dem  Kreise  uuch  der  Ordnung  der 
Zahlen  1,  2,  3,  4  anf  einander  folgen,  so  ist  für  jedei 
Pmikt  O  iD  der  Bb^oe  dieses  Kreises 

0=  A,0*.^A^A,A^ 

>     ---A^O*  .^A^A^A^ 

+A,a*  .^A^A^A^ 

^A^O'.^l^A^A^ 

,  oder 

A^O*  .^^A^A^-^A^a*  .^^A^A^ 
ssiA^a^  •  ^A^A^A^  +  A^0^.  ^A^A^A^.  ' 

Anmerkung.  Nachd«m  dieser  Au£sats  aasgearbeitet  and  som  Dnck 

abp:eschlckt  war,  fand  ich,  dass  Herr  Dr.  Luchcerhated  denselben  Satz 
vom  Kreise  gefuii<l.n  in  Crelle's  Jonrn:i!.  R.  XXTTT.  H.  \.  mit|e- 
tbeilt,  auch  auf  die  Kugel  erweitert  hat.  Wegen  iier  aiitlerweitigen  in  die- 
sem Attl^tM  euchalteueu  Beiuerkuugen,  und  weil  der  vorstehende  Stf 
▼om  Kreise  )edeiilsUs  weiter  bekennt  sa  werden  wdienft»  wellte  iah  sb«r 
diesen  Aufsatz  nicht  unterdrücken,  wie  ich  sonst  geüun  haben  würde«  Ns* 
türüch  gebührt  üem  On  Lachteihand  dia  Priootifc  der  Scfindung. 
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lieber  einea  Reihenausdruck  für  deo  UmfaDg 

der  £Uipmr  , 

Von 

Herrn  R.  Hoppe 
,  Candidatea  des  hohem  Scbuiaiots  .zu  Greiüiwald.  . 


Gewöhnlicli  wird  der  ünlug  eioer  BlÜMe  durah  l^lintde  «■>» 
CDdliche  Reihe  dergeetelU:  ^ 

* 


Wo  die  ffrone  Helbexe  ^l»  die  Ezce]itricität=s«  geietifc  iel  Er 
l&sst  sich  jedoch  lo  eine  wmt  eolineUer  eoovergiieBde  Heike  eaft* 
wiciceln.  . 
let 

die  Gleichnng  der  £Uipiei  und  setzt  nao 


AP 


SO  ist  ^=^»0  9,  und  man  bat 

da:  ,         du  , 

— Ä  Sin      4^  =  ^  «»»«y' 

NeDut  miiu  «  tlen  :£ugehörigeD  Ellipseubogeo,  so  ist 

=  1/  4(«*  +     —  4(«»'  —  4')  CO»  2y 
Nun  ist  der  ganse  Umfang  der  Ellipse 
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t 


daher 

•ho,  Venn  man  die  letxle'4|awlf«lwiinBal  in  eine  Reilie  entwiekelty 

-27*  (^M^Ä^)*     «»-274:0  ^^^t 

f 

,  1.2.3...* 

ttatet-niMi  M«r  %p  atntt  91»  m  tun*  mb'  ' 


?/^'  C03^  29»«^; 


2yt(2«  —  1)  ...  (/^  4-  1)  w 
"1.2.3...»  2*** 


In  HDserm  Ausdrucke  für  E  kÖDoen  wir  demzufolge  die  Glieder 
mit  ungeraden  Potensen  ?on  eos  2^  weglasien,  oiid-er  Me^bt  noeh 


*  <  ■  *^ 

. »      «...  * 


.  \  


M 


.  11 '4 


h9 


« 


I. 


II 

»9 

+ 

^  I 


I 


•  i  :.V)Ci;      oui.j  —  it^i 


?  + 

I 


I 


i 


9 


■  f 


OD 

 ^  a  -. 


l 


Der  Coefßcictit  des  aUg;eineiDeD  Gliedes  der  Summe  lässt  sich  ver- 
e'mfuclieo;  man  kaun  ihn  schreiben:  >^ 

1  .  :?  .  .  .  (4»~3)  (2/1)  (2/^~l)...  («^1) 


das  ist  ' 

i,»,,.(4»"-8)         1  >>...(4n  — 3) 

Hitrnacli  erhält  man 


Setzen  wir  noch  die  groMe  Halhaxe  «sl  und  die  BxeenIricitiÜ 
V^«»— so  ist 


Bai  spiel.  £s  sei  e  =  -|j  dann  ist 

7.1/2(2 =  J  V/34,  (ä^)\=  äSöi 


1*3*. ..IS 


Nun  ist  Y  1/^4  =  11/347^» 

= 9,86964)44010893588 . . . 


n 


3^3 


fi/U  =  0,10615854542710  =  u, 

■ 

^  ;0,0013205360mi 
:  0^0000001070937 
0,0000000001621. 
0,( 


— 8*. «80 

7.9 
'*"^12*  .289 

_  II  .  13 
'»  — 16*  .289 


8in»e  =0,0013206432737 
«,=6,1061585454272: 

iE?=:  6,1048379021535 


y  Google 


I 

969 


•lieber  die  3Iotliode  der  unbestiminten  Coefli- 
zientea  imd  verwandte  Cfegeostände« 

*  « 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilcb 

SU  Weimar« 


**Zar  TeiwiiDdlung  der  Funktionen  in  Reihen  bedient  man  lieh 
immer  noch  so  häufig  der  Methode  der  unhestimmteo  Coeffizienten» 
dass  es  wohl  nicht  überfliissitr  sein  dürfte,  auf  die  Mängel  solcher 
Rntwickolunfi^sweisen  s;-en(tuer  Iniizuwelsfn  uod,  d^  Ijiebi^  ihrer 
Anwendbarkeit  iiaber  zu  bestimmen.  '  ' 

1)  Das  Verfuhren  besteht  bekaontlich  darin^  dass  man  die  zu 
enttrickelnde  FuiiktioD 

/■(or)  =  wr  +  ^^^r      ca:^  -H   * 

und  die  noch  unhestimnitcn  roetlizicutea  a,  if^  c, , , ,  mittelst  irgend 
einer  Eigenscliatt  der  Funktion  /X^t)  bestimmt.  Das  ist  aber  bei 
weitem  nicht  genug.  Ks  uiüsste  ouu  auch  noch  gezeigt  werden, 
dasa  jene  Bigensefaft  die  Fanktien  fi/v)  TollkoMmen  ckepekteri* 
sirt,  d.  h«  dass  es  keine  andere  Fonktion  ^{a;)  giebt,  welche  die 
nämliche  Eigenschaft  besitzt,  ohne '  mit /l[dr)  identisch  zu  sein  *}• 
fvescliioht  diess  nicht,  so  kann  man,  wenn  umgekehrt 
geliehen  sind,  von  der  Summe  der  iieihe 

«  H- Äa?     CÄ?* -f- • . . 

lichfi  Anderes  sagen,  alsu  es  ist  dieselbe  eine  gewiwe  Funktion 
von  a:,  welche  die  und  die  Eigenschaft  hat,  dasi  n.  i.  w.  Als  Bei- 
spiel will  \v\\  nach  der  |pewf>hnlirhen  Weise  zeigen,  wie  sich  die- 
jenige Funktion  von  a:  in  eine  Keihe  verwandeln  lässt,  weicher 
die  jbigenschaüteo  zukommen: 

/(*)  -/(s)=Af^^),  Li»-^=l  «r  Mmmi»  i. 

*)  So  beben  die  Funktionen  J(4|jr^ir-')  und  vommx  die  Eigenschaft  (^e* 
mein,  dass /(dr-|.y)-f-yt(r--y)8 1^(4?)  .Äy)  ist»  und  die  Funktio- 

nen  \aib^ ^b"  und  «x^^  die»  daa>*^^^"*"^^;!lC^^^^^  nicht 
nebr  Ton  it  abbingc,  u.  w* 


Aus  der  ersten  («leicijUDg  toltrt  tur  yzzza:,  Ü=/j(0),  also  darf  die 
fragliche  RoiLe  kein  von      tren  s  Glied  besitzen;  ferner  tur  ^=0 

£*ebt  die  Beuutzucg  des  el»en  Gefondeueo  — f(y)=z/( — yj,  so 
IM  BttttB  0ar  «■getade  P^temn  tob  Jt  tbikmmo  koBne»^ 
Wir  tctxcB  daher 

woraus  fülgt 

.A£izL^yi^„  ^ +  a,  +     ^ +        :  (!)  * 

Vermopre  der  cntM  lnr/](j?)  aogegebeaea  Eigeasehalt  maia  aber 
aucb  lein 

BekaDatlidi  hat  Baii  aber  lar  jedes  poütiTe  ^^aaie 

folglich  für 

,  — 

Nehmen  wir  aach  in  (1)  vnd  (2)  9r=a?,  eo  ist  Terai5ge  ^eses 
Satzes 

Dnreh  VergleiclMiDg  der  CeefOzientea  gleicher  Patenxeo  von  w  er- 
lialtan  «i»  n,».   «« • « ^  ihre  Bestimaiaog  und  es  wird  dadureh 

Der  Coefözieot  «,  findet  sieb  vermöge  der  Eigensoluift  W\x/^^z=z\, 

Dersillic  ist  =1,  uod  somit  sind  wir  zu  t'olgeudeB  Theorem 

gelangt;  ' 

Die  Summe  der'  Heibe 

««'  I    ■j**'        V  •  •  • 

ist  diejenige  Foi&ktion  von  or,  wekbe  die  Eigenaehaften  besitzt: 

/(^)-/(y)=/(n^i'  Lim-^^=l,  für  aboehmead^  6. 

WeleLe  dod  dietie  FUnktiea  sei  läsat  sich  aaf  ckmentaMai  Wese 

niclit  gut  entdecken.  Weiss  man  umgekehrt  aus  anderen  Bfetrach- 
tuugeu,  diiSä  die  Summe  der  vorliegenden  Reihe  Arctun  jc  ist»  so 
kann  allenfalls  jene  Rechnung  als  ein  elementarer  I5eweis  dienen, 
dubä  die  genuunten  Eigenschaften  für  den  Arctun.  charakteristisch 
sind. 

Jeae  notbweodige  Venrollständigung  Ifisst  sieb  aber  nur  bei 
wenigen  Fun|aj^nen  geben,  oSoifich  dann  üin^  f[pBi)  der  Quotient 
zweier  Reihen  von  der  Form  a4-^«|-^jir*'Hh  •  -  •  oder  wenn 
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f{a:)=^a'  und  =z\Qs(l*^a:)  ist.  (Caucky,  Cours  d'Amalyie, 
1.  partie,  Cliap.  VJ 

2)  Ein  zweiter  Vorwurf,  welcher  die  Methode  der  UDbestiinin- 
ten  C^effizieBtea  triflDt,  vie  .aie  bisher  anj^ew^ndet  wurde» 
18t  die  Niclitbeachtang  des  Restes  der  entspringenden  Reibe,  wo^ 
dnreli  die  nntürliehate  Bestiumung  der  Couvergens  oder  Divergens 
dersplben  verloren  c'olit.  Wip  man  vi<'hnr!ir  jene  IVleihodo  anzii- 
"Wriidcn  habe,  will  icii  hier  an  ciiM'm  IJrisjiirle  ii'iu^pri.  wrlrlicm  ich 
jcdocli  einen  iSatz  von  dea^  iie^itiiututeo  lutegjralQa  voruuäschicken 
muss. 

Wenn  ]\J  und  iV  das  Maxiitiuin  und  Miiumum  der  Funktion 
5p(a7)  innerhalb  des  Intervalles  :v=.a  iiis  a:  =  p  biud  und 

]t(jc)  eine  Fnnkfibn  bedeutet,  welebe  w&Iirend  des  DämliebeB 
ntervailes  positiv  bleibt  so  ist  jederzeit 

^y*^f{4p)äa:^  V<^)«te>V  f^n^»)daf.  (3) 

Denn  vepiöge  i^r  Bedeutung  voq  M  und  N  ist  fdr  4fts  ganze 
Intervall 

M — jp(^)  positiv«  A  —        negativ»  ' 

'  *  ♦  •  ' 

IbIgUeh,  w«l  ^(^)  und  da:  positiv  sind,'  tittcfa 

[ilf— )p(ar)J  ^{ofjäap  positiv,  [A^— sH^U  V'C^)«^  iieg;ativ  « 
und  ebenso 

r^\M — 9p(a:)l  %^\jx)dx  positiv,  /*^lA—gp(j;)J  negativ. 

Durch.  Integration  der  einzelnen  Glieder  folgt  daraas  sogleich^  das 
ansgesprocnene  Tbeonia«  * 
Ich  will  nno  setzen 

eine  AnDaboie,,  die  sich  für  gunze  positive  Expooeateo  Uurcli  ge> 
meine  Multiplikatioo  und  för  andere      durch  die  Anatogie' rochU 
fertiget  Nun  beweist  die  Differenzialrecbnung  iinabbängig  vom  Bi» 
nomiiiltbeorem,  däss  fdr  jedes  beliebige  reelle       «^4^) ^ 
ist.   Vermöge  dieses  Satzes  bab^  wir  , 

und  dnreb  MuitipKkaCloD  mit  (1  + 

Aas  der  lür  AngenOttmenea  Reihe  folgt  aber 

Durch  Verglcicbung  der  toefÜ^ienten  von  Jb*,  J  .  . .  ^b^^  er- 
halteu  wir     '  "  '  ■    ♦  . 
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 ff  — n—- 1 


—    1.2*  —         1.2  n 

Darch  diesen  Werth  von  a„  werden  aber  die  mit  a:"  raalti|iliziitin 
Glieder  Dicht  identisch;  es  muss  daher  im  Uebrigen  sein 


(im  aus  dieser  Diffecenzialgleichung  Hn  zu  ündei^y  sei     '  * 

wo  y  eine  noeh  zu  bestimmende  Fiwktioii  von  «  ist  Die  Diffe- 
raisialgleicliniig  wird  jetst  folgende. 


i.  sehr  einfach 


wert«! 


+  Goast 


* 

und 

folgt.  Dieser  Rest  ist  es  nuo>  welcher  die  gefundene  Eeilie  • 

•  •  •  +^      1,2  n  ^  ^> 

erg'änzt.  Für  ein  positives  ganzes  (Ji:=:n  bricbt  die  Reihe  bei  dem 
Gliede  ab,  weil  das  nächste  den  Faktor  — /*  =  0  enthält. 
An  ili('8CB  wäre  dann  noch  der  obige  Rest  uozuhängen,  der  aber 
ebenfalls  ileu  1  aktor  fi  —  fi=:0  enthält  und  dalier  sich  annullirt. 
Für  jedes  andere  /u  dagegen  wird  keiiii»  der  Glieder  unserer  Reibe 
=  0  QDd  es  liegt  daher  «ehr  nahe,  sie  ins  Oeendliche  fortgeben 
SU  lassen.  I&ahei  fragt  es  sich  aber  noch,  was  . aus  den  Reite 
werden  wird.  Wfirde  derselbe  iiher  alle  Grenze  hinaus  wachaen,  so 
wäre  durch  die  unendliche  Verlängerung  der  Reihe  Nichts  gewon- 
nen, weil  sich  dann  der  ganze  Attadruck  auf  das  vieldeutige  Resul* 
tut  (l4-ap)^=oo— '00  rednairen  würde  $  wir  müssen  deauialb  den 
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etiiKririi&toB.Aiclieti,  d«sa  sicü  derselbe  biei  wachsendem  m 
<Mitw«der  eis«  raditebM  hMtiMlen  Mbm  oder  der  NuU  cähert. 

IIb  mvdrderst  die  Constante  der  IntegnitioD  in  U)  m  beitim* 
pen,  setzen  wir  in  (5)  ^  =  0,  wodurch  sich  die  Reihe  auf  die 
ideotische  Gleichung  1  =  1  rednzirt.  En  mattt  -also  dann  der  Beat 
=  0  oder 

■  Co«t  =  ^^^j-^- (für  *  =  0) 

yein.    Es  ist  über  selir  leicht  eiozusehen»  dass  dieses  lotegral  Ipr 
a?=zO  verschwindet,  also  Const  =0  wird.    Gebrn  wir  femer«' 
den  grpBsten  absoluten  Werth  c,  so  können  wir  scJireiben 

Ohne  diese  Integretienammföliren,  können  wir  leicht  mittelst  des 
früher  bewiesenen  Lpmma  vod  den  bestimmten  Integralen  den  Rest 
in  swei  Gränzen  eiDscbliesseo.  Bezeichnen  wir  das  Integral  mit  J 

nnd  peteen  »=»8,  ßs^e,  (i  .  ^vu+p  ^ap)ca:«-,  se  iel 

üf  5=s  1,  A^Äjiqp^E^j^,  und  mitkia,  /•    .  , 

oder  !  ■ 

und  daher: 

... 

■ 

eder,  weil  a^i^^^^  is^ 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  Rest  in  den  nämlichen  Fällen  wach- 
sen oder  abnehmen  wird,  in  welchen  diess  mit  den  Gliedern  der 
Reihe  •  -     *  .  , 

geeehiebt  Beieicknen  wir        mit  pny  so  ist 

Kl  —  n  /i     i"-f-*\  ' 

u.  s.  f. 

ThtU  III.  IS 
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a.  b.  die  firtttie  pn  bei  «eeheeBdeii  •  beetilDilig  aWehMs,  et 
folgt  dsrsut  ' 


was  bei  dem  waciiseDdeu  u  uul  das  gemeinsame  Resultat 

liiflaiMgeit«  '  In  jedem  anderen  Falle   nelmeti "  die  Glieder  pn% 

pn-^l  ,  .  .  .  nirTit  ins  l'nftiHlirhp  ab,  sondern  wprf?pn  entweder  am 
Ende  constant  odrr  unendlich  gross,  wnd  das  Nämiiiclie  t^ilt  dann 
von  den  Rest  der  Reibe«   Sebliesseo  wir  diese  jPäUe  aus,  so  bleibt 

(l4-ary*=H-^;r  +  ^^^y75^«'4-.-.....  in  iof., 

eine  Reibe,  deren  Glieder  immer  kleiner  \yerden  und  deren  Rest 
Terecbwindet,  d.  b.  eine  conve r gen fe. 

In  dieser  Weise  musa  die  itletbode  der  unbestimmten 'Coefli- 
lienten  Mffewendet  werden,  wepn  man  auf  8trenc(c  Anspruch 
mriehen  wi0.  Hätte  man  friilier  dirsen  nn  und  für  sich  so  natür- 
Jiclien  We^'.verfolcft,  so  würde  der  leidige  Streit  über  Convergenz 
und  Divergenz  der  Reihen  ^ar  nicht  ent^tuoüen  sein.  Statt  dessen 
liess  man  gleich  die  Reihe  inä  Unbestimmte  fortgehen  vnd  bemabte 
sieb  später  den  oifenbdr  wideniinoigen  Resnltateo  (sebald  eine  Di« 
vergens  eintrat)  eine  Irgend  plausible  Bedeutung  zu  vindiciren. 
Wie  es  sclieint  bat  man  sich  immer  daran  gehalten,  dass  durch 
eine  richtige  Rechnung  auch  etwas  Riclitlpres  zum  Vorschein  kom* 
men  müsse.  Daau^eliort  auch  Richti^lvcif  der  Voraussetzung.» 
Wenn  man  aber  eine  Funktion  einer  unendlichen  Reihe*  gleich 
aetxt«  se  will  man  damit  eebr  oft  der  ersteren  eine  Form  auuwio* 
gen,  die  sie  gar'  iiiebt  (onnebieen  Juuuit. 

Diergleicbea  Fälle  glebt  es  mebr.  Setzt  man  x.  B. 

/"{op)  =s  «1  sin     *{-  tf a  sin  *•*.-{-  ^  ein 

2 

mnltiplizirt  beidtrseks  mitr--^  sin  ma^^tUf  wid  ifttegtlst  ewiscben  0 

und  ^,  so  findet  man   

Man  nehme  z.  £•  /(äc)  =  t,  eo  bat  man  dernacb' ' 

•j-  =  sin     +  ^  sin  3ar  -|-  -J^  sin  5a?  -f-  , .  • 

Aber  für  ^  =  0  oder  aT  =  7i  kommt  der  Widerspruch  -^  =  0  zum 

Vorsclieiu.    Darüber  braucht  sicli  Niemnnd  tu  wandern ,  denn  eil 
liegt  diess  lediglich  in  der  Form  der  Reihe,  die  füryf  r)  nnoenom- 
men  wurde.   Hier  kann  man  die  Unrichtigkeit  der  V  orauäsetzung 
lilr  j^sO  ttnd  jcz=zjr  f^leicb  a  priori  erkennen,  bei  den  nach  Po*  * 
temen  von      fortecbreitenden  Beibeii  dagegen  erst  a  posteriori' 
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durch  die  BetrachtUDg  deg  Restes;  aber  gerade  diese  letztere  hat 
■»D  ff ewöhnliieli  TmaeUltoiigt  and  daher  der  ganze  Streit 

Za  welelieo  eDttetelidien  Reinltatea  aian  dnreli  dergleielieB 
Nachlasaiffkeitea  ipelangen  kana,  will  ich  hier  an  eiaer  Rechnung 
zeigen ,  die  ich  parallel  einer  von  Eüier  herrfUireBden  iertfiibrea 
will       Mach  der  Formel 

CO!  (it+l)^  =  2eot  nof  cot  x — eoa  (»~l)ar 

lal 


1    •  .•  *  > 
cos  «  =  COS 

all  SdraSeoa     eea        I  ' 

^  eoa  S^sSeoa  2af  eoa  jr^—eoa  a:  )  (6) 

cos  4^  =  2cos  3.r  cos     —  cos«2ar| 

« 

•  «•••••••••• 

0*  a«  w.  in  inf»  '  . 

Also,  weoo  man  «das  Agg^regat  der  Grösseo  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichheitszeichen  r=:8  setzt,  s       .  ,  ' 

i9scea  m'^%S  eoa  w^X^S^ 

'  m 

woraus  man  sogleich  erhält  i  • 

i9aseoa  ^+eo8  %af^.cw  SU?-H^«.     inf.  cs-^l* 
Entwickelt;  omb  jeden  Cofinna  in  eine  Reihe^  |io  ist  , 
Ä=:  — i=     l-f,l-f-l  +  H-  

» 

worana  aogenhlicklich  folgt 

14-^1  +  1  +  1+*.  in  inf. 
l»-l-2»4.3*-l-  =0 

l«^2«  +  3«-i-  =0  N.  a.  f. 

DasQ  werden  sich  schwerlich  ClHnbige  finden! 

üntcrsuchen  wir  nun,  ^vorin  der  Fehler  liegt..  Nehmen  wir  die 
Reihe  eri^t  aU  endliche  bis  zum  Mten  Gliede,  setzen 


*)  Supplemente  zu  KiügcU  Wörterbuch  dS6» 

18' 
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uud  denken  uns  zu  der  ubigen  Darstellung  (6)  noch  das  letzte 
Glied  ' 

'   cos  if;i?=s2c98     —  1)  CO»        cos  (<t— 2Jar 
fciütvgeflcbrii&teii,  «ö  Mit  |efot 

= cos  x  -f-         ,  cos  or     1  — ßi^^ 

und  weil  8n-\~Sn — cot  im:,  ^'„_2=Ä^« — (cos  «ar-f-cos  («i — l)ji:J 
ist,  so  findet  «ich  leieht  naeh  einiger  Reduktion 

jS«=5C08  ^+.oos  2)2: -4- cos  3^.-h«'*  * .  H-cos  mx 

—  Äsio  • 

Für  warbsende  n  nähert  sich  aber  der  Sinusqnotient  (der  Rest  der 
Reihe)  keineswegs  der  Null,  soodera  oszillirt  bestäodig  zwischeo 

•^SuTp       ""SSjS»  ^  i*"^  üoendlieke 

fortgesetzt  gar  keine  bestimmte  Summe  hat  Entwickelt  man  da» 
gegeo  auf  der  linken  Seito  die  CosimiB  nnd  auf  der  rechten  deis 
SiQusquutienten  nach  Potenaeh  von  dr,  so  erhält  man  doreh  Ver- 
gleichuog 

*     •  ...  '         "  *~     .  • 

die  ohnehin  schon  hekaonten  Furmcln.    Auf  g^leichc  Weise  kann 
.    man  die  übrjgen  Reihen  der  Art  prüfen  und  wird  immer  den  alteu 
Fdhlor  finden,  dass  ein  Rdst  (d8r  Quotient  aweiertrigfonomot^laehen 
Fanktionen)  weggelassen  worden  ist,  ohne  dass  er  för  wachsende 

«•  sich  der  Null  nähert  (Die  Frage  des  flerrn  Dr.  Hellerun g^ 
Archiv  Thcil  I.  Heft  3.  JS.  321.  erledigt  sich  dadurch  von  selbst.) 

Vielleicht  ist  es  nicht  überflüssig,  zur  Frgützlichkeit  der  Leser 
noch  einige  FoigerijUDigea  ^  aus,  «den  ^gewüi^.iü^  zu 

zielieu. 

Wir  fanden  . 

.    2it+  1 

•     SHl  ^ 

coa Ä?-i-cos äor+eos  3a?+ , . . . -hcos  —^^^^  -  (7)  ' 

nad  .wei^t  wir  tt^"^  fiu*  schreiben 


2/1  -H  1 

cos 


2  

> 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  m  gerade  oder 
wgcrlide  ist.  Nun  soll  eher  aactore  Etuero  sein 
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% 

I 

eol  ^-l-eoB  tof-hCM  3«+,..«  In  inf.  ss  — i 
coi  ^ -^est  te  +  eoi  3«  —  ... .  ia  inf.  =s 
alio  aiiiste,  wtns  wir  in-  nnsereD  Formeln  »  =  oo  oeLmeu,  uucli 


Man  malttpliBire  ferner  die  ente  Reibe  mit  /(ae)daf  und  iotefrire 
'  *^     swei  Grftoxen '  0  nn^  9  to  l^ommt 


■  ■  *  • 

-f-^^/*(ar)  cos  2ap  4ar  +  •  • . .  io  iof.J  =0  (8) 
vUireod  dagegen  die  Somne  derselben  v^cb  (7)  \ 


0  — SiMi — A^)^*      wncbseode  m 

ist,  worüber  nuin  einen  früheren  Aufsatz  von  mir  fArcbi v  TFieil  l, 
S.  417)  nachsehen  kann.  So  würde  auä  jeuer  Reihe  (8)  für 
/(;r)  s=s       «r  SS  00  folgen 


H- p^-y  -f-  ~i  +  37^+  ■ . . .  i»  i»f.=0  .  (!) 

Doch  genug  vou  dieseu  \  erkehrtheiten,  deren  Zahl  sich  leicht  ver- 
mehren liesse.  Schliesslich  noch  ein  Paar  Worte  üLer  die  Methode 
der  nnbestimmten  Coeffi«enten.  Wirft  nnn  einen  Bliek  anf  die 
oben  gegebene  Darstellung,  so  ergiebt  nich  tob  selbst,  wo  die  frag- 
liche Methode  il|ren  PJats  finden  kann.  In  der  al  Ige  in  ei  neu  Aritb* 
metik  wird  man  sie  ausser  zur  Entwickplnnp:  von  Reihenquotienten 
nicht  benutzen  können,  weil  die  7.\i  sficnL:^  r  f  ntersiirliuns*'  nöfhigen 
Vervoilätäodiguugen  die  Kraite  der  niederen  Anaiysis  übersteigen. 
Es  ist  daher  oesser  qicht  vou  der  Eotwickelung  in  Reihen^  son- 
dern von  der  S^nmmirnng  derselben*  nuezugeben  und  dabei  mit 
der  Binemialformel  anzufangen^  ans  welcher  sieb- die  übrigen  Rei- 
hen für  die  wichtigsten  Funktionen  ableiten  lussdn.  .Das  Bediirf- 
niss  dpr  ronvprsrenz  stellt  sich  hier  von  selbst  dar,  weil  man  nicht 
rliiT  die  Bcbtimuiuug  einer  Reihensumine  unternehmen  wird^  als  bis 
man  weiss,  dass  eine  solche  io  endlicher  Funu  exisürt.  Dieser 
Weg,  ^den  unter  Andern  Cauchy  in  seinctn  Goars  d'AnaIjse 
eittgescblagen  bat,  bleibt  daber  jedenfalls  der  'strengste. 
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lieber  die  latesration  unendlieher  Rel 

Von 

Herrn  Doctor  O.  ScblömilciL 
M  Weiaur.  ' 


Der  Bfinbrancb,  ilen  man  mit  unendliclieii  Reiben,  welche  nicht 
jederzeit  convergiren)  getrieben  httt,  führte  nnter  ÄDÜero  auch  da> 

zu,  dass  man  Reihen  der  Art  zwischen  Gränzen  integrirte,  inner- 
halb dcreo  sie  nicht  beständig  couvergireo.  Bass  diess  im  AUge* 
meinen  nicht  erlaubt  sei,  ißt  leicht  einzusehen.  Oeun  ein  bestimn* 
tes  Integral 


ist  bekhnntiich  die  Grihiie,  welcher  eich  der  Ansdrack 

+  ^)         4-      -4-  H-/(".-h  i^^l , 

^ss:^  ,  (»  eine  positive  ganie  Zahl) 

für  wachsende  n,  also  abnehmende  6  nähert.  Will  man  nun  fiir 
^(^)  unter  dem  Integralzeichen  eine  unendliche  Reihn  netzen,  so 
wird  muD  erst  den  vorliegenden  Ausdruck  um  die  Beiuguiss  dazu 
hefragen  müssen.  In  demselben  durchläuft     stetig  die,  Werthe 

o,  « a  -i-  2(^,   ß  —  d, 

und  mithin  wird  jene  Reihcnverwandlnng  dann  erlaubt  sein,  wenn 
die  Reihe  für für  alle  diese  Werthe  ¥oa  je  richtig  istt  d*  h. 
conver^irt  v  « 

Wie  leicht  man  bei  der  Nichtbeachtung  dieser  Regel  auf  Irrthfi- 
aer  itosseii  kann,  zeigt  q.  fL  folgendee  BeiipleL  Bt  iit  be* 
kanntlich 


f. 


I 

ff 


0   1— d?"  mn 
n  tan  — 
n 


folglich  filr  aissl»  ies=2       .  .  .     '  ^ 

Jo  1— ar»  * 

1 

Wollte  flian  unter  dem  Integnbeiehen  statt  i^^t  (i»  RoÜie 
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1 liT* -I- Ät' * 

■etieD,  M  wUrd«  '■an  dagegen  arhalten 

•lao  OberhaapC  dai  Integral  sssoo,  ein  gani  falsches  Resultat 

indessea  fehlt  ea  aueli  liieht  an  Beitpialwi^  dass  trota  der  Yer^ 
nachlässigunff  jener  Regel  richtige  Resnltate  aum  Vorschein  ge- 
kommen sind,  nies  lie^t  dann  an  einer  besonderep  Beschaffenheit 
des  Aestes  der  Reihe.   Vorausgesetzt  dass 

/(or)  =  a©  «+•  OtOr  -f  -  a^a:*  -f- . .  .  «H-  «««a?"  -H  Ä 

eine  Reihe  sei,  ivelche  fiir  a:  =  ß  diirergirt,  d.  h.  in  welcher  für 
wachsende  n  sowohl  der  Rest,  als  die  vordprs-eliende  Summe  unbe- 
gränzt  wachsen ,  so  trifft  es  sicli  doch  häuiig»  dass  in  dem  Aus- 
drucke  '  . 


TT 


•  .  •  -+-  ifn 


das  letzte  Glied  für  wachsende  n  abnimmt  and  folglich  das  Näm* 
liehe  lierauskammt,  als  wena  mau  den  Rest  gar  nicht  beräciisich- 
tigt  hätte. 

-Per  Sicherheit  wegen  ist  es  daher  immer  nöthig  deu  Rest  mit 
an  nehmen»  sobald  . die  Integrationsgränaen  die  Werthe  Ton,ar  für 
waldie  aHein  die  Reihe  convergirt,  überstfigen*  Natfirlich  ist  diese 
in  manchen  Fällen  eine  blosse  VervollständignDg,  durch  die  man 
nichts  Neues  er{ahrt,..^je  aber  von  einer  strengen  Begründang  wohl 
verlanget  wird. 

hat  man  z.  B.  die  integrale  ,^  .  ^ 

mit  deren  Entwickelung  sich  ein  Tbeil  des  Aufsatzes  vom  Herrn 
Herausgeber,  Arcbi?  Tbeil  IL  Heft  3.  S.  283—301  beschäftigt, 
aneh  auf  einen  sehr  knraen  Wege  entwickelt^  welcher  aber  gerade 
jene  Vervollständigung  nöthig  bat**).  Bs  sollen  desshalb  jene  In» 
tegral<^  hier  besoaders  hatrdchte^  Iverdaw 

1)  Theilen  wir  in  dem  ersten  dprsHbpn,  welches  kurz  heis- ' 
seo  möge,  das  latef]^|^1^..0  bia  od,  in  z^ai  andere  von  0  bis  1  und  - 
1  bis       ^0  ist  .  . 


*)  Supplement«  tum  mathem«  WSrterb«  Iste  Abth.  S.  154.  Wahnchetnlieh 
hat  auch  der  Herr  Herausgeber  das  tJngelriigsiiila  leoes  Beweises  ge- 
fühlt, und  daher  in  seinem  Aubatss  einen  aw^-Uoferen  aber  gründ- 
licheren Beweis  gegeben. 
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Ndinien  wir  io  den  Integral  von  1  tnt  a6,  so  wird 

ar«-t£te  =  -*— 1 .      und  =  'V^f''  IntegratioDi- 

grknzen  für  x  müsseu  =0  und  =1  geoommeo  wMeo,  dsnit  lie 
mit  aeoen  für  a:  idenlisch  werden.   Also  ist  nao 

oder,  w6Dii  wir  im  zweiten  Integrale  die  Integratjonsirränzen  vcr- 
tansebea  aad     für  «  scbreib«»;  ^ 

Bekanntlich  ist  nun  identisch 

TT^=^-*^-^*--  

.  Wollen  vvir  diese  Rcil.c  unfcr  das  Integralzeiclien  substitnirOB,  so 
durten  wir  sie  nicht  los  Iq^ndliche  fortsetzen,  weil  sie  für  xz=,\ 

"^«/o  «ii-f*^  »i»—  l)»-ijp-<»-H»-ij|^ 


_i  1_  , 


Damit  nan  (Eeioes  der  Glieder  jener  bepden  Keilen  unendlich  jrroM 
,  werde  ist  nothig,  daas  a  ein  posittver  ftditer  fimch  sei.  Ziehen 
w,r  ferner  beide  Reiben  durch  Vereinigung  der  unter  elnn.dc? 
stehenden  Glieder  in  eine  nuamaenj  so  noeh 
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Lassen  wir  dud  das  beliebige  m  ins  Uueodliche  wachsen/  so  wird 

die  obenstebcnde  Reihe  eine  iinrnfllirfie  r  o  n  verge  u  ( o ,  wovon 
man  sieb  sehr  leicht  überzeugcu  kann.  Ks  tVag-t  sich  nur  uock^i 
was  in  diesem  Falle  aus  den  angebanp^ten  Inü  i^rulen  wird. 

Jedes  der^elb^  liUst  sieb  nach  dem  Theurem  (6)  lu  dem  vor-  . 
itergebendcD  Aufiiatze  über  die  Methode  der  unbestioiMteii  Goeffi« 
tieDten  hi  iwei  Grftncen  einselilieaaeD,  wenn  .pan  das  dortige 

«  =  0,   /J=l,   ff  {:v)  r=r  ,   t//(^)  =  a:«-N»-t   oder  =ar-«+« 

setzl.    Vermöge  der  BedeutUDg  von  JU  und  A  a.  a.  0.  ist 


« -* 


l-fO'     — 1-1-1' 

* 

felfflleh  wenn  wir  m-i-n-^t  «kI  ~a  +  is  wtit  m  bezeichnen, 
welches  gleichseitig  nit  n  wichst  t ' 

oder 


1        ^  f^X 

-1-1  •^yol 


Für  wachsende  m  nähern  sich  über  beide  Gränzwertbe  der  Null, 
und  mithin  verschwindet  auch  das  Integral  selbst  für  itssssoo. 
Lassen  wir  daber  in  p)  die  beiden  Integrale  weg.  und  setsen  die 
Reihe  ins  Unendliclie  fort,  so  ist 

■  * 

Die.Snsinie  dieser  Reibe  ist  aber  beknnntlieli  sc——,  und  also'' 

s\ii  an 

haben  wir,  uns  an  die  Bedeutung  von  J  eriunerud, 

Für  0  =  ^9  wo  also  n^m  sein  muss,  und  w=%*^  ergiebt  sich 
noch 


it  Sin  — . 


Man  findet  auch  leicht  durch  pnnittt^liare  Integration,  dass  diese 

Formeln  noch  für  iy=lj  «»  =  m,  richtig  sina,  was  aber  wegen 
des  Doendlichwerdens  derse11>on  keinen  Nutzen  gewährt. 

^)  Der  bisher  verfolffte  Wc^  führt  auch  unter  einigen  Modifi- 
kationen zur  Keantniss  des  ähuiichen  Integrales  ^ 


™/  0    1— «?* 


Nlttttt  man  mit  desraelhdn  4ie  RednIctieveB  Tor»  welefco-  fittter-  «len 
Ausdmck  (I)  in  (S)  veirwMideltaB,  so  findet 
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«od,  weil 


ist»  weh 

-UEr 


0    1 — * 


* 


■X 


1  1_  I  1 


 ^— }(8). 


0  i 


1   ^|;>I — a 

 ^  djc. 


Wollte  man  die  trülier,  auf  die  in  (3)  an^eliäng-tco  Iute|2;rale  üDge- 
weDdetcn  Schlüsse  liier  wieder  fiir  die  beiden  Integrale  io  der  vor- 
letsteo  Reibe  benotzea,  so  würde  nen  för  jedes  des  UDeodlicbe 
als  Gränswertb  fiodeu«  ;I>CMbelb  wurden^  sie  in  der  letzten  Beibe 
in  ein  Integral  zusameien gezogen,  was  wegen  der  gleichen  Integra- 
tionsgränzen  leicht  geschehen  konnte.  Dasselbe  lässt  sieb  über 
auch  so  schreiben  ^  • 


1  _4fl-2« 

e  I 


worin  wir  1 — 1a  mit  ^»  «H-^  —  1  mit  m  bezeichnen  wollen. 
Üoi  nun  für  dieses  Integral  zwei  Grännwertfae  angehen  zu  können, 
Deinen  wir  in  dem  früher  citirten  Satze  von  den  beztimmten  Inte*  ^ 

1  —  ^* 

grnlen  y(^)=  ^ _  j,  v(^)  «ssO,  f^X*-  Ee.wäfeBun 

für  das  Intervall  07  =  0  bin  das  Maximum  uod  Minimum 

ijä  nnd  iV)  der  Funktion  9(0:)  zu  bealiMen.  Diese 'könnte  naeb 
der  gpewöbolichen  Weise  geschehen  wenn  b  in  Zahlen  gegeben  ist^ 
för  anscren  Zweck  reicht  es  aber  bio  zu  bemerken,  dass  dieselben 
endliche  Grössen  sind^  Dew  wäbMMl  innlntenrallesia, bin  1. kann 


283 

\  

die  Faaktion  ^        nicht  uoeiidlicb  werden.  Omk  wilrde  nöCbig^ 

sein,  dnas  der  Nenner  =sO,  nlso  ws=t\  wäre;  dann  wird  aber 
aoch  der  Zäliler  s=0  und  der  wehre  Werth  des  Symboles  %  findet 
nch  nach  den  g-ewühalieheD  Regele  Eben  so  wenif]^  kann 

jene  Funktion  =  0  werden,  weif  dattn  der  Zähler  =0  sein  müsste, 

10  welcbem  Falle  auch  der  Nennor  siel»  annullirt  und  wieder  das 
Vorige  eiutritt.  Also  sind  M  und  iV  zwei  endiiiche  CSrÖsseOf  und 
wir  haben  in  Folge  des  trüber  citirten  Ttieurems 

•4er,  wenn  wir  die  Integratianen  anifÜhren  und  die  Warthe  von 
•  and  6  wieder  ainfiibran  .  > 


woraus  sich  ergiebt,  «lass  für  wachsende  n  das  Integral  sich  anbe- 
gränzt  der  Ifutl  näbert.  Lassen  wir  -Uusselbe  iu  (N)  weg  und  setzen 
die  vorhergehende  Reihe  ins  Unendliche  fort,  so  ist  nun 

Toransgesetzt  dass  a  ein  positiver  achter  Bruch  ia^,  haben  wir 
3r  cot  anf  aU  Sunnie  dieser  Reihe,  und  mithin  ' 

wenn»  fiir  mss^^  jf^ssm^  steh  aoch  ergieht  .  . 

n  tan 


Die  bisher  befolgte  Methode  ist  noch  vieler  Anwendungen  fähig. 
^0  findet  man  z.  B.  leicht  die  integrale 

a  l-|*'JP*       2  *      oij*  r*"         ÄS  * 


cos  ^ 


^0  viel  Analogie  zu  den  oben  entmclteltaD  bavitiM» 
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Die  Algebra  in  Italieii  seit  Fibonaoei  *). : 

Vom  dem 

♦ 

berrii  Ooctor  Gerhardt 

Lebrar  am  GynuuMioin  ni  SalsweM.'       f  \  . 


Die  AlG-ol^rn,  nnnipntlic!»  'die  AnffÖ^nns;"  der  fllpichun^cn,  hnt 
seit  den  denkwürdigen  Arbeiten  der  itulioin>^cY)cn  IMutiieinatiker  des 
löten  Jalirliunderts  wenig^  Fortschritte  tj^emaclit  und  die  Hemmnissef 
die  sie  iiiciit  zu  beseif  igen  vermocliten,  sind  im  Allgemeinen  oocb 
jetzt  vorliaDdeii.  Ks  scheint  der  Aliibc  werth  zu  sein,  den  Weg  zu 
verfolgen,  welchen  die  Wissenschaft  seit  dem  Auttreten  Fibonacci^s 
XU  Anfang  des  ISten  Jabrhnnderts  einschlug,  bis  sie  zü  jenen 
Höhepunkte  selangt«.  ^ 

Jahrhunderte  yer^n gell,  ehe  jemand  auftrat,  der  den, hoben  Ver-  . 
diensten  Fihonacci's  sich  hätte  würdig  znr  Seite  stellen  können.  Die- 
ses Factum,  so  wie  dass  die  Arbeiten  dieses  Mannes  Jahrhunderte 
hindurch  fortwährend  benutzt  und  die  Gräuzcn  der  Wissenschaft, 
wie  er  sie  gesteckt,  erst  nach  1aD$2^er  Zeit  erweitert  wurden,  ver- 
anlassen uns  zu  behaupten«  dass  Fibonacci  unter  die  bedeutendsten 
Mathematiker  des  Mitteluiicrs  gerechnet  werden  muss.  Zwar  ha- 
ben wir  gesehen^  dass  er  tbeiiweise  nach  arabischen  Vorbildero 
arbeitete  $  dies*  thnt  Jedoeb  seinen  yerdienstcn  wenig  Eintrag,  denn 
er  bat  geneist,  dass  er  allein  in  jenen  Zeiten  der  tiefsten'  Unwis- 
senheit dem  Fluge  der  Wissenschaft,  den  sie  bei  den  Arabern  ge* 
nemmen,  zu  füllen  und  sie  in  sich  aufzuirehmen  vemacbte. 

Nach  ihm  linden  wir  im  13ten  Jahrhundert  kaum  die  Naneo 
einiger  Mathematiker  erwähnt;  von  ihren  Werken  ist  wenig  bis 
auf  uns  gekommen.  So  schrieb  ein  Dominikaner  l^eonardo  von 
Pistoja  um  1280  über  Geometrie  und  Aritlimctik,  dessen  Werke  wir 
aber  gegenwärtig  nicht  mehr  haht  n.  und  um  dieselbe  Zeit  ein  von 
Ximenes  erwähnter  Anonymus  einen  Abbaco.  Auch  beschäftigte 
man  sich  mit  Uehersetzungen  aus  dem  Arabischen  ^  so  übersetzte 
Gujglielmfi  di  I^nis  eine  Schrift:  die  Regel  über  die  Algebra  (Re- 
gela  dell^  Arcibra)  aus  dem  Arabischen  ins  Italienische*  Man  hat 
dieses  Werk  für  eine  GebersetzuHg  der  Algebra  des  Mohammed 
ben  Mnsa  gehalten  $  dieser  Annahme  jedoch  widerstreilet  das»  was 


*)  Grösstcntbeils  nach'Libri  histoire  des  niathematiques  en  Italien  dabei 
benntit  sind  die  Werke  van  Montocls,  Chtfsles  und  KSstner* 
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dbaliff&i  daraus  mitthflÜt   Späterhin  fchrieben  FraDse>c<»  di  Donati 

,  Michelozzi,  Pnnlo  Gfaerardi,  Pietro  Strozii  und  Antonio  Biliotti, 
genannt  dali'  Abbaco,  sämmtlicb  aus  Toskana,  wo  Ftbonacci's  Ein- 
fluss  nicht  ohne  Wirkung  gewesen  war,  über  Arithmetik  und  wahr- 
scheinlich auch  über  Algebra;  der  berühmteste  aber  unter  den  Flo- 
MtitiiMMdMai  HvtheBatUMTB  iler  4Mii*KgWi  Zeil  wm*  PmIo  Dag«« 
oMMpi,  irenaM  Audi  Plrtflo  dalP  Abbaca  Uder  Paul  der  GeoMer 

1365).  Er  beäass  ein  ausserordentliches  Talent  und  gleichzei* 
tige  SchrffNtellcr  Iirthon  ihn  nohrn  Dante  und  Petrarca  ffpstellt. 
Von  seinen  Schritten  exisliren  noch  handschriftlich  ßüclter  über  den 
Abbaco,  worin  zuerst  das  Komma  g-phrancht  wird,  um  grosse  Zab- 
ien  io  Gruppen  zu  3  Ziffern  zu  tüeileu;  teruer  eine  Schrift  über 
iMthttetüc  «od  Algebr»^  vbtebe  fllr  JCwiflmito  beitim«t,  die  Avfltt* 
tüibg  der 'Gleichungen  der  Widen  erctea  die  der  zweitheHh 

fttm  cubischen  Gleichungen  imd  mehrere  schWieriffe  Preblene  aue 
wer  nnhrstimmtpn  Annivsis  enthält.  Dagomart  gno  auch  zuerst  in 
Italien  eineti  Mmanach  heraus,  den  man  damals  Tacruino  nannte. 
Um  dieselbe  Zeit  schrieb  Giovanni  Üauti  vwu  Arezzo  einf  Abhand- 
lung iiber  deu  Algurismus  nach  den  Werken  dßs  BoetiuSf  und  eine 
Oeeiawtrie;^' Wobei  er  arablecbe  SchnDtajUetier -beoirtste«  Kio  anderer 
Florentiner,  Raphael  Canacei,  vertanbte  in  14ten  Jahrhundert  iir 
italienischer  Sprache  eine  Abbandlung  über  die  Algebra,  die  für  die 
Geschichte  der  Mathematik  von  Wichtigkeit  ht  iint!  cinp  nähere 
Berücksichtigung  verdiente.  Sie  findet  sich  noch  handschrÜtlicli  in 
der  Palatinischeo  Bibliothek  zu  Florenz. 

Prosdocimo  Beldomando  von  Padua  jrerfasste  gegen  das  Ende 
des  14teD  Jahrhaadert»  aasaer  andern  aatbenatieehen^ebrtfilen  eine 
Abhaadlunr  über  dea  Algorismus,  die  1483  zu  Padua  gedruckt 
wurde,  ubd  anter  seinen  noch  bandscbrifltlich  vorhandenen  WcckaB 
giebt  es  eines,  das  nach  indischen  Vorhildiern  gearbeitet  ist. 

Dies  sind  die  bekanntesten  Männer,  die  nach  Fibonacci  im: 
13teu  und  i4ten  Jahrhundert  über  Arithmetik  und  Algebra  geschrie- 
ben haben.  Ausser  ihaea  lieaeea  .sieb  aoch  viele  Namen  uiatliema<r 
tbeber  Scbrifteteller  aafubtea,  die  alvar  aiebt^  aämitlellNir  die  Wiek 
seaichaft  weiter  förderten ,  i  aber  doch  zu  ihrer  Verbreitung  beilnitfr: 
|;en  und  das  Jahrhundert  des  Ferro  und  Tartaglia  vorbereiteten. 

Die  noch  handschriftlich  vorhandenen  Werke  über  die  Alcrebra 
aus  dimer  Zeit  enthaitcu  gewöhnlich  die  Autlösung  der  Gleicbun-^ 

gen  des  ersten  Grades  und  allgemeine  Regeln,  öfters  Jedoch  ohne 
etweis,  für  dia  Ldaaagr'  de«  qaadMiichaa.^  fiiaica  Sebriftatellea 
Mbea-  Gfoiebangea  dea  Jtea  vad  höherer  Grade  bebaadelt,  dia  aar 
Lösung  derselben  gegebenen  Regeln  sind  aber  felsch;  für  dea' Fall 
nämlich,  dass  diese  Gleichungen  dreitlieiiig  sind,  haben  sie  mittelst 
Inductioo  F'ormeln  gemacht,  die  denen  ähnlich  sind,  die  zur  Lö- 
sung der  quadratischen  Gleichungen  dienen;  für  Gleichungen ,  die 
aus  4  oder  mehr  Gliedern  betsteheu,  gaben  sie  »ehr  bizarre  iicffelo,« 
die  aaf  lidieba  PriacifMen  gegrttadet  warep  *)l      ia  dieieii  Meaa^» 


*)  Libri  ist  im  Besitz  eines  Manuscripts  aus  dem  14tett  Jahrhundert,  wo 
eiae  Regel  zur  AuflSsuag  der  Gleiehuag  -von  der  Form  px*ssz&s-%»^ 


y ui^L-o  i.y  Google 


•cripteD  (Met  nan  audb  Prol^l«M  4mp  beUttn  cNtoa  Gnid6:.Mn  M 
noMttiiDiiten  Analysis  und  eiDiii^  Baüarku offen  über  Wurzelaiis- 
drücke.  Die  Zeicoen  der  Additioti  und  SnWaction  finden  aiek 
noch  nicht:  die  Addition  wird  dadurch  angezeigt,  dass  die  beiden 
zu  addirenden  Ausdrucke  neben  eioander  {(esteilt  werden,  und  die 
andern  Operationen  werden  durch  Umschreibung  ausgedrückt.  Das 
Wort  Binom  findet  sich  schon,  nicht  aber  das  Wort  Gleichung; 
das  Wort  Algebra  wird  sehr  häufig  getroffen,  Almucabula  weit  sel- 
tener. Einige  Anwendungen  der  Algebra  auf  Geometrie^  die  im 
Allganeine«  kmn  »iideni  SBmetk  sn  kabmi  Mhelien,  ala  ilia  Pf» 
Uwne  Mia  der  unbeninMien  Anal^iU  «n  e9BitnijreB>  nod 
leichte  Cntcrsuehoagen  über  Maxwa  -  VMYoUstindigen  öfters  ini 
WiBs^nschaft liebsten  dieser  Werke,  So  kommen  z.  B.  in  dem  obei 
erwähnten  Manuscript  über  Algebra,  die  für  Kaufleute  geschriebeo 
war,  wie  ausdrücklich  am  Eingänge  bemerkt  ist,  folgende  Aufga? 
ben  vor:  1)  Es  sollen  in  einem  Kreise,  in  einem  Dreiecke  oder  in 
einem  Quadrate  eine  gegebene  Anzahl  Kreise,  gleichschenkliger 
Dreiecke  oder  Quadrate  beziehungsweise  eingeschrieben  werden, 
so  dass  die  Summe  der  Flächen  der  eingeschriebenen  Figuren  eiü 
Maxiinii«  ist;  ,2\  in  ediiesl  Kahu  «Im  dfelieitiffe  P^raniide  eiM» 
sehrwbeB,  so  dass  der  Inhalt  demellbaii  ein  MSUHin  ist;.  3)  ei 
sollen  die  GlelcbiMigen .  »    ;i  •   i  Hl^^in^MWcii 

in  ganzen  Zahlen  gelost  werden;  u.  s.  w.:  sämmtlich  Probleme, 
die  beweisen,  dass  es  den  unbekannten  Verfasser  nicht  an  Sagaci- 

tät  gefehlt  hat.  '   •  •  .  • 

In  der  ertften  BÜfte  d«i  IStea  JaMmdeH»  -witeele'  sm  siel 
vannfswcise  des  -Stadinni.  der  elassiseben  -WtBrke  des  Altartknw) 
daber  begegnen  wir  in  dieser  Zeit  keinam  Namen,  dar  in  diedWis« 
MDsebaften  etwas  geleistet  hätte.  Damals  Msdan  die  Untersncbnn« 

5en  über  die  Algebra  unterbrechen,  in  der  iweiten  Hälfte  dieses 
abrfaunderts  beschäftigten  sich  einige  Gelehrte  mit  den  Schriften 
der  Mathematiker  des  Alterthums;  sie  wurden  übersetzt  und  erläo- 
tert.  oder  auch  vervollständigt  und  angefangene  Untersuchungen 
weiter  fortgeführt;  besonders  mit  der  Geometrie  war  dies  der  Fall* 
während  andere  sich  ausschliesslich  mit  der  Algebra  befassten  und 
ibr  einen  Grad  von  AUgemeinbeit  gaben,  der  von  den  Alten  wM 

Eibndat  wnrda  vnd  den  snoi  Tbeil  dia  Mätbenurtikar  <der  neneiea 
it  nicbt  babett  übersteigen  kltonen«  • . 

Haurolykus  (geb.  14$!  zu  Massina,  gest.  1575)  gehört  zwar  in 
deaan,  die  ikra  gania-Tbitigkeit  auf  das  Studium  der  griechischen 
Geometer  verwandten ;  er  hat  sich  jedoch  auch  mit  Algebra  be- 
schäftigt, wiewohl  er  sie  für  eine  barbarische  Wissenscnaft  hielt. 
Seine  aclirift  über  die  Algebra  ist  zwar  verloren  gegangen,  indes- 


Oobiiuns  ist  su  bemeAed,  dass  wenn  hier  vo|i  Glelcbangen  tfe  Bsds 
ist|  sSts  nwneiisfha  tu  irteiicebin  sind. 
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sea  beschränkte  sie  sich  nach  dem«  Wfts  wir  dafon  wissen,  auf 
die  Mteii  EleaMlo.  Die  Arithaetilt  dea  Manreljkns  eetliält  ie« 
terenaete  UotenraeliuDgeB  «her  -die  Theorie  der  Zeblee;  unter  an« 
darn  sind  darin  die  Bigenaehaften  der  PoiygeoalaehIeD  'weit  voll» 

itändi^er  bebandelt,  als  es  von  Diopbantas  geschehen  ist. 

Die  Reibe  der  Algebraisten  Italiens  im  I6ten  Jahrhundert  er* 
öffbet  Lucas  Pacioli  •),  Ton  seiaem  Oeburtsorte  Borcfo  San  Sepolcro 
ia  Toskann  I^ncas  di  Boraro  S.  Scpulcljri  g-enannt.  Er  wurde  da. 
selbst  go^^PTi  die  Mitte  des  i5ten  Jahrhunderts  geboren  und  trat  in 
den  Ordcu  der  Minoriteo.  Von  seinem  i^cbeu  ist  wenig'  beknnot; 
auä  tiea  V  ürreden  seiner  i!»chriften  und  aus  den  Registern  der  UnU 
ftrsitSten,  we  et  lehrte,  geht  irarror»  dasa  er  aeeh  uod  nach  se 
Perugia,  Neapel,  Pisa  aad  Venedw  Profeeior  war.  Später  begab 
er  sieh  nach  Mailand  ae  des  Hoi  des  Lndwig  Moro,  wo  er  mit 
Leonarde  da  Vinci  zusammentraf,  mit  dem  er  auch  bei  der  Ankuaft 
der  Fraoaosen  die  Lombardei  verliess.  Die  letiten  Jahre  seines 
Lübens  scheint  er  zu  Florenz  und  \  e oedig  angebraeht^  10  kaheo* 

£r  starb  wahrsclu'inlicb  bald  tiacb  15Ö9. 

Das  Hauptwerk  Pacioli's  ist:  Summa  de  Aritbmetica  Glometria 
Projiortioni  e  Pro portionalita;  es  wurde  zum  ersteo  Mal  1494  zu 
Veoedig  gedruckt  unii  1523  uuchmalü  aufgelegt.  Da  dieses  Werk 
TM-zUffsweise  den  Mathematikern  dea  16ten  Jahrhunderts  als  3aaie 
ihrer  renehoageo  cedient  hat,  ae  aiag  hier  eiae  aasfiMirliche  Dar* 
sCeltini^  seiaei  lahMls  folgen.  &  heateht  aöa  %  Hamittheilea»  ven 
denen  der  erste  Arithmetik  and  Algebra,  der  zweite  Geometrie  eat<« 
halt*  Die  Unterabtheiluugen  hetsscn  distinctiones.  in  der  ersten 
ist  zum  Tbeil.  die  Arbeit  ribonacci's  über  die  Qundratznblen  ,  die 
in  neuerer  Zeit  verloren  c;egangen  ist,  CDtlialten.  Aus  derselben 
reproducirt  hier  Pacioli  die  Auflösung  oicli rarer  uobestimmtcr  Glei- 
cbuDgeo  des  2teQ  und  4teu  Grades  nach  einer  Methode,  die  ohne 
allgfemein  zu  sein,  dennoch  bemerkt  zu  werden  verdient  Der 
Ltweiä  fehlt  j  Leonardo  von  Pisa  hatte  sie  durch  geometrische  Be« 
tmehtaagea  imd  an  Figarea  kewieaea*  Dieae  AatSaaagen,  beieadeia 
die  der  vleiehaag  ap^ -i-p*  ssMf,  aind  Toa  deaea  Diophant'a  ver«; 
lehiedea,  *aad'inan  hielt  (rliker  Euler  für  den  ersten  Erfinder  def^i^ 
jselben;  eine  nähere  Bekanntschaft  jedoch  mit  den  algeforaischea: 
Schriften  der  ludier  hat  gelehrt,  dass  sie  sich  schon  in  der  Algebra 
^M-BrakMgilpta  fadea,  aoa  der«  sie  die  Araber  entiekaten^  deaea 


^  Nicht  Paciolo;  er  selbst  nennt  sich  Frater  Luees'd«^  Borgo 
Sepniehri,  oder  Frater  Lucas  Patiolus  Burgensisy  oder  Pacioli. 

**)  Nach  derselben  setzt  man,  um  die  Gleichung     —  d*»a*  In  mtiona« 
len  Zahlen  aufitulllsen, 

Mn-f-l)(2/f^l)_  ^  , 

e         *~  » 

dann  wird 

n — 

Sind  s.  B.  die  Gleichungea 
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j»  FiboBmci  *-raiM  Kenvtnine  ?erdaiil(te  *).  AvMnIeiD  Bmkm 
sich  Doch  in  dimr  -  ersteig  DistiDction  dis  SnmBien  eibiger  uimwi- 
■eben  Reihen  und  eine  Tafel  der  vollkommeneQ'^Zahlen.  DMsweito 
enthält  die  4  S|ieeies  mit  allen  damals  gebiäncfclichen  Arten'  der 
Miiltiplication  und  Division,  mit  den  HecliuuDCfsvortheileD ,  die  sich 
heim  Gebrauch  von  7  und  9  ergeben;  ferner  die  Rechnung  mit  iIpq 
einfachsten  Wurzelgrö^sen ,  Regeln  zur  Bestimmung  der  Summe 
der  Hcihen  der  Uuadrate  und  Cuhikzahlen,  die  ebenfalls  von  Fibo. 
nacci  eutlehnt  sind  und  den  jetzt  gebräuclilichen  Formeln  vuUkuui- 
men  entsprechen,  und  die  Auflösung  einiger  sehr  interessanteD 
•ritlineliidio«  iPrftUeM«  In  den  beiden  fol^den  lÜatiiMtieiMB 
wird  die  BuchstobeareeliDiing  vorgetragen;  die  fofte  enthilt  die 
Regel  de  tri  und  schliesst  mit  einer  Unnitellung  der  von  Pacioli 
gebraaekten  nlgebraisehen  BeBeiebnun|ren.  Die  sechste  behaudelt 
die  Progressionen  im  Allgemeinen.  Die  Regel  Helcataym  oder  die 
regula  fiilsi  findet  sich  in  der  siebenten,  7W£rleich  mit  einer  grosaea 
Anzahl  Vorschriften  für  die  Losung;  der  Problcniü  des  ersten  Gra- 
des. Die  achte  Distinctiou  enthält  die  Algebra  e  Almucabala,  aucb 
Arte  Co*sa  oder  Arte  niaggiore  genannt.  Pacioli  vervollständigt 
hier  die  Rechnung  mit  Wurzeigrössen;  er  lehrt  wie  man  bei  der 
Mnittjilieation  nno  DivIsioD  mit  ibaen  .Terfithrt,  und  wie  in  gewii- 
•en  Fällen  die  Wamel  an«  eüieai  Binom  gesogen,  wird;  er  Itbrt 
femer  die  aritlimetiseben  Operationen  mife  irrationalen  Grossen  und 
beweist  den  srössten  Tbeil  der  Sfttie.  «no  dem  lOten.  Buche  der 
Elemente  Euklids.  Sodann  gebt  er  in  den  Gleichungen  des  2ten 
Grades  über,  die  er  älinÜcl!,  wre  es  in  der  Alsrebra  des  IVlubammpd 
ben  Musa  und  bei  Flbonacci  geschieht,  in  eititacbe  d.  h.  reine  qua- 
dratische und  zusammeugesetztc  eintbeilt;  von  den  letzteren  unter- 
scheidet  Pacioli  '6  Falle,  die  sich  durch  Gleichungen  von  der  Form 

ansdrileken  lassen.  Die  AnflSinngen  derselben  sind  in  Yorp»  ge« 
bracht,  welche  Kästner  in  seiner  Gesebiehte  der  Mothewntlk  Bd«  !• 
p«  70.  fl^.  mitgetheilt  bat.  Wir  werden  weiter  vnl«D  sehen ,  dass 
auch  Tartaglla  die  Rej^eln  für  die  Auflösung  der  cuhischeu  Glei- 
chungen in  Verse  tasste.  Es  folgen  nun  die  Gleichungen  höherer 
Grade,  die  sich  auf  quadratische  zurückführen  lassen ;  hierbei  unter- 
scheidet Pacioli  8  Fälle ,  die  si^h^.f^of,  folgende  Art  aii«4rückeD 
lassen; 

Die  Auflösungen  der  drei  ersleo  nnd  der  drei  letnten  ^werden  mit- 


gegeben»  so  setit  man  nwl  nnd  erhält  tf'sJly  folgUeb  ««71 

4  ' '     '  T         1  * 

,  *)  Eine  sebrinteressante  Danfeettodg  hiec&ber  bei  Chasles  p.  4H. 
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getbeilt;  die  der  vierten  und  fi^nfteo  hält  er  für  anmogrlich .  was 
beweist,  duaa  da  diese  beideu  Gleichungen  sich  nicht  auf  (juadrati-  « 
sehe  zurückführen' lassen ,  die  Auflösung  der  Gleichungen  des  Uten 
Grato  daaals  noch  nicht  gefunden  war.  Ueberbaupt  bat  sich*  Pa- 
cioli  mt  der  LSsong  aller  Arten  von  Gleicbnngen,  die  sich  auf 
-quadratische  zurückbringen  lassen,  beschäftigt;  unter  andern  giebt 
er  anch  die  Auflösung  einer  vollständigen  Gleichung  des  4ten  Gra«* 
des  nach  einer  IVIethade,  die  sich  auch  in  andern  Fällen  anwenden 
lässt,  so  wie  die  Auflösung"  sjewisser  Exponential^leicliuns^cn  durch 
Näherung".  In  der  iieuLit(  n  Distinction  endlicii,  welche  den  ersten 
Haupttliril  beschllesst,  linden  sieb  die  Rejrel  der  C^esrHsrbaft.srecli- 
fluns:  1^^'"-^  eine  Wenfje  von  AiifV.tliPi],  die  sich  auf  M  ; [idclsoperatio- 
iitu  beziehen,  bei  deren  Lö^uu^'  zuer^l  Spuren  der  W  alii scbeinlich- 
heitsreebnung  vorkommen.  Aoeb  ist  dieser  Distinction  eine  Ab- 
handlung über  den  Handel,  die  von  etnen  ffewissen  CbiarinI  her» 
rührt,  vollständig  einverleibt,  wo  inni  ersten  Mal  von  der  doppelten 
Bacblialtnng  gesprochen  wird. 

Der  zweite  Haupttheil  der  Summa  umfasst  in  8  Distinctionen 
<>ine  vollständipfe  Abhandlung  der  theoretischen  und  praktischen 
tieome^trie.  Die  Teberschrift  eines  Capitels  der  3teri  Distinefion : 
Modus  sulvendi  varius  easus  fignranim  quadrilateraruru  rectanjrula- 
jum  per  viam  algebre,  zeiprt,  dass  liier  schon  Anwendung  der  Al- 
phra  auf  Geometrie  vu^kumint,  die  überhaupt  viel  älter  ist,  als 
mau  gewöhnlich  annimmt. 

IMeses  grosse,  iobaltreicbe  Werk  PacioJi's  ist  nur  eine  Com- 
pilation  aus  den  damals  vorhandenen  Schriften  über  Arithmetik, 
Algebra  und  Geometrie;  namentlich  sind  die  Fibonacci's  benutzt, 
ja  der  Verfasser  sagt  sogar,  dass  wenn  er  einen  Ncbriftsteiler  ci- 
tire,  ohne  seinen  Namep  zu  nennen,  er  aus  Leonardo  von  Pisa  ent- 
lehne. Die  Wissensritaft  selbst  hat  weder  an  rmfang-  noch  in  der 
Kebaudlunrr  prcwoimeii ;  die  Gleicbnniren  werden  »och  immer  durch  - 
Worte  aiJsL;<  drückt ;  nur.  zur  Abkürzung  bedient  sich  PacioU  hier 
aod  da  d(  r  Hurhstabf*n  p  (piü  d.  b.  plus)  und  (meno  d.  h.  mi- 
dos).  Das  Zeichen  =:  kommt  nicht  vor,  dafür  gebraucht  er  das 
Wort  effuale..  Für  das  Worzet^ichen  steht  der  Buchstabe  Hj  und 
die  Unbekannte  o?*  wird  durch  co»  (cosa),  ^*  durch  ce«  (ceuso), 
X*  durch  cu.  (cubo),  a:*  durch  ce.  ce.  (censo  censo)  u.  s.  w.  aus- 
gedruckt.  Auch  der  Charakter  dieses  Werkes  ist  von  dem  der 
viberen  nicht  verschieden;  es  beruht  auf  einer  beständigen  Vcr- 
einigü'ng  der  Algebra  mit  der  Geometrie:  eine  Kigenthümlicbkeit, 
dfp  demnächst  beinahe  iu  allen  mathematischen  Schriften  des  16ten 
Jahrhunderts  gefunden  wird. 

Pacioli  ist  noch  der  Verfasser  eines  zweiten  Werkes,  das  je- 
doch nicht  dieselbe  Wichtigkeit  bat,  ;tis  das  eben  besprochene;  der 
Titel  desselben  ist:  Lucae  Pacioli  diviua  proportione,  opera  a  tutti 
gÜDgegni  perspicaci  e  cnriosi  neoessaria:  ovo  ciaeun  studioso  di 
pbiljiaopbia,  prospettiva,  pictnra»  scolptura,  arcbitectora,  musica  e 
ittre  matematiche»  soavissimay  sottile  e  admirabile  dottrina  conse- 
quira  e  delectarassi  con  varie  qnestione  di  secretissima  scientia« 
Venetiis  1509.  in  fol«  *).   Unter  proportio  divina  versteht  der  Ver- 


*)  Eine  vollständige  Darstellung  seines  Inhaltes  bei  Kästneri  Gesch.  der 
IMath.  Bd.  I*  p*  417«  s^q. 

ThcUUl.  19 
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fasser  die  Theiinng  dner  geraden  Lini«  in  das  mittlen  mid  äussere 
VerfaältiiiM«  die  auch  sonst  sectio  aurea  oder  der  goldene  Schnitt 

genannt  wird:  er  will  sie  zur  fnirnndlai^e  aller  der  im  Titel  des 
Werkes  erwälmlon  Wisseoscliutten  und  Künste  machen.  Gegeo* 
wärtig  ist  diiisseibe  nur  insofern  noch  von  Interesse,  dass  Leonardo 
da  Vinci  mit  eigrener  Hand  die  Figuren  dazu  gravirt  und  vielleidit 
seihst  Autbeil  uu  der  Redaction  gehabt  hat 

Kttrz  nach  der  Diviiia  proportione  erschieD  im  Jahre  1521  zu 
Florenz  eio  for  die  Geschieht«  der  Matliematik  höchst  wichtiges 
Werk:  Die  Summa  de  arithmetica  des  Fransesco  €haligai,  dasvir  , 
schon  häufig  citirt  haben.  Es  besteht  aus  13  Büchern,  und  eatkilt 
die  Lösung  der  Gleichungen  der  beiden  ersten  Grade,  die  mehrerer 
sehr  schwierigen  Probleme  aus  der  unbestimmten  Analjsis  (im  8teD 
Buclic,  das  wiederum  nach  Fihonacci  gearbeitet  ist)  und  die  Recb- 
nuns^  mit  den  einfachsten  Wurzelijrössen.  Aber  namentlich  dadurch 
gewährt  dieses  VVerlt  ein  eii?eiithümiiches  Interesse,  dass  es  gfc- 
wissermusscu  ein  bistorisciies  Repertorium  ist,  denn  mitn  iiniiet 
darin  bedeutende  Fragmente  aus  den  Schriften  Fibonacci's^  Aus* 
«fige  ans  einer  Algebra,  die  von  dem  oben  erwähnten  Gogliela» 
diXnois  ans  dem  Arabischen  ühersetst  wurde,  einiffe  üntertocIiaB- 

Sen  aus  den  Schrifiten  des  Giovanni  del  Sodo»  weJcber  der  Lehrer 
es  Gbaligai  war,  und  wiederholte  Anführungen  eines  BesedettS) 
»  dessen  Werke  wir  gegenwärtig  nicht  mehr  kennen. 

Diese  Schrift  Ghaligai's  ist  weniger  weitschweifige,  als  die  Pa» 
doli  .s,  lind  desshalb  musste  sie  auch  zu  ihrer  Zeit  mehr  Kinfliiss 
niit  das  Studium  der  Mathematik  haben.  Sie  enthält  «in  sehr  gutes 
ResLime  von  dem,  was  man  damals  wusste,  und  zeiciinet  sich  io 
dieser  Hinsicltt  vor  allen  früheren  Schriften  ähnlicher  Art  aus. 

^  Ausser  diesen  beiden,  die  sanze  Wissenschaft  der  damaliges 
Zeit  nmfaftsenden  Werken  erschienen  nun  noch  xu  Aafange  des 
16ten  Jahrhunderts  einige  Abbachi,  die  zwar  nur  die  ehiteD  Ele* 
mente  enthalten,  die  aber  ihres  Alterthnms^  wegen  hier  «eine  Stelle 
finden  mögen.  Sie  sind: 

Pellos,  oompendion  de  abacho,  Thanrino  1492.  4.  (im  Dialeltt 
YOn  Nizsa  geschrieben); 

Pietro  di  Bofgo,  libro  de  abacho,  Venetia  1561.  4.; 
Sfortunati  von  Siena,  nuoTO  lume  di  'arithmetica,  Veset. 

1561.  4.  ; 

Uberti,  thcsoro  universale  de  ahaclio,  \  incgia  1548.  8.;  • 

Feliciano,  libro  di  arithmetica  e  geometria,  intiiulato  ^1« 
grimaldelli,  Vinegia  1550.  4. ;  ■ 

Verini,  spcchio  del  mercatante,  Milano  1542.  8.. 

Catani  von  Siena,  practica  delle  due  prime  matematiche,  Ve* 
iietia  1546.  4.| 


*)  Montucia  (Hist  des  mstb.  Tom.  1.  p.  9012.)  und  Chasles  (Geschichte  der 
Geomet.  d.  Hebers,  p.  637)  führen  noch  ein  drittes  Werk  Ton  Paeioli 

an:  f>ibelliis  in  tr<^.s  partiales  trartatus  divisus  qnornmcimqiic  corpo- 
rum  reguiarium  et  dci)endentium  active  perscrutationis,  Venedig  1508. 
in  4.;  aus  Kästner^s  Iresch.  der  Math.  Bd.  I.  p.  438  gebt  jedoch  her 
Tor,  dass  dasselbe  nur  eine  besondere  Abtbeilung  der  DiTina  propoi^ 
üone  ist,  Hieimit  scheint  Libii  übereinsostimmcn»  der  es  nicht  «r- 
wülmt  hat. 
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Orlega,  summa  de  aritbmetica,  Roma  I5ir).  fol.  (.1  uaa  de  Ortega 
war  CID  SuttDier,  der  dieses  Werk,  iu  itulieu  veri>iSäLe) 

Alle  dieie  Werke,  die  Hauptwerke  Paeiolt'B  uod  Ghaligai*a  nlt 
eingeschlossen,  bebaDdeln  nur  Gleicbungen  der  beiden  ersten  und 
iolcbe  höherer  Grade,  die  sich  auf  den  zweiten  surfiekfiihreD  las- 
sen, und  auch  diese  nicht  einmal  vollstrindip: ,  den«  man  zog,  wie 
es  auch  flie  Araber  und  nach  ilioen  Fibonac  ci  [rctlian  hatten,  weder 
die  negativen  noch  die  imaginären  Wurzein  in  Betracht,  und  hielt 
die  Gleicbungep  für  unlöslich,  bei  denen  man  auf  solche  Wurzeln 
kam«  Kann  hatte  man  in  einzelnen  Fällen  die  Mehrheit  der  Wor* 
tetn  erkannt.  Verj^leichen  wir  hiermit  den  Znstand  der  Algehrn, 
wie  er  sich  ans  den  um  dieselbe  Zeit  in  Deutschland  erschienenen 
Werken  crgiebt,  so  bietet  sich  ein  in  der  That  erfreulicher  llnter- 
srhied  dar;  die  Arithmetica  intetyra  von  Michael  ^^tifel ,  die  1544 
zu  iNiiruberg  erschien,  legt  eine  tiefere  Kenntniss  und  eine  ältere 
Ausbildung  der  Wissenschaft  dar,  als  wir  in  den  bisher  betrachte- 
ten italienwchen  Werken  sahen.  Beeondera  henerkt  man  in  der^ 
adben  eine  Annähemng  an  die  abstrakte  Form,  welche  die  Alge- 
hra  seitdem  angenommen  hat.  Ausser  den  Zeichen  -K  und  — ^^), 
den  jetzt  gebräuchlichen  Wurzelzeichen,  der  Bczcichniing  der  Un- 
bekannten durch  Symbole  u.  s.  w.  findet  sich  darin  das  Princip 
der  Meijrbeit  der  W  urzeiu  einer  höhern  Gleichung  ausdrücklich  er- 
wähnt und  bewiesen.  Dieses  Werk  Ton  Stifel  ist  aber  nnr  eine 
Bearbeitnng  einer  im  Jahre  1524  erschienenen  Schrift  des  Christoph 
Rudolph  von  Jauer  ^  mitbin  mnss  jene  glückliche  Aushildun|[^ 
der  Algebra  in  Deutschland  wenig^stens  zu  dieser  Zeit,  oder  auch 
noch  früher  statt  gefunden  bähen,  und  in  der  Th.it  hat  Drobisch 
in  der  neuesten  Zeit  in  einem  alten  Rechen  buche  des  Job.  Wiede* 
maSn  von  Eger  vom  Jahre  14Sd  die  Zeichen  und  —  schon  ge- 
fiinden  f)*  —  Vielleicht  wird  einaal »  wenn  die  Bibliotheken  des 
südlichen  Deutschlands  durchforscht,  und  ans  den  noch  vorhandenen 
Manuscripten  über  den  Zustand  de^  Mathematik  in  15ten  und 
16ten  Jahrhundert  neue  Aufscblüsse  gewonnen  sein  werden,  diese 
hifiiier  rtithselhatte  Erscheinuno;  sich  aufklären. 

Wir  kehren  nach  Italien  zuriick.  Wir  sahen,  dass  daselbst  die 
Algebra  zu  Auiuu^e  des  löten  Jubriiuuderts  uo^h  nicht  über  die 
ersten  Elemente  hinans  vorgesehritten  war;  aus  diesem  Zustande 


*}  Eine  spanische,  zu  Sevilla  gedruckte  Schrift  desselben  V^erfassers  über 
Arithmetik  und  Geometrie  fdbrt  Kistner  Gesch.  der  Math.  Bd.  L 

p.  9G  — 99  an. 

Libri  sagt  zwar,  dass  diese  Zeichen  zuerst  in  den  Manuscripten  des 
Leonardo  da  Vinci  ^^ich  fänden-  derselbe  niuss  sie  jedoch  nicht  milge- 
theilt  haben,  denn  Pacioli,  der  zugleich  mit  ihm  am  Hofe  des  Ludwig 
Moro  lebte,  gebraucht  sie  nicht. 
••)  Diese  Schrift  ist  höchst  selten  und  schon  Siifel  klagt,  dass  zu  seiner 
Zeit,  also  obngefähr  20  Jahr  nach  ihrem  Erscheinen,  ivein  Exemplar 
um  den  drei-  oder  vierfiichen  Preis  zu  haben  sei.  Sie  muss  sehr  bald 
eine  grosse  Verbreitung  erlangt  haben,  denn  es  cxistirt  von  ihr  eine 
in  Italien  angefertigte  lateinische  Uebersetznng,  die  noch  tinter  den 
Mauuscripten  der  Königt  BibliotheiL  zu  Paris  TorJaauden  ist«  Siehe 
Gbasles  p.  638. 

f )  Drobisch,  de  Joan.  Widnumni  Egerani  eorapendio  arithmeticse  msrcfto« 
rum  etc.  Lips«  1840.  - 
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'sber  wurde  sie  gegen  die  Mitte  dieies  Jalirhanderte  durch  die  ver- 
einteD  AostreDgangeii  eines  Ferro,  Tartaglia  und  Cardao  bis  zut 
l^ösUDg  d<*r  nllcfPinoineD  Gleichungen  des  3ten  nnd  -iten  Grades 
erhoben,  und  die  Rechnung  mit  iamginären  Grössen  wurde  er- 
funden. 

Die  Auflösung  der  cubiscfaen  Gleichungen  gelanjg^  niebt  auf  ein- 
mal; Libri  tbeilt  Annage  nns  iwei  alten  Mannsenptea  des  14ten 
nnd  15ten  Jahrhunderte  mit»  die  sich  in  aeineoi  Besitz  befinden,  in 
welchen  mehrfacbc  Versuche  zur  Kosung  soirfier  (JlcicLuug"en  c^e- 
macht  sind.    Dio  £;'rösste  Schwierigkeit  Iiierbet  war  die,  dass  man 
nicht  auf  analogem  Wege,  wie  bei  den  Gleiclmngen  des  2ten  Gra> 
deS|  dahin  gelangen  konnte,  sondern  Uuü^i  ueue  Melliudeo  geschah 
Inn  werden  mnaiten.  Der  Name  dea  ersten  Erfinden  einer  solchen 
Ist  nur  dnrcb  Zufall  anf  uns  gekommen^  kein  gleichseitiger  Schrifit- 
steller  gedenkt  seiner  nnd  sein  V  erfahren  ist  nnbekannt  geblieben. 
Scipione  Ferro,  von  14%  Iiis  1525  PmtVssor  tu  Bologna,  löste  zu- 
erst die  Gleichung,  die  mau  damals  „capituluin  cubi  et  rerum  nu- 
mero  aequalium"  (d.  h.       -f- w  r  =  «)  nannte,  allgemein  auf;  er 
starb  aber,  ohne  seine  buldeckuug  bekannt  gemacht  %u  haben.  Die 
gefundene  Fonnel  batte  er  Jedoph  deai  Antonio  Fiore  anrertrant, 
der  nnterscbledenen  Geoaietern,  so  auch  1535  dem  Tartaglia,  Pro- 
bleme znr  Lösnng  yorlegtei.  die  nur  mit  Hülfe  der  Formel,  in  deren 
IJrsitr  pr  war,  erhalten  werden  konnte.    Da  Fiore  nnr  ein  gewöhn- 
liehet  Kcchner  war,  so  glaubte  anfangs  Tartaglia,  dass  er  selbst 
nicht  im  üesitz  der  Lösung  seiner  iVubleme  sei;  als  aber  Kiore 
versicherte,  dass  ihm  die  !\letbode  dazu  vor  30  Jahren  von  einem 
grossen  Mallieniatiker  mttgetbeilt  worden  sei ,  so  beschäftigte  Tar» 
tagiia  sieb  ernstlich  damit  und  fand  die  F^ösung       'So  findet  sieb 
die  Erzählung  in  Tartaglia's  Schrift:   Quesiti  et  inventioni  diverse 
(Venet.  1554.);  Ferro's  Name  wird  jedoch  nicht  genannt,  Cardan 
indessen  kommt  auf  denselben  Gegenstand  in  dem  ersten  Capitel 
seiner  Ars  magna  zu  sprechen  und  citirt  den  Scipione  Ferro  als 
den,  welcher  dem  Fiore  seine' Entdeckung  mitgetheilt  habe.  So 
i^ar  dennacb  das  erste  Binderniss  beseitigt,  das  Pacioli  nnd  nllb 
nndere  nach  ihm  für  unübersteiglich  gehalten  bntten,  nnd  die  Bahn 
zu  weiteren  Fortschritten  war  eröffnet.  —  Mit  welcher  Freude  die 
Entdeckung  Ferro's  und  Tarta^lia's  von  ihren  Zeitgenossen  aufge- 
nommen wurde,  davon  gieht  nicht  allein  Cardan  Zcuguiss^),  sie 
verursachte  eine  allgemeine  Bewegung  in  Italien.    Es  wurden  öffent- 
Kcbe  Wettkämpfe  veranstaltet,  woran  alle  Classen  der  Bevölkerung 
Theil  nahmen.    Von  allen  Seiten  wurden  Probleme  Tor^legpt; 
Fürsten,  Mönche,  Gelehrte,  Gesandte,  Professoren,  Architekten 
wetteiferten  in  der  Lösung  derselben.  Die  oben  erwähnten  l^nesiti 


*)  Auch  sie  ist  imbekannt  geblieben ;  Tartaglia  sagt  nur,  dass  er  mit 
Hülfe  einer  geometrischen  Cooj»trucdon,  die  den  Cubus  der  Summe 
zweier  Geraden  giebt,  dahin  gekommen  sei. 

**)  Tüiuporibus  nostris,  Scipio  Ferreus  Bononiensis,  cajiicuiuiu  cubi  et 
rerum  numero  sequalinm  invenit,  rem  stne  poldinm  et  sdniirabileD. 

Quum  omnem  bumanam  subtilitatem,  oinnis  ingenü  morCalis  claritatem 
ars  hacc  supercr,  tionum  profecto  coelpste,  experiinentum  autem  vrrttitis 
aniroorum,  atquc  adco  illustre,  ut  qui  haec  atdgerit,  nihil  non  intelli- 
gere  posse  se  eredst.  Caidan.  Ar.  mag.  cap,  I. 
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•t«.  d«s  Tirtaglia  enthalten  ein«  Samnlnnr  ven  Antworten,  die  er 
auf  die  ihm  vorgelegten  Probleme  gab.  Ohngeaclitet  dieses  allge- 
meinen Bothusiasnins  wurde  jedoeb  der  Nasie  des  ersten  Erfinders 
kanoi  genaoDt 

Der  bemerk enswertheste  incidenzpunkt  dieser  langen  Disctissio- 
nen  war  der  Streit,  der  zwiscben  Cardan  und  Turtn^lia  sicii  erljob. 
Der  letztere  war  nämlicb  nicht  bloss  bei  der  Lösung  des  erwähn* 
ften  Falles  Stetten  geblieben,  er  hatte  sieb  indessen  in  Besits  der 
Lösung  aller  übrigen  Arten  der  cubischen  (Qlei^ungen  gesetzt. 
Diese  c)ntdeckung,  die  er  sorgfältig  geheim  hielt,  machte  Aufsehen. 
BieroDjmus  Cartinn  zu  Mailand,  (U>r,  obgleich  Arzt,  sich  dennoch 
vielfältig  mit  Algebra  beschättiü^te,  interessirte  sich  lebhaft  dafür. 
Zu  verschiedenen  Malen  hat  er  nicht  nur  selbst,  soudern  Hess  auch 
dnreh  andere  den  Tartaglia  nra.  MittbeiUing  seiner  Methode  bitten. 
Naehdesi  dieser  es  mehrmals  verweigert  hatte,  erhielt  Cardan  end- 
lich im  Jahre  1539  einige  Verse,  in  welchen  die  Art  und  Weise 
beschrieben  war,  wie  man  die  Wurzel  einer  jcdeu  cubischen  Glei- 
chung erhalten  könnte.    Cardan  fand  dazu  den  Beweis,  der  ihm 
nicht  mitgelbeilt  worden  war.    Kr  stiuiulirte  nun  seine  Schüler, 
unter  welchen  Ferrari  der  hedeutendste  war,  die  Entdeckung  des 
Tnrtafflia  dnreh  ande|re  nn  üherbieten.  Ferrari  fand  die  Auflösung 
der  Gleiehnngen  des  4ten  Grades;  man  legte  sieh  wiederum  gegen- 
seitig Probleme  vor,  es  erfolgten  Herausforderungen  und  öffentliche 
Wcttkämpfc  zu  Mailand  im  Jahre  1547.    Das  aher  reizte  den  Tar- 
taglia am  meisten,  dass  Cardan  ohnji^pat  htet  des  feierlicltstcn  Ver- 
sprechens von  seiner  Seite  in  seiner  Ars  magna  die  AuÜasunaf  der 
cubischen  Gleichuui>eu  bekannt  machte.    Zwar  hatte  er  die  Priori* 
tit  des  Geometers  von  Breicia  gehSbrend  anerkannt;  diesem  war 
es  jedoeb  höchst  unangenehm,  seine  Entdeckung  zum  ersten  Male 
in  einem  fremden  Werke  veröffeotlieht  su  sehen.   Er  beklagte  sich 
firhmerzlich  darüber;  dazu  hatte  er  auch  alle  Ursache .   denn  die 
Formel  Tartae^Iia's  zur  Lösung  der  cubischen  Gleichungen  trägt 
den  Namen  Cardun's. 

Nachdem  wir  so  den  Gang  der  Wissenschaft  im  Zusammen- 
hange dargestellt  haben,  diirfte  es  nicht  ohne  Interesse  sein, 
die  dabei  auftretendeo  Personen  etwas  näher  kennen  sn  lernen. 
Sei^bne  Ferro»  den  ersten  Brfinder  der  AoAdsong  der  cubischen 
GleTchnogen,  kennen  wir  nur  dem  Nomen  nach;  nmständlichere 
Nackrichten  besitzen  wir  von  dem  zweiten.  Nicolo  Tartoglia.  Ge- 
boren zu  Brescia  im  Anfange  des  i()ten  Jahrhunderts  war  er  kaum 
6  Jabr  alt,  als  er  seinen  Vater  verlor,  der  ein  Postillon  war.  Da~ 
detselhe  kein  Vermögen  hinterliess,  so  befisnd  sieh  die  Mutter  mit 
ihren  drei  Rindern  —  Tartas^Iia  hatte  noch  zwei  Brüder  —  in 
traurigen  Umständen.  Unser  Nicolo  war  noch  ein  Kind,  als  Gaston 
de  Foix  jene  fnrrhtbjire  Metzelei  zu  Brescia  anrichtete,  vor  welcher 
sich  dir  Familio  iti  die  Cathedrale  flüchtete.  Wiewohl  sie  sich 
daselbst  voU kommen  sieber  glaubte,  so  wurde  Nicolo  dennoch  von 
einem  Soldaten  verwundet  und  sebreeklich  verstSmmelt  Seine 
Himsehale  war  an  drei  Stellen  dnrefaldehert  null  das  Gehirn  lag 
offen  da.  Er  erhielt  quer  über  das  Gesicht  einen  Schlag,  der  seine 
beiden  Kinnbacken  spaltete  und  den  Gaumen  bloss  leff'te.  So 
konnte  er  weder  sprechen  noch  essen.  1>h  f("c!!  das  Haus  der 
armen  Fantilie  von  den  Franzosen  verwüstet  worden  war,  so  litt 
die  Mutter  mit  ihren  3  Söbnen  die  grösste  Nothj  um  ihr  verunstai* 
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tetes  Kiod  zu  pflegfeo ,  leckte  sie  nach  Art  der  Hunde  die  Wunden 
desselben.   Sie  heilten,  aber  Nieolo  stotterte  noch  lange  nacbberj 
weMbalb  mii  iliD  Tartaglis  naante.  Diesen  Spitsoanen  Mieh  «r 
bei«  da  er  den  Namen'  aeines  Vatcra  aiclit  mehr  waaste.  "I^at. 
tefflia  bildete  sieb  aellMit:  iai  fünften  Jnbre  lernte  er  lesen,  im  Uten 
•    D^im  er  Scbreibnnferriebt,  der  jedoch  schon  beim  Bucbstaben  & 
wieder  aafhörte,  weil  er  seinen  l^ehrer  nicht  bezahlen  konnte;  er 
sah  sich  des?<!ifill)  genöthigrt.  die  iil>ripfen  Kurbstaben  des  Alphabeths 
uitein  nachzubilden.    Seitdem  hatte  er  nieinais  einen  Lebrer  i^ie« 
der,  aber  unermüdlich  fleissig  studirte  er  eifrig  die  Schriften  dir 
li^rossen  Männer  früherer  Zeiten.    So  hatte  es  Tartagliu  in  s<iiieüi 
SOsteu  Jahre  so  weit  gebracht,  duss  er  das  (aeheiaioiss  des  Ferru 
entschleierte  und  die  allgemeine  Lösnng  der  cnbtaclfen  Gleicknogen 
fand,  um  welcbe  aieb  die  Mathematiker  schon  so  lange  vergeblich 
bemüht  hatten.    Durch  diese  Kotdeckung  gewann  erst  die  aeoere 
Zeit  ein  Oebergewicht  ober  die  Zeiten  der  Griechen  und  Araber, 
denn  bisher  war  in  den  mathematischen  Wissenschaften  noch  kein 
wesentlicher  Schritt  vorwärts  geschehen. 

Turf.itriia  iil)erliess  dem  l'ardan  seine  Entdeckimpr  und  dieser 
erndtete  die  Frucht  davon;  wer  würde  sich  nicht  ebenso  bitter,  wie 
er,  darüber  beklagt  haben?  Ein  unglückliches  Loos  verfolgte  ihn 
Überall;  man  rief  ihn  nach  Mailand,  nach  Venedig,  aber  bald  ge* 
rieth  er  in  Vergessenheit:  seine  Vaterstadt  wünschte  ihn  wieder  ie 
ihren  Manern  zu  sehen»  jedoch  auch  hier  kümmerte  man  inch  wenig 
nm  ihn  nnd  behandelte  ihn  mit  Geringsehätxung,  TartagUa  kebrta 
nach  Venedig  zurück,  wo  er  im  Jahre  1559  starb.  Das  ist  daa 
Leben  eines  der  grössten  Mjinner  des  löten  Jahrhunderts..  Mao 
hat  gesagt  und  wiederholt  es  noch  fortwährend»  dass  Tartaglia 
einen  sehr  reizbaren  Charakter  erehabt  habe;  es  matr  sein  —  wer 
aber  dürfte  unter  so  be wandten  Umständen  wohl  n^ehr  unsere  r^acli* 
sieht  in  Anspruch  nehmen?  < 

Tartaglia  hat  viele  Werke  geschrieben,  aber  das,  worin  er  die 
Auflösung  der  cubischeu  Gleichungen  und  seine  algebraiscbeo 
terSDchunjgen  überhaupt  niederanlegen  gedachte,  ist  nicht  enchte- 
Den.    Sein  grosses  Werk ;    General  trattato  dl  nnmeri  e  aiiiiH« 
(Vineg^a,  1550.  6  part.  in  fol.)  enthält  einen  vollständigen  CariM 
der  reinen  Mathematik.   Man  findet  darin  Arithmetik»  Algebra,  Gt9» 
metrie  und  Kegelschnitte  nach  einander  abgehandelt.    Unter  andern 
hetnerkenswertlien  Sachen  enthält  dieses  Werk  die  Entwickelnns: 
eines  Hinoms  tür  pranze  positive  Exponenten  nach  einer  Regel,  aus 
der  sich   eine   allgemeine  Formel  ableiten  lässt;  ferner  Probleme 
aus  der  Wabrsclieinlichkeitsrecbnung ,  deren  richtige  Lösun^r 
von  Paciuli  bereits  gesucht,  von  Tartaglici  ebenfalls  nicht  getrof* 
fen  wnrde.  Die  Rechnnng  mit  Wurzeigrössen  wird  vollständiger 
ahjBfehandelt,  geometrische  Probleme  mittelst, einer  einzigen  Cirkel- 
öffiaung  gelöst  nnd  algebraische  Gleichungen  constmirt.  Ferser 
finden  sich  in  diesem  umfassenden.  Werke  Probleme  über  Maxiai 
und  Minima  algebraischer  Funktionen,  die  rein  algebraisch  bebao- 
delt  werden;  unter  anderen  ein  Problem,  das  Tartaglia  von  CaH^fi 
vorgelegt  wurde:   die  Zahl  8  in  zwei  Theile  so  zu  theilen,  ^»^^ 
das  Produkt,  welches  entsteht,  wenn  der  eine  mit  dem  andern  ud»! 
mit  der  Differenz   beider   multiplicirt  wird,    ein   Maximum  i^^- 
Dieses  Werk  ist  übrigens  nicht  vollendet;  dem  Verfasser  fehlte  ^ 
wahrscheinlich  an  Zeit  die  Uedactiuu  selbst  zu  verbessern, 
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mehrera  AhaebAilte  fliod  ent  oaeh  MiDon  Tode  mebieneB.  Ito». 

dessen  alle  darin  abgebandeUen  Gegenetiliide  lilid  fiir  die  Ge- 
scbicbte  der  Wissensebaft  \'on  loteresse:  der  grosse  Streit  des  V  er- 
tiissers  mit  Cardiin  und  Ferrari  wird  voliständts^  erzählt,  und  die 
von  den  verschiedeneu  Tlieiiaehoiern  am  Streite  vorgelegten  Fra- 
gen sind  beinabe  sämuitlieh  erwähnt.  Sie  bezieben  sieb  Vorzugs, 
weise  auf  die  Lösung  cubiscber  Gleicbungen  und  geumetrischer 
Probleme« 

Tartaglia  bat  auch  der  Ballistik  die  erste  wisseoscbaftlicbe 

Grundlage  {gegeben.  In  der  Schrift:  Scientia  nova  (Venetia  1550. 
A.)  Hnd^t  sich  dns  merkwürdige  Resultat,  dass  man  die  grösste 
Wirkuii^i,  erhälf,  wenn  unfer  ( mein  Winkel  von  45**  g-ericbtet  wird. 
Tartaulia  war  schuii  im  JaLre  15^2  duruuf  gekommen.  Obngeacb» 
let  aller  Anstreoguugeo  gelang  e8  ihm  abor  deonoeh  nicht,  die 
Warflinie  in  bestionicita  und  in  Wabrbeit  dieses  ricbtigen  Sataes 
tu  Iieweisen.  Ehen  so  wenig  vermochte  er  die  Mechanik  wissen* 
scbaftiich  zu  begründen,  denn  er  verstand  uicht^  die  hert^ebracliten 
Delinitionen  und  Eiuthcilun^ou  zu  verlut^seu  und  an  iure  Stelle 
neue  zu  s(  liarten.  Indessen  siebt  man  dennoch  aus  seinen  Irrthü- 
mern  einige  richtige  Grundgesetze  der  iVlecijanik  hervorschimmern, 
und  man  miiss  •  es  ibm  Dank  wusen ,  dass  er  zuerst  die  Geometrie 
alif  die.  Bestimmung  der  krummlinigen  Bewegung  und  auf  den  Fall 
der  Körper  anwandte.  Auch  diese  Schrift,  die  aus  fünf  Büchern 
bestehen  sollte,  ist  unvolleudet  geldieben,  denn  die  beiden  letzten 
fehlen.  Das  tünfte,  das  nach  des  Verfassers  Ankiiinliü^uiip;-  eine  Art 
Handbucli  iilier  Chemie  in  ihrer  Anweudung  uut  \  erier ligung  iles 
Pulvers  und  der  kuustteuer  im  Aligemeioeu  werden  sollte,  wurde 

Segenwärtig  interessante  Beiträge ^^xur  Gescbicbte  der  Pyrologie 
arbieten. 

Das  schon  oben  erwähnte  Werk  Tartaglia's:  Qnesiti  et  inven» 

tioni  diverse,  enthält  eine  grosse  AnzHhl  Probleme,  «)ie  dem  Ver- 
fasser von  vielen,  namentlich  erwäiinten  Personen  vorgelegt  wur- 
den, zugleich  mit  den  darauf  gegebenen  Antworten.  In  den  drei 
t-rsteo  Büchern  beschäftigt  er  sich  auch  mit  der  Artillerie  und 
Ballistik;  man  findet  unter  andern  darin  die  Dimensionen  der  da« 
mala  geh  rauch  liehen  Stücke,  ihr  Kaliber  und  das  Verfabren,  die 
innere  Weite  derselben  zu  bestimmen ,  so  wie  auch  verschiedene 
Recepte  zur  Anfertigung  von  Pulver;  er  spricht  daselbst  von  der 
iilimabliuc  u  Kutzündung  des  Pulvers  und  erklärt  aus  der  Erhitzung 
des  Stucks  und  aus  der  daraus  entstebendeo  Verdünnung  der  Luft 
die  Absorption,  welche  man  suweilen  bemerkt;  er  berücksichtigt 
den  Widerstand  der  Lttf|  bei  der  Bestimmung  der-  Schossweite  und 
seifft,  dass  die  VVurflinie  niemals  eine  Gerade  sein  wird.  Das 
fünitc  Buch  enthält  die  Feldmesskunst  und  das  Aufnehmen  der 
Ebenen.  Die  Instrumente ,  die  damals  die  Feldmesser  gebrauchten, 
werden  beschrieben;  auch  findet  sich  hier  eine  Abbildung  der  da- 
mals gebräuchlichen  Form  der  Boussole.  In  den  iol^eudcn  Büchern 
Uoden  sich  Untersuchungen  über  Fortificatlon,  Statik  und  'Algebra» 
und  das  neunle  erhalt,  wie  schon  erwähnt»  die  Streitfragen  in 
Betreff'  der  eobiscben  Gleichungen»  die  Tartaglia  von  Fiore  und 
andern  Personen  vorgelegt  wurden.  Hier  wird  erzählt,  durch 
welche  Mitiel  und  durch  welche  V  ersprechungen  Cardau  endlich 
den  Tartaglia  zur  Mittheilung  der  allgemeinen  Formel  zur  Lösung 
der  cubiscben  Gleichungen  hewog.    Zugleich  ergiebt  sich  auch» 


daw  letzterer  seit  dem  Jabre  1541  da«  Princip  dar  Mehrheit  der 
Wanela  bei  culischen  Gleichanfj^eo  erkanat  hatte,  falU  dieselbeo 

mehrere  positive  Wurzel □  haben,  denn  die  negativeb  lässt  Tar- 
tagiia,  selbst  hei  den  Gleichungen,  Ute  »u'h  auf  quadratiscbp  zu« 
rückftihren  lasseu,  unberücksicbtigt:  eine  merkwürdige  Tbat^ache, 
die  bicb  nur  aus  der  hergebrachten  Gewohnheit  erklären  lässt.  Er 
vermochte  aber  aieht  die  Aazabl  der  Wuraela  an  hestiaiBie««  daan 
er  sa^t,  dass  die  cubischen  Gleiehnagea  inaier  awet  AaflSanagai, 
QBd  vielleicht  auch  mehr  zulassen. 

Tartuc:Iia  hat  den  Euklid  ins  Itatienische  überfrapren,  und  auch 
dif»  erstp  nach  dem  griechischen  Oris:inal  c-eferriotc  llebersetzung 
dei  i*>ciirifteD  Archimeds  (Archimedis  opera.  \  euet.  1540.  4.)  gelie- 
fert. Von  der  Abhandlung  Archimeds  ,,über  die  sehwimmeodea 
Körper  (de  iafidentibus)**  kaabte  er  noch  das  grieehiache'  Origiaalt 
das  seiraeia  verloren  gegangen  ist,  so  dass  gegeawartig  seine 
Uebersetzung  die  Stelle  desselben  vertritt  *).  Aus  der  Bearbeitung 
dieser  Abbandlnng  ging  wahrscheinlich  Tartaglia's  Schrift:  Tra- 
vas-liata  inventtooe,  hervor,  worin  er  sich  mit  den  Anstalten  be- 
schaiti^t,  gesunkene  Schiffe  wieder  emporzuheben,  und  von  der 
das  dritte  Buch  eine  kleine  AbhaDdlun|r  über  Meteorologie  enthält. 
Er  nahm  spiter  diesea  Gegeustaad  wieder  anf  aad  erweiterte  iha 
^  Id  dem  Ragionamenti  sopra  la  traVagliata  inventione  (Venet.  1551« 
.  4.).  Unter  amlern  findet  man  hier  eine  Tufel  der  specifiscbea 
Scliwpre  einer  grossen  Anzahl  von  Körpern,  wobei  die  Schwere 
des  Walsers  als  Einheit  geoommeu  ihl.  Sie  sciieint  xwar  im  All- 
gemeiueu  sehr  ungenau  zu  seinj  man  muss  jedoch  bedenken^  dass 
Tartaglia  die  Versaehe  an  Veaedig  anstellte  und  wahrscheinlich 
namittelbar  Seewasser  dam  gebranehte,  iadem  er  aar  aageoftherte 
Bestimmungea  sam  Bebnf  des  Emporhebeas  gesnakeaer  Schiffe  ha* 
ben  wollte. 

Alle  diese  Werke  Tartaij^lia's  enthalten  nur  Mathematik  und 
Anwendungen  derselben  anf  verbcliiedeoe  Wissenschaften.  Er  küm- 
merte sich  weder  um  die  zu  seiner  Zeit  so  hoch  geschätzten  ge- 
heinea  Wisseaschaften,  aoeh  an  die  versehiedenen  philosophischen 
SjsteaM.  'dle  damals  -so  rasch  eatstanden»  am  ebeaso  bala  wieder 
au  vergehea. 

Von  sfauz  versrbtedenem  Charakter  war  sein  Rival,  Hieron^mns 
Cardan,  geb.  1501  zu  Favia  **).  Mit  den  ausgezeichnetsten  Geistes- 
faliiä^keiten  ausgerüstet,  huldigte  er  dennoch  vollständig  den 
Schwachheiten  seines  Zeitalters.  Auf  der  eiuen  Seite  zitterte  er 
Tor  jeder  yorhersaffuag  and  vor  jedem  Traume»  auf  der  andern, 
verwarf  er  kühn  jede  Autorität  nnd  folgte  nur  der  Intelligens  als 
Führe rin  in  das  Reich  der  Wissenscbaflea,  von  denen  keine  seiner 
Anttnerksamkeit  entp^ini^.  Bald  lebte  er  schwelgerisch ,  bald  ging 
er  in  Lumpen  einli^T,  und  dennoch  hat  er  bei  seiner  ungeregelten 
Lebensweise  zahlreiche  Werke  geschrieben,  die  das  ganze  Gebiet 


*)  Wahrscheinlich  nar  es  diese  Uebersetzung  Tartatlia's,  die  Gominandia 
'  verbesserte«  Vergl.  Kastaer^s  Gesch.  der  Math«  Bd.  U.  p.  9D1« 

Die  Erzählung  de  Thou's,  dass  Cardan  im  TSsten  Jahre  freiwillig  den 
Hungertod  gestorben  sei,  um  seine  Vorhersagung  in  Erfüllung  geben 
zu  lassen,  hat  Tiraboschi  (Storia  deila  litt,  itahy  Voh  XI.  p,  4SI.)  sn 
widerlegen  veraucht. 
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des  Wissens  umfassen.  Die  gfedruekteo  alleiD  füllen  10  Binde  ia 
fol.,  aber  sie  sind  nicbt  die  Hälfte  von  dem,  was  Cardan  o^eschrie- 
ben  bat.  Uns  interessiren  bier  nur  die  luatbematiscben ,  besonders 
die  algebraischen  Schriften,  in  welchen  er  sieb  als  ein  gewuniitcr 
und  «rfiadunginieber  Analyst  zeigt.  In  seiner  Ars  magna  'spricht 
er  Diebt  «Hein  von  der  JMehrbeit  der  Wnneln,  eoDdern  er  berück- 
•iebtigt  daaelbet  euch  laerat  die  negativen  Worceln,  die  er  falsa« 
geu  fictae  nennt.  Ganz  besonders  ist  aber  hervorzuheben,  dass 
Cardan  zum  ersten  Male  imaginäre  Wurzeln  erwähnt,  deren  Dupli- 
cität  er  nachweist.  Man  verdankt  ihm  auch  eine  Methode  zur  Lö-  . 
suDg  der  Gleichungren  durch  Näherung;  er  substitnirt  uätnlicb  nactf 
einander  für  die  Unbekannte  zwei  Zahlen ,  findet  hierbei  elo 
Zeichenwechsel  statt,  so  seblieMt  er,  dase  ainseben  diesen  beiden 
Zahlen  die  Warxel  entbalten  sein  muss.  Cardan  bat  unter  andern 
auch  die  Theoreme  gefunden,  dass  jede  cubische  Gleichung  sich 
durch  die  Unbekannte  vernnndert  um  die  Wurzel  dividiren  lässt, 
uud  dass  der  ('oefßcient  des  zweiten  Gliedes  der  Summe  aller 
Wurzeln  mit  entjKegengesetztem  Vorzeichen  gleich  ist;  ferner  bat 
er  die  gleteben  Wnraeln  gekannt  und  bebandelt;  er  näherte  sieb 
sogar  dem  Theorem  des  Descartes  über  Zeicbönwechsel  und  Zei« 
chenfolge,  nud  er  würde  gewiss  noch  mehr  Entdeckungen  gemacht , 
haben,  wenn  er  sämmtlicne  Glieder  der  Gleichunp^  auf  eine  Seite, 
gebracht  und  =0  gfesefzt  hätte;  aber  zu  seiner  Zeit  verfuhr  man 
noch  eauz  nach  der  Art  und  Weise  der  Araber,  welche  die  Glieder 
der  Gleicbungeu  auf  beide  Seiten  deä  Gleichheitszeichens  vertheiU 
ten,  um  sie  sammllieh- positiv  an  machen  *). 

Obgleich  Cardan  das  Vorhandensein  der  drei  Wurzeln  einer 
cubiscbeo  Gleichung  nicht  allgemein  bewiesen  hat,  falls  sie  sämmt- 
lieh  imaginär  sind,  sn  hat  er  doch  ihre  Existenz  in  sehr  vielen 
Fällen  ^ezeitrt,  indem  er  sie  übeiiiaupt  auf  ^geometrischem  W^egc 
durch  Kegelsclinitte  bestimmte.  Zwar  hatten  die  Araber  schon 
ähnliche  Llutersucbuugeu  gemacht,  aber  Cardan  kaoute  sie  nicht, 
und  seine  Construction  der  allgemeinen  cnbischen  Gleichung  ver- 
dient bemerkt  zu  werden,  weil  sie  zuerst  zeigt,  wie  ,ein  zwischen 
^wei  Grössen  bestehendes  Verbältniss  durch  Abscissen  vnd  Ordina- 
ten  einer  Curvc  allcremein  dargestellt  werden  kann. 

In  allen  Schriffen  Cardau's  kommen  mathematiscbe  Ünter- 
sucbuugeu  vor;  er  veisuchte  socrar  die  Mathematik  auf  die  Medicin 
anzuwenden,  indem  er  die  Frage  behandelte,  ob  die  durch  die  Me* 
dicamente  hervorgebrachten  Wirkungen  in  arithmetischer  oder  geo* 
metrischer  Proportion  zu  den  gegebenen  Dosen  stehen.  ^  ^  • 

Unter  den  Schülern  Cardan's  war  der  ausgezeichnetste,  Luigi 
Ferrari  aus  Boloc^njt,  der  zu  Mailand  und  später  in  seiner  Vater- 
stadt Professor  war.  Kr  entdeckte,  wie  schor»  erwähnt,  die  Auflö- 
sung der  Gleichungen  des  iten  Grades,  die  er  nach  damaliger  Sitte 
geheimhielt.  Cardan  verülfentlichte  sie  jedoch  in  seiner  ^rs  magna, 
nnd  eine  ansfilhrliche  Darstellung  findet  sich  in  der  Algebra  des  Bom- 
belli.  £rsterer  entwirft  kein  besonderes  Bild  von  dem  Charakter 
.des  Ferrari;  so  ausgezeichnet  er  in  der  Mathematik  war,  so  wenig 
neigte  er  sich  mit  den  Regeln  des  Anstandes  im  Leben  vertraut« 


n  Siehe  Kastnsr's  Geich,  der  Math.  Bd.  I.  p.  190  ff. 

0 

^  yui.L  o  i.y  Google 
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Er  war  sehr  reizbar  und  hatte  schon  im  ITtfii  JHfiro  alle  Fioger 
der  rechten  Hand  iu  eint  in  Streite  verloren.  Fr  htarb  1505  in  der 
Blütlie  seiDCä  Lebeuä,  Julir  alt,  wie  luuu  glaubte,  von  seiner 
Schwester  vergiftet.  Voo  ilitt  aiod^  anr  eiolfre  Briefe  gedruckt 
Seine  AhbandluDg  über  deo  Irrthun,  den  man  bei  der  BestinniUBg 
des  Osterfestes  begebt^  war  noch  1731  als  Manascript  vorhanden, 
und  Cardan  erwikhnt^  da»  Ferrari  auch  über  Geo»etrte  geechrie« 
ben  habe. 

Zu  den  Mäuueru,  die  sieb  ura  die  Algebra  so  ausgezeicboete 
Verdienste  erwarben,  tfescllt  äicb  als  der  letzte  Raphael  Bombelli. 
tTon  seinen  Leben  weiss  man  nnr  so  viel ,  dass  er  'in  der  y^Mi'^ 
Stadt  Verro*8  ttwt  Ferrari's,  sn  Bologna  —  nm  welche  Zeit,  |sl 
inibrkannt  geboren  wurde,  und  im  Dienste  des  Bischofs  von 
Melii  als  fncfenicur  stand,  der  ihn  auch  veranlasste,  sein  berühmtes 
Werk  über  die  Algebra  zu  schreiben.  Es  erscliieo  1572,  und  ist 
iu  3  Bücher  getheilt,  von  denen  das  erste  die  Elemente ,  die  Rech- 
Dung  mit  Wurzeln  und  imaginären  Grössen  enthält,  das  zweite  die 
dleichungen  behandelt,  und  das  dritte  eine  Samalung  von  Pro» 
blenen  ist,  unter  welchen  einic^c  sehr  schwierige  aus  der  unbe« 
stimmten  Analysis  sich  linden.  Die  ganze  Alprehra  der  damaligen 
Zeit  wird  in  demselben  gründlich  dargestellt,  und  die  Beweise  sind 
,  streng  und  vollständig.  Einiger  eigeutbümiieheo  Bezeichuuogen 
bedient  sich  Bombelli ;  es  ist  z.  B. 

^^jc^j  ^z=zjc*j  vi=ar'  .  • . 

also 

ferner  i^t 

s  s 

Die  Rechnung  mit  Wurzeigrössen  *),  so  wie  auch  die  allgemeine 
Theorie  der  imaginären  Grössen,  wovon  Bombelli  eine  glückliche 
Anwendung  auf  den  irredueiblen  Pall  macht,  finden  sich  hier  voll- 
ständig ans  einander  gesetzt.  Kr  hat  ferner  zuerst  allgemein  aus- 
gesprochen, dass  jede  cubische  Gleichung  drei  Wurzejn  hat,  falls 
dieselben  sich  sämmtlich  unter  imnqrlnärer  Form  darstellen,  und 
.  hat  seine  Behauptnng  in  i^ehr  viel*  n  1  äileu  durch  unmittelbares 
Ausziehen  der  Wurzein  aus  beiden  Binomen  dargetban.  Bombelli 
benuttt  swar  die  Schriften  Leonardo's  von  Pisa  nnd  Pacioii^s^  aber 
er  vervolllconninet  die  Beweise,  so  dass  seine  Algebra  zu  den 
Fortschritten  der  Wissenschaft  nicht  wenig  beigetragen  hat. 

Seit  den  Zeiten  ßorabelli's  nahm  das  Interesse  für  das  Studium 
der  Algebra  in  Italien  ab.    Nur  Pietro  Antonio  Cataldi**),  Pro- 


•)  Leibnitz  nnd  llutton,  nach  diesem  aiioh  Klügel  (Wörterbuch,  Theil  I. 
Art.  Algebra)  haben  das  Gegentheil  bobauptet,  indem  sie  Bombelli  hierin 
tlnvollständigkeit  nachweisen;  Plann  liat  jedoch  in  einer  längeren  Note 
(Libri,  hisfnire  des  nt;irhrin.  tnm.  III.  p.  446.  sq.)  das  Urtheil  Ton  Leib- 
nitz widerlegt.  Derselbe  fühn  auch  mehrere  Stellen  aus  I^ap^range's 
Vorlesungen  an,  die  dieser  171^5  an  der  Normalscbule  gebaiiea  hat, 
worin  ebenfalls  zu  Gunsten  Bombelli's  sntsohieden  wird. 

'*)  Von  Montuds  nisht  erwähnt. 
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feMor  an  der  ünivenltil  n  Boiogoa,  legte  eieh  e|iiter  m\t  emigen, 
Brfolffe  auf  die  WUieoschaft.  Unter  teioeo  sahireichen  Werken 

er  schrieb  dereo  mehr  als  30  —  verdienen  nnr  die  wenigsten  un- 
sere Aufnif rksnmkeit ,  die  meisten  entbaUen.  Tiiehts  \eues.  Beson- 
ders ist  hier  zu  erwühncn  sein  l'rattato  del  uuxlo  brevissiino  Üi 
truvare  la  radice  quaüru  delli  Dumeri  (Bologuu  1013.  in  fol.);  es 
ÜDdet  sich  Dämlich  hierin  nicht  allein  ein  Verfahren,  wie  man 
ai&herangTweiae  eine  Quadratwnrael  aussieben  bann,  so  dass  die- 
selbe unter  der  Form  einer  unendlichen  Bethe  erhalten  wird,  son- 
dern Cataldi  bedient  sich  auch  sa  eben  dem  Zwecke  der  Ketten- 
brüche ,  deren  ersten  iQebfaQch  man,  sonst  dem  Lord  Broancker 
luscbrieb.   Kr  setzt  z.  B. 


84- 


und  beweist,  dass  je  nachdem  man  zum  letzten  Ifenner  einen  IUN|en 
Bruch  hinzugefügt  oder  wegläset,  Zahlen  erhalten  werden,  die  ab- 
wechselnd grösser  und  kleiner  sind  als  der  wahre  Werth,  nnd  dem- 
selben zugleich  immer  näher  kommen.     Nachdem  er  so  15mal 

den  Brneb  ^  wiederholt  bat,  erbftlt  er  zvlettt  einen  Werth  tob 

V-'^TS,  bei  dem  mun  noch  um  einen  Hruc!i  irrt,  dessen  Zähler  =1 
und  dessen  Nenner  eine  23  zifFrige  Zahl  ist.  Auch  stellt  Cataldi 
eine  Vergleichuog  dieser  beiden  Nähcrungumetboden  an.  Gs  ist 
iiberbanpt  merkwürdig,  dass  sich  schon  in  dieser  8<^hrift  die  ersten 
Spuren  der  Entdeckungen  finden,  die  sonst  gewöhnlich  Wallis  zu- 
geschrieben werden. 

Unter  den  algebraisriien  Schriften  Cataldi's  sind  ferner  noch 
die  zu  erwähnen,  worin  er  die  Ausziehung  der  Cubikwurzel  aus 
gewissen  Binomen  und  sogar  Trinome»  lehrt  (Nova  algebra  po- 
portionaie,  Bologna  1619  in  fol.  und  Blementi  delle  qnantita  irra- 
tionali^  Belog.  1620  in  fol.).  Viele  Geometer  hatten  sich  schon  mit 
Problemen  ähnlicher  Art  beschäftigt,  um  namentlich  die  Schwierig- 
keiten, welche  die  Cardanische  Formel  verursacht,  zu  beseitigen; 
Cataldi  nimmt  in  diesen  beiden  Schriften  den  Gegenstand  von 
neuem  mit  Erfolpr  war. 

Besonders  hat  über  iataldi  in  den  Anwendungen  der  Algebra 
die  Schärfe  seines  Geistes  dargelegt.  Seine  Algebra  discorsiT« 
nnmerale  et  lineare  (Belog.  1018  3  part.in  fol.)  enthält  analytische 
Geometrie;  er  gebraucht  bier  Linien  anstatt  der  Zahlen  und  con- 
struirt  allgemein  die  Gleichung  des  zweiten  Grades.  Auch  in  der 
Algebra  applicata  (Bolog.  1622  in  fol.)  tindcn  sich  viele  beachtens- 
wertbe  Sachen;  es  existirt  ferner  von  ihm  eine  trigonometrische 
Algebra  (Algebre  triangulaire),  die,  wie  alle  übrigen  Werke  tatal- 
di*s,  sehr  selten  zu  sein  sclvBijit. 

Cataldi  bat  sich  auch  mit  Geometrie  beschäftigt.  Kr  comme^n- 
tirte  den  Enclid  und  vertheidigte  ihn  gegen  die  Anj?rifte  Molma  s  ); 
ebenso  nahm  er  sich  «ach  für  Arcbimed  gegen  die  Anmassuogen 


•)  Vmm^  elementi  di  Eaclide,  Rolop.  1620.  21.  25.  S  toU.  in  f aL  und 
pücsa  d'fiuclide,  Bolog.  1626  in  £ol.  (wahrscheiuiich  seine  letztej^nft). 
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Scaligcr*»  auf  (Difesa  (I'Archiin<»d<»,  trnttato  del  misiirftre  o  frov!»re 
]a  grandczza  del  cerchio,  Hologna  lt)20,  io  foL).  Aik  ü  hat  Cutaldi 
den  berüchtigten  Satz  über  den  Purallelismus  zweier  Geraden  zo 
beweisen  versucht  (Onerettu  deile  tiuee  rette  equidiütaoti ,  üolog. 
1603.  A.),  jedoch  der  Feblieliliira  darin  i«t  lebr  leickt  zu  benerkev. 

Catuldi  war  um  iM3  Profesaor  za  Florenz;  aber  tchoii  1572 
finden  wir  ibn  an  der  Academie  und  Universität  zu  Perugia.  1584 
wurde  er  zum  Professor  der  >!afheinntik  an  der  ütiiversität  zu  Bo- 
loi^iui  ernaniif,  wo  er  bis  zn  srinem  '[""ode  blieb,  der  uacb  i62t)  er- 
tuigte.  Schon  in  seinem  17ten  Julire  schrieb  er  deu  ersten  Tbeil 
seiner  Fratica  aritmetica,  der  jedoch  erst  1002  erschien,  worauf 
dann  1606  der  sweite  Tbeil  folgte.  In  Bologna  fffilndeCe  «r  eine 
Academie  für  Mathematik,  vielleicht  die  älteste,  die  wir  kennen; 
aie  wurde  jedoch  vom  Senate,  ohne  dass  man  wusste  warum,  auf- 
j^ebohen.  Die  ^'orlesunp-en,  die  Cafaldi  daselbst  hielt,  sind  erscbie- 
ueu  (Due  lettioni  date  uf  IT  Arc;ulcmia  Krigeoda,  Bolog".  1613.  4.). 

Obnstreiti^  verdient  Cataldi  einen  ausgezeichneten  Platz  unter 
den  Mathematikern  seiner  Zeit,  wenn  er  sich  auch  nicht  mit  den 
groiseii  Geistern  dea  17ten  Jabrbanderts  Tergletchen  ISssH  Er 
sass  einen  erfinderischen  Geist  und  eine  ausgebreitete  Gelebrsaiii- 
keit,  und  nahm  von  Allem  Notiz,  was  im  Auslande  erschien.  Die 
Namen  Vieta's,  van  Ceulcn's  finden  sich  in  den  Vorreden  zu  seinen 
Schriften  erwähnt.  Um  die  Ausbreitung  seiner  Wissenschaft  war 
ihm  SU  sehr  zu  thun,  dass  er  seine  Schriften  in  mehr  als  100  Städ- 
ten Italiens  mehrmals  an  Haiylwerker  und  Arme  nrnsonst  verthei- 
len liest. 

So  sind  wir  bis  zum  Zeitalter  GaÜlii's  gekemmen,  der  «In 

demselben  Tage  (18.  Febr.  1564)  zu  Pisa  geboren  wurde,  an  weK 
chem  Michel  Aogelo  starb.  Dureli  ihn  erhielten  die  malbematischen 
Studien  in  Italien  eine  andere  Uichtung.  Kr  ist  der  Schöpfer  der 
Mechanik  und  der  wissenschaftlichen  Physik;  in  beiden  Disciplinen 
haben  die  Italiener  bis  auf  die  neueste  Zelt  Bedentendes  geleistet 
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lieber^  Reihenentwickelungeii  nach  der  Me> 
thode  der  unbestüuiaten  Coefßcienteo 

Von 

Heran  T.  Wittsteiii 

Lehrer  am  ^yceum  su  Hannover. 


Es  fit  in  diesen  BIfttte»  «ehifach  von  der  Untul&ssigkeit  der 
Hethede  der  «»bestimmten  Coeffieienten  tnm  Bchaf  der  Entwicke- 
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Ima:  der  Fanktionen  in  Reiben  die  Rede  c^eweseu,  und  es  möcbte 
dcäähalb  nicht  Uüpuääeud  t>eiu,  hier  auch  die  Gründe  dieser  UnzO- 
lifisigkeit  vallitäDdiff  saiaaiiiengestellt  la  Mben.  Man  trennt  sieb 
nngern  von  einer  Metbode,  die  so  leicht  nnd  einfach  ihrem  Ziele 
sBÜlirt,  man  encht  die  Mängel  zu  yerbessern,  die  Lücken  zu  ergän- 
zen; und  wenn  auch  das  Resultat  nicht  die  c^ewünschte  Befriedi- 
gung bringt,  so  trägt  mau  wenigstens  den  Gewinn  davon»  dass 
man  mit  Üeberzeuguug  die  Metbode  füllen  la«;.st. 

Als  Fundamental -I^chrsatz  der  Metbutie  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten  mnss  ein  Satz  angesehen  werden,  dCn  man  gewöhnlich  in 
folgender  Weise  au.ssi) riebt: 

Wenn  zwei  ani  gleiche  Weise  nach  Potensen  von  geord- 
nete Reihen 

A^^ji^  dP+wil,^* nnd  B^'^B^W'^B^ap* . • . 

einander  gleich  sein  sollen,  so  müssen  die  Coefficienten 

f leicher  Potensen  Ton  <r  in  beiden  gleich  sein, 
«ebrsatz  pflegt  in  den  Lehrbiichem  entweder  ffar  nicht,  oder 
nur  mangelhaft  bewiesen  zu  werden.  Im  ersten  Falle  verwechselt 

man  ihn  offenbar  mit  seinem  I}n)gekehrti>n: 

Si^enn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  .r  in  jenen 
eiben  übereinstimmen,  so  sind  beide  Reiben  gleich; 
welches  nnf  der  Stelle  klar  ist,  so  lange  nnr  beide  Reihen  weder 
unbestimmte  noch  nnendllche  Resultate  geben» '  in  welchem  Falle 
der  Begriff  von  Gleichheit  wegfällt.  Im  zweiten  Falle  aber,  wo 
man  im  F^aufe  des  Beweises  wiederholt  durch  a:  dividirt  und  so- 
dann .r  =  0  setzt,  begebt  man  den  Fehler,  dass  mau  beide  ^iten 
einer  Gleichung  durch  0  dividirt  und  die  (Quotienten  wieder  gleich 
setzt,  du  ja  bekanntlich  der  äat^i^  „Gleiches  durch  Gleiches  dividirt 
•  ffiebt  Gleiches**  eine  Ansnnbme  erleidet,  sobald  0  der  Divisor  ist 
Dieser  Beweis  läset  sich  indessen  mit  Hülfe  ^on  Grenzbetrachtqn- 
gen  in  ein  völlig'  strenges  Gewand  einkleiden,  wobei  jedoch  zn- 
i^kicli  der  7i]  beweisende  SatJB  selbst  einigte  Modifikation  erleidely 
nämlich  in  folgend  er  Weise. 

Lehrsatz.    Wenn  zwei  auf  gleiche  Weise  nach  Potenzen  von 
jc  geordnete  Keihen 

^o  +  ^,^  +  ^a^*-|-  und  Bo'^B^a:+B^a:*  -f-  . .... 

für  alle  Werthe  von  zwischen  a:=0  und  arz=£  gleiche  Resul- 
tate geben  sollen,  so  müssen  die  Coefiäcienten  gleicher  Potenzen 

von  :r  in  beiden  gleich  sein. 

lieweiö.    Üa  die  Gleichuüg 

für  bestehen  soll,  so  hat  man  sofort 

Daraus  folgt  ferner 
A^a:     ui^a;^         .  =  M^a;  -+-  B^a;^  -h  . . .  innerhalb  j 
A,a:-^  A^x^-\  _^  B,a;^ß^x»H  innerhalb  j"^"^^ 
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folg^licfi  wenn  man  ^»  roii  orse  «BlkiigeBd»  ikh  de«  Wertbe 

^^il  näliern  lässt,  WO 

,i„  ••  =  Hb  4 ' +  .)=^". 

ii^  5!£±£s£llillJLi:  =:  Hm  4  .  lim  (Ä. +Ä,ar -h . . .)  = 

2)  A^^B^. 

Ferner  ist  daraus 

e 

=  £2£!+^.£l+il4  innerhalb  l^^^ 
uod  durch  UeUergaog  zu  den  Greuzen,  wie  vorhio, 

Hiermit  ist  der  vorlic^gcnde  Snfz  vollständipf  bewiesen.  Aus 
der  Uescbaft'eoheit  dieses  lleweiscs  zeigft  sich  sofort,  wesshalb  in 
dem  Lehrsätze  die  Forderung  aiitp:('stellt  werden  musstc,  dass  fiir 
alle  Wertbe  voo  äs  zwtscbea  deo  Grenzen  ac  =  0  und  ^  =  f  (%-oa 
denen  die  letztere  hier  dnrchane  wtllktlrlieb  rat)  obige  Reihen  |^eidhe 
Resnltate  geben  sollen;  ea  war  nämlich  zur  Auffindung^  der  in  Be* 
weise  erforderlichen  Grenzwerthe  für  ^=0  nötbig^  dass  man  Ton 
einem  von  0  verschiedenen  Werthe  für  jt,  für  welchen  die  suppo- 
flirte  Gleichung  noch  gültig  blieb,  ausgehen  konnte,  um  sich  von' 
da  aus  der  ü  zu  nähern.  Mehr  aber  bedurfte  es  nicht ,  und  die 
frühere  Weise  den  !*iatz  auszusprechen,  wo  man  Gleichheit  beider 
Reihen  für  alle  Werthe  von  op  (natfirlieh  mit  Anaiehtuaa  derfeni* 

fen,  für  welche  der  Begriff  der  Gleichheit  keine  Bedeutung  mehr 
at)  verlangte»  war  deas^alb  fehlerhaft,  weil  die  Bedingoag  in  die> 
sem  UuifuDge  in  dem  Bcwei<;e  nicht  zur  Anwendung  kommen  kann» 
nithiu  der  Satz  mehr  behauptete,  als  der  Beweis  beweiset 

Es  läsBt  sich  hieran  noch  die  Folgerung  knüpfen,  dass,  wenn 
man  eine  nach  Potenzen  von  o?  fortecn^eitende  Reihe  hat,  die  in* 
nerhalb  hestimmter  Grenzen  f&r  of  (unter  denen  auch  0  vorkommt) 
die  Entwickelung  einer  gegebenen  .Funktion  von  of  liefert,  et 
keine  von  dieser  verschiedenen  Reihe  mehr  geben  kann,  die  inner- 
halb derselben  Grenzen  gleichfalls  als  Entwickelung  dieser  Funktion 
könnte  angesehen  werden.  Diese  Folp^crnng'  auszusprechen  kann 
insofern  von  Nutzen  sein,  als  es  dadurch  noch  unentschieden  bleibt, 
nh  ea  vielleicht  innerhalb  andereren  jenen  nicht  enthaltenen  Gran- 
nen eiae  andere  Reihenentwickeluug  der  vor^^clegten  Punktion  ge» 
ben  könne. 


Der  Gang,  den  die  Metbode  der  bestimmten  Coefficienten  (om 
nu  dieser  selbst  jetat  übenugehen)  nimmt  >  um  eine  ge||ebene 


^  yui^od  by  Google 
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FanktioD  f^a)  in  eine  Reihe  zu  entwickelD,  die.  nacli  positii^ 
iranzcn  Potenzen  von  .2;  fortschreitet,  besteht  im  allgemeinen  darin, 
dass  man.  die  Möglichkeit  einer  solcher  EotwickeluDg  Toraussetzeod^ 
Üe  Glfliehiing 

f(a:)  =  A^  -f-  A^x-V-A^a;^  4-  . .  i . . 

aofstellt,  Yon  welcher  ausgehend  man  durch  rcrschiedene  Kantt- 
griffe  —  deren  Erörterung-  nicht  weiter  zur  'VIrthode  sellfst  c^ehört, 
iDSofern  die  cigcnthiiinhche  Beschattenheit  der  Funktion  f(a:)  sie 
an  die  Huud  geben  muss  *)  —  dubia  zu  gelangen  sucht,  d«iRs  auf 
jede  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine  nach  Potenzen  vun  tort- 
schreitende  Reihe  zu  stehen  kommt,  worauf  sich  die  Bestimmung 
4er  CocfficicDtttD  A^,  ^„  • . , .  nBinittelbar  dttreh  den  vor* 
•tilmidca  Lehraats  ergibt. 

Dieaer  CSaag  gibt  an  iwei  Bemerkaagea  Veraalaaanag.  Za» 
liebst  nämlieh  ist  klar,  dass  die  Voraussetzung,  dass  ifgead  eioa 
willkürlich  vorgelegte  Funktion  sich  in  eine  nach  Potenzen  von  x 
fortschreitende  ReÜie  soll  entwickeln  lassen,  im  allgemeinen  durch 
gar  nichts  gereclittcrtigt  wird;  man  kann  im  voraus  hiebt  wissen, 
die  gegebene  Funktion  die  Form,  die  man  ihr  autdringeo  will, 
wird  annenmen  können,  und  iu  dtr  Tbat  gibt  es  Funktionen,  die 
Beiheoentwickelung  iu  jener  Form  nicht  gestatten,  z.B.  log or, 
cot  Weaa  aiaa  daher  deaaoeb  Jeae  VanraaMtsaaff  macht,  aad» 
darauf  gcstiltst,  die  Coeffieieaten  der  sBppaairtea  Reihe  sa  beatin* 
BtD  gvcbt,  aa  aiaaa  »an  es  sieb  auch  gefÜlea  lasaea,  weaa  maa 
difcei  za  aabravebbaiea  Beaaltatea  gelaagt.  So  a.  B.  weaa  aiaa 

Ntlt 

log  a?=-*io"fr"'^l^"+"-'«^**l"  •  •  •  • 

uod  nun  zu  beiden  leiten  die  derivirten  Funktionen  nimmt,  so 
htaaa 

«oiaaa 

1  sEs  Ai  SP     ^A^^ip*     •  * .  •« 

welche  Gleichung  offenbur  für  ein  veränderliches  ohne  Sinn  ist. 
El  leaebtet  aber  eia,  daaa,  wenn  die  Reebnang  wirklieb  an  be- 
trintttea  Coeifieienten  lübrt,  die  Voranasetkung  selbst  aneb  aichta 
ungereimtes  enthalten  bat,  und  mithin  kann  voa  dieaer  Seite  die 
Methode  der  unbestimmten  Cdeflficientea  keia  Vorwarf  Ireffea. 

Ferner  liegt  ia  der  VorausMtsuag,  dass  ohae  weitere*  Be* 
idiränknog 


*)  In  vielen  FHIIen  rcirht  der  Uebergang  «u  den  derivirten  Funktionen  zu 
dem  beabsichtigten  Zwecke  a»is.  Lacroix  in  seinem  Traite  «dementaire 
findet  auf  diesem  Wege  Tcraiitieiät  der  Meihude  der  uiibestiinmtea 
Goefticienten  die  Taylorache  Reihe;  er  weksht  Jedoch  darin  ab,  daas  er 

^    auch  die  Exponenten  der  supponirten  Reihe  ala  unbestimmt  voraussetzt 

unti  sie  aus  der  Ipfzten  Gleichsctznnp'  lifstiinnipn  will,  welrlies  bog-reif- 
lieh  nicht  angelit,  da  es  ja  zutii  Wesen  der  M»  tho  le  der  unbeütiiiiiuten 
Coeffictenten  cehört,  ditis;»  äi«:  die  Expoueuieu  vun  a:  bestimmt  vor» 


SM 


/(*)  =S  ^,  +  +  -4t«» 


ht'iu  äoll,  tm^ilicite  die  BedingUDg  ausgesprocben,  dubä  für  jeden 
be&uüderu  M^erth  des  ^  der  Werlh  .der  Funktioo  mit  demjeDigen, 

<lb  Smhe  daf&r  liefert,  abereinttimneo  loll.  Hier  itt  nun  so. 
f»rC  kUr»  daee  dicie  BedingaDg  anfhört,  ihre  Gültigkeit  su  behal«  , 
teu,  für  alle  diejeuigen  Wcrthe  von  fiir  welche  eotweder  dw 
ViMihtiea  oder  die  Reihe  aufbort  endlich  und  bestimvt  su  bleibe^i 
weit  in  dieäein  Falle  der  Begriff  der  Gleichheit  seine  Anwendunir 
verliert;  und  et  tritt  mitbin  namentlich  in  Bezug  auf  die  ^:etuDdene 
Rtilii'  liier  mit  Nothwendigkeit  die  Forffprunef  auf,  du-  Reibe  hio- 
»ichtlicb  ilirer  Couverg^eui  zu  untersuchen,  um  die  uühraiKlibareo 
Werthü  uusäcbliessen  zu  köuncu.  Aber  dieses  allein  genügt  uicbL 
Der  obige  Lehrsatz  verlanp^t  uämlich  zu  seiner  Anwendbarkeit  dil 
StattfiiideB  der  Gleichheit  uiDerhalb  der  Grenses  ^=0  «nd 

t  «Iso  nicht  über  derjeuigeo  Greme  hiiwiis,  filr  welche  der 
Begriff  der  Gleichheit  verechwindet,  eher  der  0  so  nahe  rieben  diif 
•U  aan  will.  Ke  sei  Dan  a  derjenige  iNMitive  oder  derjenige  De- 
gative  Werth  von  or,  der,  wenn  man  von  0  aussieht,  der  er^te  ist, 
mit  welchem  entweder  die  vorgelegte  Funktion  oder  die  gefundeae 
Reiiii'  aufhört  endlich  und  bestimmt  zu  bleiben ,  so  darf  jedcDfalls 
f  iiiclil  über  a  hinaus  liegen;  ob  muu  ahvr  sz==za  sctzeu  dürfe,  d|S 
ist  nicht  ohne  weiteres  klar,  denu  es  bleibt  noch  immer  die  Mög- 
lichkeit ofi'en,  das«  es  innerhalb  0  und  o  Werthe  von  ffeben 
könne,  für  welche  die  Reihe  ein  Resultat  liefert,  weichet  nicbt  nit 
den  eorrespoodirenden  Werthe  der  gegebenen  Funktion  nbeKiB» 
stimmt.  Um  dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  welches  aHer^ag* 
nicht  gans  hieher  gehört,  so  lieifert  die  bekannte  Reihe 

-|---eos2«'/     /Y^)  cos 
+      sin  ^  ^^f{^)  MO  ^  ^ 

H-*^  sin  ^ /^^.jffip^)  *in  %x  laü? 

welche  \M  Entwickclnng  von  f{x)  gefunden  wird  und  von — Trbis 
n  cuuvergent  bleibt,  wenn  nur  f  zwischen  diesen  Grenzen  nicht 
discontinuirlich  wird,  für  jr=:rt7r  das  Resultat  ^(f{n)'\-f{:-Tf)\ 
welches  mit  dem  correspondironden  Fuiiktionswcrthe  y(7r)  nicht  zu- 
samuieufällt,  es  sei  deuu  dass  man  habe  f[n)z=.f{^ — tt)  (vgl.  I^" 
jeuoe  Mricblet  in  Crelle^s  Jonmal  B.  4.  8.  157.  seqq.).  —  Wcob 
mn  nun,  wie  ei  gewöhnlich  geschieht,  in  Emangeluug  des  nötbi- 

Sen  Kriteriuins  gerndein  e=a  setzt,  so  spricht  man  damit  eine 
ehauptung  aus,  die  erst  noch  des  Beweises  bewarf,  und  dies  ist 
die  eigentliche  scbwuebe  Seite  der  Methode  der  unbestimmten  Coef* 
ficienteo.  Also  nicht  etwa  darin,  da^^s  dte  Methode  diverfj^eDte 
Reiben  liefert,  —  denn  hierauf  scheint  manche  Aeusscrung  hinio- 
de  inen,  —  suaderu  darin  ist  der  Grund  für  die  ünzulässigkeit  der 
Meibudti  der  unbestimmten  Coefficientcn  zu  suchen,  dass  sie  nickt 
lehrt,  innerhalb  welcher  Gr euzen  die  geiuudeae  Reihe  wirklich  ali 
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lEatwickelong  der  ge^elieoeii  Funktion  fiUtig  ist  '  IMeser  Mangel 
findet  sich  denjenigen  Metliodcn  nicht,  welche,  nach  dem  Vor- 
gang:e  von  Cancby  und  Ampere,  bei  jeder  Kutwickelung  sugleich 
den  ergänzenden  Rest  der  Reihe  mit  in  Betritcbt  sieben. 

■    %     '  -  • 

A»      .    •  '  ■      '  •  '  .       ,        .  • 


Beitrag  zur  Ltoang  des,  im  II.  Bd.  des  Archivs 
S.  220  angeregten,  Eiüer-PfaffseUen  Theorems 

über  geometrische  Progressionen. 

.  j_  -  \  -f -Von  tan 

H^fm  Ddetor  A.  R.  Lltohterhandt 

•  SU  Königsberg  i.  d.  N» 


Wir  beabsichtigen  fiirr  zunächst  die  allg-emeine  Entwickeiun^ 
der  GleicbTing"  des  isten  Grades,  durch  welche  bei  eiuer  vorgeleg- 
ten Gleichung  des  2j»ten  Grades  die  Uültsgrüääe  u  hestimuit  wird, 
xn  ^eb6n«  -^-^^  i  -       •  ><     •  *  *  f 

Zu  d^m  Ende  wolle«  wir  die  allgemeiiie  Gleichung  wom 


aoflDjigeQde  Art  schreiben: 

'  •..H-W,»'  +  W,«*-I-W,«H-1=»0,...(1) 

so  dass  also  die  Sj^mbole  [»la^  •  •  •  •  Mm  den  ersten,  zwei- 

ten ...  Mtefi  <^efl&cientei  vom  ^Infang  imd  Ende  Jn  der  Gleicfayinflp. 
des  2i>ten  Grades  vorstellen.   Solcher  Syoiböle  sindf  der  Zahl  nach 

1,  und  (las  mittelste  ist  i. 
Wir  denken  uns  die  Gleichung  (1)  auf  die  Form 

.  (jtS-|La,»  +  l)  («*4-at«  +  l}  («>+a,«-i-i)  

t-  . ,         -  • ; :      H^ähUi«--*-  t>  {«».-l-eei.« -4*  1)  =  0 . : . .  (2) 

SeUracht,  uud  wollen  nun  uuteföuclieu ,  T\  ie  die  Coefficienten  der 
leiebung  (i)  am  den  Grilsien  gebildet  eind* 

T^IU*  «  20 


Wir  werden  das  Bildung-st^eaetz  auf  dftm  We^e  der  Indoction 
flucbeo,  uuii  dauu  äeiue  ollgemeiue  GülUgkeU  dartlini.  Wir  be- 
merken noch,  dass  wir  mit  dem  Symbole  f^l  die  Combinationen 
oboe  WiederboluDgeo  der  ^ten  Klasse  der  p  ersten  Klemente  a,, 
ee,,  «,,....  bezeichnen  werden  und  erinnern  an  die  bekannten 
Relationen 

uüd  l  (3) 


.  Wir  baben  nlio  snnächst 

Uli*  + 1  =  **  H- «i* -M  ^,»4- 1, 

.ftrncor  .  ,  . 

1 

=5«*  ■+•(«.  -H  C-,)««  4-  (2     «,  r,)»»  +  (a,  -i-  1 
ferner 

»•  +  Pli*'     13].**     PI,««  4-  pj.^t«  4-  [3],«  + 1 

=s      («,  +  4)»*  H-  ca  H-  + 

=«•4-  C,*«  H-  (3  +         -I-  (2^,  4-  er,)««  4-  (3  4- 
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-'S  •  t 

+  (« H-s4     ^«)**  -I-  (3 C,)* »  4-  (4  +  c;)«» 

♦ 

SS  ]«• -I*       +(4-H        +(3C,  +  ^,)«* 

s=a*»«  +  4** -M^-h         +(4^1  +  ^.)*' 

'^(rtr+3c;  -j-  i;)«*-i-(4?7/+  c,)%*  -h(54.  rj^» 

itnier 

*  -I-  Wt** "  -Ir  rei,»"  •  4-,,  • . ,  +  [6].*»  4- 16],« 4- 1 
4.(15 4-4C;^^^  C;)»'  4- -i-3C.  4-  «i)»' 

^  0  Q  ^  f)  ^ 

4-  (20  4- 4-,2C;  4-  C.)*«  4-  (IOC»  4- 36'^  4-  6 J»» 
4-  (15  4-4^4-  C^)z*  4-  (5Ci  4-  k)**  4-  (0  4-  4)»' 

4-C?t«4-li 

ferner 


ferner 

H-(28     dC,     C^)«« »  +  (21 4-  5?;,  *  - 

,  +(ä6H-  156^,-i-4e7.-hC;)» » »»+(35  C'.H- 10  C,-f^6;-+-  ^'t  )*  • 
'  +(704-«OC^,-HöC'^4-5i^«4-^.j*'-*-... 

und  endlicli 

• + m,»* '  4-  PK»'  •  ^. ; , . , .  -I-  PI,«»  -f-  (91.* + 1 

=  » » •  4-  6>  -  -4-  ( 9  4-  C> ' «     (8  C',  H-     )» » • 
H- (36  +  7     4-  6;  ):5 '  ^  +  (28        e -h  C;>;  • 
-I-  (84+21  C,r*-5       C;  )ä  '  »-h(56  C^-^15  C;h-4  C.Hh  CO»*  ■ 

•    .        9  9  •  , 

«Hiernach  eivebeii  sich  also  dordb  Tergleichunip  der  Coefficientea 
der  glttchen^oteBsea  in  den  elnxelnen  Gleicknageii  die  Relationen: 

Pli  ^A,  PI.  =  4,  Ph=C„.£41,  =  C.,  Ph  =  l7,  n.  1.  w. 

121,=2+C'„  {3J,=3+C„  I4].=4+C^„  I5],=5-hC,,  n.8,w* 
[3],  =2^,  -h  C.,  [41,  i=3C,  +  C„  15],  =46\  4-  C,.  vf. 

141.=  •+«C',  +  e'.=i^+(t_2^^.4-4'        "  - 

[6J,  =  la  ^-  4C.  +  C^  =  1^  +  (6  -  2)C.  + 
[7J.  ==  21  +  5r,  +     =  j~  H- (7  -  2)C.  +  C^, 
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[5],  :s  PC  -^tC,  +  €i  a=  y\C,  -f.  (5 - Z)C,  +  C,, 
[6],  =        -I-  3 C\  4-^',  =  —  6\  4-  (6  -  3J C.  -I-  C„ 

7  7  7  7  7 


•  ♦ 


«         0        6       6.5.*  4.3« 


6  6-' 


8  8 


7  7  7  7         fi  SA'' 

'  7  7 

.     ..       1  +(7-5)C,4-C„ 

8-  8  8  8         7    fi'i8  H.48. 

[8],  =  33C.  +  lOiP,  +  3C.  +  C,  =  j^6'. -t- f^C. 
9  V  9         9       8.7.0^  6. 


•         «1  1      8.7.6.5  ,  6.5.4j^ 

18].=:  704.20r.4-  6Cr,4-2C.4-C.==:j7Tj7y^-4-  HäTi^* 


4-nl^4-+-(8-ö)^.-HC'., 
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Au8  dem  Entwickelten  liiet  jieb  un  eeUieueD, -4«»  ftllgevein 
«ein  w^rde: 


H. 
H. 
[•). 

M. 

M. 

l»Ji  — ,   ,    1.2.»   TTä  


=(«-l)C.  +  c, 


^  1.2.3.4  ^«   TTO  
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AnceMMeft»  dait  dicwt  BOdHiigsgeMls  4er  CediÜMtiii  Ür 
alte  ZaiileB  tob  1  b»  «  göltig  sei,  «o  wollen  wir  sMgca,  dut 
dasselbe  sncli  für  n  +  l  stattfiade.  —   Deakft         eicb  nno  die 

Glcichunsr  Tom  Sitten  Grade  io  s  mit  r *  H- a«^_i s -|- 1  multiplicirt, 
so  erhpüpt  leicht,  dasä,  mit  Afi^nnlinM'  dp«  ersten  und  letzten,  jeder 
Coefficient  der  neuen  Gleictiuui^  gebildt-t  wird  aus  drei  auf  einan- 
der folgenden  CoefÜcieoten  der  vorkergeLeodeii  Cvleicliuog  uod 
swar  Beeil  folf^adem  Gesetze: 

[/i  -h  1  J/i  =  [»]/,    2  ,|l»|/,    ,  -fl  fuji  .....  (4j 

Für  deo  ersteo  aod  letzten  Coefücientea  bat  bab 

-fr- U 1  ~      -I- W 1 » 

oder  BiBB  keBB  sieb  aacb  allgeaieiD  der  GleicboBg  (4)  bedieaea, 
wenn  man  nur        =  1  uad  [«}--i=:0  setzt. 

Mit  steter  BeräcksicbtigBBg  der  Gleicbsag  (äj  bat  mb  alsa 

n  n 

I»      IJ»  =  1  -t-  «n+lH  I       M,  =  1      Um+iC\  +  «  +  ^s 


+  (it  -  l)C,  H-     =  «irt-iis^T      +  ft^i^^s  ^. 

=  «(««rt-i     ^i)  -H  «Wi^^,      6',  =  nC,  -i-  C„ 
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«!fb  Atta  '  ^       ^Miö  jflttftii«ffjf  ins  iJallmöt 


t'  .  n  ü'ib  siuti  livr  i^:)j4tlthi> 

I 


*9 
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«   —  «.'7t 
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^  _  .  —  ^\,.-pp.,^.- 


 -   


1^ 


J  Ii 
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■  I 


■  l^i    4.  "  ± 


,     {/.^     A     \  ,    -',0  /O  —  4\l    ,     ,  a) 

*        *  ** 


—  »')^QI^^  =  ,,l'^ 


Hieraus  ersieht  man  quo,  dass  das  oben  angenomm^oe  BiU 
dnogsgeaete  der  Coefficientcn  auch  für  «H-l  gültig  ist;  deoD  wean 
man  in  den  für  M«»  nnd  [Ar]2ffH-i  aufgesteliteo  Ausdrücken  «+1 
statt  n  setzt,  so  fliehen  dieselbeo  io  die  so  eben  liir  und 

(ü^f-lJ^N+l  entwickfUpn  über. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  andern  Tbeile  der  Unteranchang 
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Dialich  zur  BetthiBolig  der  vmcbieden«!!.  C  «m  te  Go«ffiow 

ten  der  Gleichung  vom  2/iteii  €rr«d«;  wolleo  aber  fortan  diese 

Coefäcienten  mit  A^^  ,  .  .  An~i,  An-\  und  An  bczeicb- 

Tien.  —  Durch  successive  filiBinatioii  eriiaiten  wir  aiu  den  obea 
autge&telUeti  Gleich uogen: 

r  9 


n 


n(»  —  5)  ('!  —  0)  (n  —7) 
■*  *!  * 


(w  — 1)  (gt  — 6)  (»~7) 

5!  '^t 


'19 


■g..=^..-(>-8M.-f-^^^:^^y^^.   ,0.-4) ^y)^^)^^ 

.  («—2)     — :j  (/t-8)             ^       i8(i>— €)         7)  (»—8)  («— ») 
4!   51  ^ 

Dm  GeMts»  mdi  weltikeai  man  die  auf  ainander  folcrenden  C 
^  am  d«D  Coefficieaton  ji  m  Ülden  hat,  liegt  deptlick  so  Taire,  lud 
Man  idilieiit  hieraiia»  dais  aUgemein  aein  werde: 


i  I 


m  ■« 


Googl 


Wir  wollen  nun  wieder  zeigen,  dass,  mnn  diese  Relationen  für 

n  n  m  '  n     .  „: 

alle  C  von      bis  Q.;  und  (hm*-i  geltes,  tie  «neb  für  CWm 
Cim+t  gültig  sind. 

£s  ist  aber  nock.de»  Obigen         '     ^  . 
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m 

Substituirt  naD  hierin  f&r  die  verachiedeoen  <^1hre  Wcrthe,  lo  er- 
giebt  sich 


'  ■  ^  uji^L-o  i.y  Google 
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Setzt  man  DUO»tlcr  kürze  wegen  n  —  2(««H-l)  =  fA,  so  erhält 

n 

für  das  «ll^^B^iiie  Glied  in  CW»  den  Aaadrnek: 
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Zieht  man  die  btideii  l«titen  Glieder  in  der  Klamiuer  xusümmen. 
10  erbklt  man  iiir  deren' Snmnte  den  Ansdr^clc  .  - 

^  ^   k  > 

fügt  aan  dexa  den  drittletzten,  so  wird  die  ^unune 

*     ^   ^  

_/                            3)  (;>-f-2^--4)...(;?-|,^-^o)  (ja-4-X:-*.n 
'        '  2!  (Xr-2)!    ' 

X  j  ^  5 

kiena  das  ?ierte  Glied  addirt»  giebt: 

/  t^i^iP'h2k^A)  (p^2l-^).,,.{p^k^  i) 
^  21  iJ^-i)i  '■  

Bfld  mit  HiozuDabme  des  fünften  Gliedes  bekommt  man 

^/    tx.^(y-H2^~5)  (p-f-2^'--6)..,(p-f.i;H-|) 

^    ^  4!  (it  — 5)!  : 

X(|^  +  *— 1}  (|H-^--2)  (;i+ib-3)  0»:|-it-4). 

Mao  scbliesst  aus  dit^seii  Ergehaisseo,  dass  man  für  die  Summe  der 
i  letzten  Glieder  den  Ausdruck 

(- 1  y^-K ^-H^— (P-H2^— (jT-f- 1) )  . . . .  (y  1) 

X  0» -f- -  1 )(/,  4- X: 2)  ..  ..(;,-*- Xr -( ^  -  1 )  ) 

erhalten  werde*  Blimmt  man  biezn  das  vorbereebende»  das  (4r+l)te 
Glied  vom  Bade,  nilmlicb  daa  GUed  - 


21 
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SO  ergiebc  sich  für  die  Summe  der  ^-f~l  ietzten  Glieder 


-21)  .  .  .  .(p 
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(«l)^U    
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mun  darin  ^+  1  statt  g-  setzt.  Der  fragliche  Ausdruck  gilt  also 
mncb  liir  ^+1»  wenii  er  für  g  gilt;  nun  gilt  aber  derselbe  fär  1, 
2,  3,  4,  Oy  also  aucb  fär  6,  nod  daber  nach  einer  bekannten 

Scblussfolge  allgemein. 

Das  zweite  Glied  vom  Anfange  ist  offenbar  das  (A: — l)fe  vom 
Ende,  und  w^nn  man  also  g=iA: — 1  setzt,  so  erhält  man  für  die 
Summe  aller  Glieder,  mit  Ausschluss  des  ersten,  deu  Werth 

/     ni2±t±Ll    (p-f-^— 1)  (p-t-^  — 2)  (;>-h3)  (p-i-2) 

i-^)'\jtZ2)\   •   k  • 

Nimmt  man  dazu  dus  erste  Olied,  so  pr^iel)t  sich  fiir  die  Gesammt* 
Bumuie  der  Glieder  in  der  Klammer  der  Au!>druck 

 (p-h^  —  ^)  ip-i-^  —  ^)  (;>-4-2) 

nnd  biemacb,  .wenn  man  wieder  für  p  aeinen  Werth  pfss»^^m^l) 

n 

fetxt,  für  das  allgemeine  Glied  in  Cs^i+s  der  Werfli 


326 

T 

I 
r 

T 

I 


+ 

M 


I 


+ 

I 

I 


I 

+ 

I 

f9 


+ 

I 


Dieser  Anidruek  ist  aber  io  m+1  ebeo  so  geliildef,  wie  das  all- 

gemeine  Glied  des  Ausdruckes  für  C^m  iu  m  gebildet  ist,  uud  somit 

n 

ist  also  das  fdr  C%m  als  güUig  aDgenomaiene  Btlduogigesets  auch  für 

f^n-Hz  nacbgewiesen.  Gans  ebeaso  zeigt  sich,  dass  das  für  C2,u-^\ 

tt 

aogeoommene  tiesets  aucli  für  C%m%^  gilt.   Wir  beaerkeii  aocb» 
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f 

n  M 

dMs  man  die  Aowlrfieke  für  €^  und  €«h4  in  folgenden  tnaan« 
■enfrmD  kann: 

+  (—         —  (/^^  —  2X)  ) 
^(Jt— («t-l})(i>-(m-2))..,.(ii-(ji»~(lr-l)))  ,  ^ 

X  '  ^' '  ■  -^«— 2i  -f-  .  •  f 

■ 

wolei  man  nor  m  beaebtaa  hat,  data  j4^bI  nad  jedes  ^  mit 
negativem  ladex  =0  an  setsen  ist. 

Setzt  laao  liierio  nach  eiaaader  m  =  l,  2,  3  ...  9,  so  erliält 

man  die  von  Euler  g^pprcbcncn,  im  Arrliiv.  B.  II.  S.  224  inifGC«'' 
teo,  Wertbt'  der  C'octiicieoten  der  neun  ersten  Gtieder  der  Gieickuug 
für  die  HülfsgrösM« 

Nach  der  Tin  orie  der  fileicliurifreQ  bat  aiuD  DUO  zur  Bestim- 
fflUDg  der  IJülfsgioase  u  die  Gleicliuug:  '       '  ' 

 -f-  (—  l)»-ift-itf + (—  1)«^  =0. 


XXXVI. 

lieber  die  Eirtwifd^elong  von  «slim  (IH"^)"^- 


Van 

Herra  T.  Wittstein 

Lehrer  am  Lyceum  su  Hannom. 


In  dem  ersten  Tlicile  (2.  Heft  S.  204.  IT.)  dieses  Arcliivs  ist 
von  dem  Herru  Professor  Gruucrt  eiuer  tiuwendung  ErwaliLiun^ 
gesehehen,  welche  LiouvUle  gegep  den  von  CaucUy  gegebenen  lie- 
wei»  des  Satzes,  duss 

1  11  T  ' 

lim  (l4-ar)^  =  l-|-Y  "^rr«      1727* T*"  ' ' ' ' 
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sei,  wahrend  a:  gegen  0  coDvergirt^  gemacht  hat.  Es  wird  dort 
dieselbe  BiDwendniig  auf  den  von  Moigno  gegebenen  Beweis  des- 
eelben  Sattes  ausgedehnt;  indessen  so  sebr  wir  ancb  bereit  sind, 
die  |bn  desa  Herrn  Herausgeber  des  Archivs  bei  dieser  Geleges- 
beit  geoi^clite  Bemerkung:   ,,Auf  jeden  Fall  müsste  doeb  bewiesen 

werden,  da<s  fl+.i')^  sicB  "^irklicli  einer  bestimmton  Grenic 
Dabert  >  weiui  j:  sich  der  Null  naiitTt.  ....  aucli  turs  Erste  gaoz 
abjj;csehcn  von  iler  Grösse  dieses  Wertlis,"  aus  voller  rebeneu- 
gung*  zu  unterschreiben,  so  scheint  es  uus  (iennocb,  es  liisse  sich 
die  von  Maigno  gegebene  Diftrstellung  —  da^e^cu  nicht  die  von 
Caucbj  in  seinen  Ije^ons  vorgetragene  — *  nocn  m  einer  Weise  svf- 
fassen,  in  weleber  sie  von^  allem  Tadel  freiznspreeben  ist  Wir 
wollen  versucbsn  unsere  Meinung  hier  aus  einander  au  satten. 

Moigno  beweist  nämlicb,  nach  unserem  Dafiirbalten»  auf  S.  3 

JL 

biS'S  seiner  Legons  nichts  weiter,  als  das«  der  Ausdruck 

für  4P  =  0  sieb  einer  bestimmten  Grenze  nähert,  welche  zwischen 
den  .ganzen  Zahlen  2  und  3  liegt.  Der  Gang  dieses  Beweises,  den 
wir  uier  etwas  ausführlicher  darstellen  wollen,  ist  tolgender. 

Es  sei  -^s«»,  und  m  zunächst  eine  positive  ganze  ZaU,  so 

bat  man  nach  dem  hiuouiischea  Lehrsatze 

oder  indem  man  die  Divisionen  ausführt 

(i-^)a-=)...(i-^)-.(i) 


Wenn  x  sebr  klein  oder  m  sehr  gross  wird«  80  sind  alle  Glieder 
dieser  Reihe  positiv,  folglich  hat  man  für  ^=zsO,  indem  nvr  die 
beiden  ersten  Glieder  der  Reibe  beibehalten  werden, 

lim  (H-a?)' >  2. 

■ 

Vergleicht  man  abec  jene  Reihe  (1)  mit  der  folgenden 

to  findet  sieb  flir  sebr  kleine  Werlbe  von  ob  oder  sebr  groiie 
Werthe  von        dass  die  successiven  Glieder  von  (t),  von  den 
dritten  Glicdc  beginnend,  sämmtlich  kleiner  sind  als  die  correspos« 
direnden  Glieder  der  Reihe  (2);  die  letztere  aber  liefert  fiir 
die  ^umme  3,  folglich  bat  man 

1 

lim(l+^)'<3. 
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Ist  m  eine  gebroclieoe  oder  negative  Zahl,  so  wird  lier  Beweis 
auf  bekannte  Weise  auf  den  vorigcen  znriickgeftibrt ,  was  hier,  als 
nnweteDtlich  fnr  deo  gegenwärtigea  Zweck,  übergaogen  wer* 
den  mag.  -  • 

Hiemit  ist  also  darc^otlian ,  dass  der  Ausdruck  (\ .t)^  für 
a:  =  0  sich  wirklich  eiuur  bcätimmtea  Greuze  nähert,  welche  zwi- 
Bcben  den  ganzen  Zahlen  2  und  3  liegt,  und  zu  deren  angeoälier« 
ter  ^recboung  man  nun  sofort  den  Ausdrnck  selbst  gebrauchen 
liaoo.  Diese  Ivrenae  wird  mit  e  beseicbnet,  und  es  ist  wiebtig  «u 
bemerken,  dass  hienach  e  durcb  die  Gleicbung 

^  €  SS  lim  (l-l-Jf)* 

fnr  «srsO,  oder  durch  die  Gleicbuug 

•=li.|H-4.+  ^^{.-i)+...j^(l_i)...(l-2!^)| 

fnr  m  =  oo,  definirt  wird. 

Um  nun  aber  e  durch  eine  von  dem  Zeichen  ,Jim'^  freie  For- 
Ittel  darzustellen,  bedarf  es  noch  eines  Schrittes,  der  sich  in  der 
Tbat  in  dem  Werke  von  Moigno  gar  nicht  findet;  eine  solehn 
Formel  ist  aber  auch  unwesentlich  und  mindestens  zur  Entwicke- 
lung  der  Lehren  der  Ditterentialrechnung,  wie  sieb  bei  Moigno 
zeigf.  unnöthig.  Verlangt  man  sie  indessen  dennoch,  so  lässt  sie 
sich  leicht  aus  den  F^egons  \m\  !\lols"no  herauslesen.  Es  wird  dort 
nämlich  durcli  dcu  Tuylorscheti  Lehrsatz  die  Entwiciielung  e* 
gegebeoi  es  wird  bewiesen,  dass  dieselbe  für  alle  Wertbe  von  jc 
convergent  bleibt;  setzt  man  also  in  ihr  ^ssl,  so  hat  man  die 
gewünschte  Formel* 


* 

xxxvn. 

Ceber  dra  Satz  yom  Parallelogramme  der 

Kräfte. 

Von 

Herrn  Doetor  Dippe 

Oberlehrer  am  Gymn.  Friller.  lu  Schwerin. 


Tu  dem  Beweise,  welchen  Poissoo  (Trait^  de  M^can.  I. 
p.  43  —  51)  von  dem  Parallelogramme  der  Krilfte  giebt,  kommt  die 
Bebaujituog  vor,  dass 


i 

die  einzige  Fu&ctioo  seii  welche  der  üedioguog 

<p{a;)  5p(a5)  =  5p(a?-1-«)  +  9(^— «) 

'!  • 

Genfig«  leiste.   Da  jedoch 

ist,  80  liegt  der  $chlti8i  oabe,  dasi  aaeb  die  reeHe  PonetioD 


jene  Gleichung  befriedigen  müsse,  was  in  der  That  der  Fall  ist. 

Dieser  UmstaDd  macht  eine  Abäuderung  des  von  Poisson  ge- 
fülirUu  Beweises  nöthig.  Vielleicht  findet  der  folgende  Versuch 
BeistiiumuDg.  > 

Von  den  Kräftrn,  die  in  einer  Kbene  auf  einen  Punkt  wirkes, 
wird  Foigeades  angenommen: 

1)  Wenn  auf  eioeo  Punkt  swei  {gleiche  Kräfte  nach  entgegen* 
gesetzten  Richtungen  wirken,  so  ist  ihre  Resultirende  NiiH. 

2)  Wenn  zwoi  Kräfte  P,  Q  nach  derselben  RichtunL:;  wirkpo, 
so  kt  ihre  ResuUireode  P+  Q,  und  wirkt  nach  derselben  Rich- 
tung 

3)  Wenn  zwei  Kriitte  P,  Q  nach  entgegengesetzten  Richtun- 
gen wirken,  und  U  ist,  so  ist  ihr^  Rcsultifende  P —  Q,  uud 
ij^irkt  nach  der  Eichtung  von  P. 

4)  Wenn  zwei  gleiche  Kräfte  P  beliebig  gerichtet  sind,  «» 
ist  ihre  Resnltirende  nicht  grösser  als  Ph-/*»  und  Dicht  kleiner 
als  P—  P.  ^ 

5)  Wenn  die  Richtungen  von  zwei  gleichen  Kräften  mit  ein- 
Rnder  einen  Winkel  2jr<:;180<*  bilden,  so  balbirt  die  Kichtaog 
der  Resultirendeu  diesen  Winkel. 

6)  Wenn  die  Riclituugen  von  drei  gleichen  Kräften  Winkel  von 
120"  mit  einander  bilden,  so  ist  die  Resultireude  Null;  auch  ist 
jede  Kraft  der  Resultirenden  d^r  beiden  andern  gleich,  hat  aber 
die  entgegongesetste  Eiehtung« 

'  Wenn  swei  gleiche  Kräfte  einen  Winkel  von  mit  ein- 

ander bilden,  so  stellt  die  Diagonale  ihres  Parallelogramines  die 
Eesnitirende  nach  Grösse  und  Richtung  dar. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  leicht  aus  f ,  1«  Nr.  6. 

f.  8. 

Wenn  zwei  gleiche  Kräfte  /*  P  einen  beliebigen  Winkel 
2^<'180''  bilden,  so  stellt  die  Diagonale  ihres  Parallelograoinies 
die  Ueaultireuile  nach  Grösse  und  Richtung  dar.  « 
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Beweis.  Die  Riclitung  der  Resultireoden  H  bildrt  mit  der 
RicbtUDff  jeder  Kraft  P  den  Winkel  a:  (§.  1.  Nr.  5.),  und  ihre  lo- 
teositätluiDD  nur  abhängig  seio  von  P  und       fulglicb  ist 

il  SS ae). 

Aendert  man  dif"  Finheif,  welche  den  Grössen  /*,  H  za  Grunde 
liegt,  aod  aind  die  oeaen  Warthe  deraethen  Kräfte  P,» 

■■SS 

oid  sigleteb  * 

•'    .  *  • 

NW,  weram  aieh  eigiehl 

I  =F(P,  JT)  :  #X/*„  of) 

I  Tiir  jeden  Werth  von  a:,  Diess  fordert,  dass  F(Pf  a?)  =  /*./'(ar) 
I   sei,  oder  wenn  man  f{a;)  =  29>(ar)  aetat, 

Denkt  mnn  sieb  nun  jedes  P  ala  Reaaltirende  vbn  zwei  gleicbeu 
Krntten  deren  Kichtnno'en   mit  der  Kichtettg  von  P  dMl 

Wmkel  a  büdca»  aa  daea        ^(M«)»  mühin 

wird:  dann  kann  naii  die  vier  Kräfte  Q  paarweise  zusammen  neh* 
neo.  In  dem  äussern  Paare  bildet  jed(  Kraft  mit  der  Rtchtnog 
TOI  R  den  Winkel  d?-f-«>  nod  aeine  Resnltirende  iet 

♦ 

,   lo  dem  innen  Paare  bildet  jede  Kraft  mit  der  Riehtang  von  R  den 
Wiihel       js,  und  seine  Resttltirende  nt 

^Qüiich  ist  die  Restiltireude  der  vier  Kräfte  Q  der  Resultirenden 
zwei  Kräfte  P  giekh,  also  Ii=:H^  miihia 

Malier  moss  ^{äp)  für  jeden  Warth  ar<90<'  die  folgende  Gleichaog 
'»e^riedigen: 

Nun  kutin  ü  nicht  grSsser  sein  ahi  P'J^P»%Pi  «id  nicht  kleiner 
^i"— i»=0,  und  augleich  ist 

tuuüü  y(ar)  immer  zwiscbco  Null  und  Eilin  liegeSi»  Dvhec 


3^0 

SP(^)  =  2CÜS  €iJU 

die  cinxig«  FuMtion  sei,  welche  der  Bedin. 

Genüge  leiste.    Du  jeUocIi 

ist,  so  liegt  der  jSchlnss  nahe»  dass  auci. 

jene  Gleichung  befriedigen  müsso.  >. 

Dieser  ümstand  macht  cino 
führten  Beweifles  nöthig.    Vielleif  l ' 


Winkel  w, 


die  Glei- 


Won  den  Kräften,  die  in  • 

wird  Folgendes  angenomnien: 

1)  Wenn  auf  eiatu  Pnuki 
gesetzten  Richtuu<:rcu  \%itk(>n, 

2)  Wenn  zwei  Kräfte  J\  rj  • 
so  Mt  ihre  Eesultirendc  <4' 
tnn^ 

3)  Wenn  zwei  Kriho 
gen  wirken,  um!  Q  I 
^irkt  nach  der  Kirhtinii:  - 

4)  Wenn  zwei  ^yh^ci  ( 
Ist  ihre  Resultirendu  ; 
ah  P—  P, 

5)  Wenn  die  Richhi. 
Ander  einen  Winkel  "Xw 
der  Aesultirenden  die(»ei 

6)  Wenn  die  Ri(  ijJu 
120^  mit  einander  MMi 
jede  Kraft  der  Kcsulinv  .. 
die  entg^fOBgesetzte  Kic 


Weon  zwei  gleirlie 
ander  bildet],  so  ^{vWt  << 
Resultirende  uach  (jri>ä>' 

Der  Beweis  ergiehl 


Wenn  xwei  gleiol. 
2;r<180o  bilden,  so 
die  Resnitirende  nach 


— »  > 


t^ii  ^(a:)  imner 


 <v 
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^^(<w— »  =  ft  ^  — «  =  («—■        also  a;^'»=imß. 
Dmn  icUient  md,  4«ss  ^mß)s=s^aB  mß^  oder 

kl,  sobald  y(iS)=oo»  Ajp(2ft  =  cot  V  iit  Da  Ittitorei  gilt, 
sobald  für  eben  eiosigon  Wortb  f)(a)s=coa  u  lai^  nnd  da  bewio- 
•OD  iat,  daaa« 

9)(eO*)=5COt.€0» 

ist,  so  gilt  allgemeio 

y(^W)=:«oi(^eO*).  , 

Der  Aoodrack  ^  60*  kana  jodoM  bollebi|(«i  Wiakol  »  gloieb  wir. 

deo,  fülglicli  ist  y(jr)  =  cos  or,  and 

it=2i>coiar« 

Aber  2P  cos  a:  ist  Diasronale  in  dein  Parallelograisffie,  dessen  Sei- 
tea  P,  P  dea  Winkel  ^jc  eioscUliesseo,  mithin  der  Satz  erwiesen. 

«.  *. 

Wenn  zwei  beliebige  Kräfte  einen  beliebigen  Winkel  ein« 
scbiieää€Q,  so  stellt  die  i>iagooale  ihres  Parallelagrammes  die  Re« 
anltireode  nach  GrSwe  oad  Eicbtoiig  dar. 

Der  Beweis  ganz  wie  bei  PoIssob,  iodesi  erst  eia  rechter  Win« 
kd  aosrenooMieB  wird,  dann  ein  beliebiger.  Der  erste  Fall  wiff4 
^  f.  X,  dv  swoite  FaU  aaf       entea  svickHikit 


üebmssaafgaben  Itir  Schüler. 


1.  H  cfoea  Krm  eia  Recbteek  zn  bescbreibea,  ieoie«  eise 
Sciie  teek  ^ee^  fregebcM  riMkt  gebe  «Bd  eiaer  gigiib  w  ^ 

<>^         einen  fCr^M         T)r<*'TV  7t  bf^<"^r*fbPTy  .  'f*«?'?*»^ 

Mio  dank  eiaea  gegebeaca  Faaki  gebt  aad  eiaer  g^ebeaea  ge« 
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radeu  Linie  gleich  ist,  uod  von  welthem  eine  andere  Seite  einer 
4er  Lage  naä  gegebenen  geraden  Linie  parallel  ist. 

3.  Eid  ffleichseitigea  'Dreieck  tu  cdnatrnlren ,  desaeii  Spitxen 
auf  drei  gegebenan  copeentrisclMn  Kreialiiiiea  liegen. 

4.  Eine  gerade  Linie  von  bestimmter  I^oge  sei  In  dem 
Punkte  C  auf  beliebige  Weise  in  zwei  Theile  und  BC  gc-^ 
theilt,  und  durch  den  Punkt  B  sei  auf  j4ß  ein  Perpendikel  von 
unbestimmter  Länge  errichtet.  Mm  soll  io  diesem  Perpendikel 
einen  Punkt  J)  so  bestimmen»  dass,  wenn  man  die  Linie  JID  zieht, 
diese  Linie  der  Summe  der  beiden  Linien  ^Cnnd  if/^  gkkk  iat 

.  *  •  .       '  • 

5.  Wenn  in  einen  Kreis  ein  gicicbaaftigea  Dreiedc  ABC  be- 

acbrieben  ist,  vnd  von  der  Spitze  A  ans  eine  beliebige  die  Seite 
BC  in       die  Kreislinie  zum  zweiten  Male  in  E  schmaidende  ^a« 

"^rade  Linie  AE  ^ezop^co  ist,  so  ist  immer  die  Sunnae  der  Linien 
BE  und  CE  der  Unie  AE  gleich. 

6.  In  der  Ebene  eines  Vierecks  ABCD  einen  Punkt  O  von 
solcher  La s"e  au£Ug«ben,  da&s  die  vier  Produkte  OA.BC.  CD, 
OB  ,AD  .CJ}^  ÖC  .AB  ,AJJ,  OD,AB,BC  einander  gleich 
sind. 

•  7«  Die  Seite  des 'in  einen  Kreis,  dessen  Halbmesser  als  Eia*^ 
belt  angenomnien  wird»  beschriebenen  regulären  Zebiiecks  in  einen ' 
KettentErncb  entwiekelt  danustelleot 

8.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Linien  AB  und  CD  der  Lage 
und  Grösse  nach  gegeben  sind,  und  eine  Linie  MN  der  Lage  nach 

fegebeu  ist:  in   dieser  Ebene  cmen  Punkt  O  so  zu  bestimmen, 
88S,  wenn  man  die  Linien  AO^  BO  und  CO^  DO  zieht,  welche 
die  Linie  MN  in  den  Punkten  A\,B*  und  C,  D  schneiden,  ^ie  , 
Linien         und  C*My  anf  der  Linie  MH  In  einem  gegebenen 
Verbältnisse  an  einander  steben. 

9.  Wenp  AB^  A'B'^  A^'B"  drei  einander  parallele  gesade 
Linien  in  derselben  Ei>enc  sind,  so  liegen  der  Durcbsclioittspunkt 
der  Unlrn  AA'  uud  BB',  der  Durcbschuittspunkt  der  Linien  AA'* 
und  Bti  der  Durchschnittspunkt  der  Linien  A'A"  uod  B'B"^ 
jederzeit  in  derüelbeu  geraden  Linie.      •  ' . 

10.  Eine  gerade  Linie  schneide  die  Seiten  AB^  AC  eines 
Dreiecks  ABC  In  ü,  E,  die  Verlängerung  der  dritten  Seite  BC 
über  C  binans  in  F,  Man  soll  eine  Formel  entwickeln,  mittelst 
welcher  aus  den  drei  gegebenen  Seiten  AB^  AC^  BC  des  Drei- 
ecks ABC,  ans  den  liniea  CE  und  CF  die  Linie  BD  berecbnet 
werden  kann.  . 

IL  Durch  gerade  Linien,  welche  den  vier  Seiten  eines  gege- 
benen Vierecks  ABCD  ^arailei  und  von  deoseihen  nammtlicb  gleich 
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weit  entÜmt  tind»  wU  Mn  eis  fiMiWb  des  gegebeneii,  Vierecks 
jiBCD  liegendee  Viereek  JfB^UMJ^  beet^uneii,  deesen  PlScben- 
inbalt  zu  dem  Flächeninhalte  des  gegebenen  Vierecke  in  einem  ge- 
g^ebenen  VerbättniMe  atebt 

12.  Wenn  man  aus  eioem  Punkte  ./  in  dem  Umfange  eines 
ICreises  !>littelpunkt  eine  zweit  deu  l  iniann  des  ersten  Keises 
in  den  Punkten  C  schneidende  Rreisiiuie  beschreibt,  und  dann 
einen  beliebigen  Durchmesser  dieser  letzteren  Kreislinie  zieht,  >vei- 
cber  die  gemeinscbnÜtliebe  Sebne  BC  beider  ;Krei8e  in  D,  die 
zweite  Kreislinie  in  die  erste  Kreislinie  in  jF  sebneidet,  so  Ist 
ifluniner  AD  t  AE=A£  i  AF^ 

13.  Eine  abgestunpfte  Pyramide  mit  zwei  Einander  parallelen 

Grundfläclien  durch  eine  diesen  beiden  Grundflächen  parallele  Khcnc 

so  zu  t heilen,  dass  die  beiden  Tbeile  in  eine»  gegebenen  VerbÜlt» 

uisse  zu  einander  stehen.  '  - 

■ 


■ 


Miscellen. 


In  Nr.  kXL  der  Mtrenomls^n  MMrielite»  bat  Herr  Tb.  Clau- 
sen das  Integral 

yydy  ' 

m 

wa  welchem  Legendre  in  dem  Trait^  des  fonctions  elliptiqnes. 
Chap.  XXVI.  Nr,  1:^6.  auf  einem  ziemlirli  weitläufigen  Wege  ge- 
langt, auf  folgende  einfache  Weise  entwickelt. 
Setzt  man 

so  wird 

<fa  =  —    o/^.l_i^  ^) 


nod 
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dx  j       —  2f/  —  2   dy^  


-1-9  — :  *  •  y»  4-8  •  PyT^» 

Addirt  man  diese #lrei  Gletciiuogen,  so  flodet  maa: 

//s  d-^'  fix   f)?//-/// 

folglieb  ist:. 

oder,  wenn  man  för'«,  ihre  Werthe  mbiHtnlrt  und  die 
gen  enniiirt: 


Druckfehler. 


Auf  der  leteten  Seite  des  16ieii  Bogens  muss  die  Psgi&t  tK%  statt  396 

heisseo.         ■  '  ' 
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lieber  die  Berechnung  der  PaniUaxen. 

« 

Ton 

I 

.  dejii' Herausgeber. 


§.1. 

Die  Formeln  zur  Bereclmunff  der  Parallnxen  sind  in  jeder  Be- 
ziehung, natürlich  ;il>or  vorziigTich  für  die  Asf ronoinie,  von  so 
grosser  Wichtigkeit,  dass  es  sich  wohl  der  Mulic  lohnt,  dieselbea 
iD  dieser  Zeitschrift  einmal  vollslüDdig  im  ZusammeDhanffe  zu  eot- 
wickeln,  wobei  ich  zugleich  beabsichtige,  bei  dieser  Gelegenheit 
sislge,  so  viel  ich  weiss,  iioi4r  nicht  bekiHHite  Formelii  zur  Sprache 
sn  bringen.  Auch  hoffe  ich,  dass  4*^  Entwickelung  sich  iosbeson« 
4ere  darch  ihre  AllgesieiBheit  au  empfehlen  geeignet  sein  wird. 

Durch  den  Mittelpunkt  Cder  Brde,  welche  wir  hier  als  ein 
durch  Umdrehung  einer  £ll4pse  um  ihre  kleine  Axe  entsfandenes 
S[tlt?irni<l  betracliton.  iühI  einon  l)o!ip|>ip;rn  Punkt  0  auf  ihrer  Ober» 
Ihirlip  denke  mau  sich  Awci  beliebicre  (Mtiandpr  paraUelc  rechtwink- 
lige Coordinatensyhleioe  c^eleg-t,  und  nr luue  in  diesen  beiden  Syste- 
men, wie  man  in  der  analytist  btu  (jtM)metrie  bei  parallelen  Coordi- 
iiäieusysteuiea  hekuniitlicli  immer  zu  thuu  pflegt,  die  piisitiveu 
Tbcile  ieder  wei  glei<;hnattigeii  Azen  von  den  entapreehenden  An* 
foogspunkten  ao  aaeh  llenaalh'en  Seiten  hin.  Sind  Of,  i/,  %' 
4ie  CoMTiKnaten  eines  Weltkörfers  in  Bezus^  auf  daa  System ,  des- 
m  Anfaagspankt  der  Mittelpunkt  C  der  firde  ist,  und  jp's 
die  CoordiasrteD  ^dieses  Weltkörpers  in  Bezug  auf  das  System,  des- 
sen Anfangspunkt  der  Punkt  O  auf  der  Oberfläche  der  Krdo  ist, 
in  demselben  Zeitmomcnte,  so  heissen  jederzeit  z  die  wah- 

ren, dagegen  w',  y\  die  sclieinharcn  Coordinateu  dieses 
Weltkörpers  in  dem  iti  Rede  stehenden  Zeitmomeote.  Sind  nun 
ff,  6,  c  die  Courdiuaten  des  Punktes  0  aut  der  Oberfläche  der 
Erde  in  -Bemg  auf  jdaa  System,  dessen  Anfirngsponkt  der  Mittel» 
C  dei  £lde  ist, .  so  :]uit.  man .  nach  4ck  <ma  dar  aaaljitiachen  l3eoma«i 
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trie  bekannten  Theorie  der  Coordinatenverwendlung  swiselien  den 

GrSssen  a,     c\         %\      ff^  %'  die  folf^nden  guis  dlgeaein 
gfilCigen  Gleichungen: 

1)  a?  =  a-i-ar',  y  =  Ä-f-y^  %=.€ 

Jetzt  wollen  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Erde  noch  ein 
neues  rechtwinklifi^es  Coordiiiatensystem  der  \  >'Z  jrelci*:^  drnkpn, 
und  wollen  zuglinch,  was  ofieubur  verstattet  ist,  Folgeudes  aoueh- 
men.  Die  positiven  Theile  der  Axen  der  und  X  sollen  mit 
eiuauder  zusamiDeutalleu.  Ferner  soUeu  die  uusitiveo  Theile  der 
Axen  der  y  und  7  so  ungenomnen  werden »  data  der  von  doDsel« 
hon  eingeschlu^^^,  180^  niohl  übersteigende  Winkel,  welcher 
dnreh  0^^ht%%Wflm-  werden  mag,  vkaht  grösser  als  90^  ist,  und 
dass  der  positive  Theil  drr  Axe  der  y  auf  Her  positiven  Seite  der 
Ehenc  der  VF  liegt.  Endlich  .  sollen  die  positiven  Tlieile  der 
Axen  der  z  und  Z  auf  einer  und  derselben  »eitc  der  Ebene  der 
<2ry  oder  auch  der  Ebene  der  \  Y  liegen.  Dies  vorausgesetzt,  hat 
man,  wenn  Jf,  N  dlte*- Coordimten  des  Punktes  S  in  Besug 
^  auf  das  System  der  XYZ  beaeichneo,  nach  den  aUg^meinen  For- 
meln der  Lehre  von  der  Vemrandlung  der  Coordinaten  die  folgen- 
den Gleichungen:  ,  ^ 

^rsifeos  8  +  ^eo8  (OO^'^d), 

c=:üf  cos  (9O°-f-0)  +  A' cosÖi  '  *' 

d#  i.      '       .     •     k  •  .      ♦  ' 

'  2)  |^asilf  cos  0*|-Jl^8tn 

ftf  ss:  — jXf  sin  0  +     cos  6'.  '  • 

•  •    •  • 

Folglich  ist  nach  1)  .  ' 

^XfsaM  OOS  S^X  siil;^*^y» 

(«ss^üfsin  (l9+il^C08  @  +  »V 

Nun  wollen  wir  zu  polaren  Coordinaten  übergehen ,  von  denen 
bekanntlich  Im  der  Astronomie  iTorsugsweioo  Gebraoeh  gemacht 
wird.  Zu  dem  Bade  beseiehnen  wir  der  Siine  wegen  den  in  Rede 

stehenden  Weltkörper  durch        im  Projectionen.  des  Linien  CW 
und  O  VV  auf  den  Ehenen  der  a^f/  und  a:'y'  respective  durch  CP 
und  OP',   Die  von  €P  und  OP'  mit  den  positiven  Theilea  der 
Axen  der       und  a:*  eingeschlossenen  Winkel,  indem  man  diese 
Winkel  von  den  positiven  Theileu  der  Axen  der  .ar  und  Jc'  an 
dufch  die  TOD  den  positrrtii  Tbeilon  der  Axen  der  jr  uttd  und 
der  Apen  der      und  y  eingeschlossenan  rechten  Winkel  bindurek 
immer  nach  einer  Richtung  hin  von  0  bis  360*^  zählt,  seien  k 
und  V.     nie  dO"  nicht  übersteigenden  Winkel,  unter  denen  die 
Linien  CW  und  O  W  gegen  die  Ebenen  der  opy  und  a:'y'  ä^eneigt 
sind,  indem  man  diese  Winkel  als  positiv  oder  ncg'ativ  betrachtet, 
j^oachdeiu  die  Uuieu  CW  und  OW  auf  den  positiven  oder  uega- 
tif an  Saitn  daa  Ebana»  das.  jey  und       liegen  >  seien  ß  und 

'  ^ujui.L  o  i.y  Google 


Bezeichueu  nun  o  und  q'  die  Kotfernunsren  CTF  und  OW  iicn 
VVeltkürpers  TF  voa  dem  AlUteipunkte  C  der  Erde  uud  dem  Orte 
O  aytf  ilirei*  Oberfläche;  so  ha^  mau  ofl'eubar  die  folgenden  ganz 
allgeneio  gültigen  Jlnsdriick«:   '  ^ 

^  ^  .  /;r  =  ^  cos  ?.  cos 

♦  4)}^  =  ^  sin  A  cos 

(«s^8in/S 

und 

(^'=z=q'  cos  ^'  cos  ß'j  * 
5)|y'=^' sin  r  cos /J', 
.  sin /J'j    ,  ,  . 

nqd  es  ist  folglich  naeli  3) 

IQ  COÄ.Ä  €08  ß=3zZ-^Q'  C08  V  COS  /S', 

6)      sin  ^  cos  ß=:M  cos  0-4-iV  siu  0-4-^'  siu  V  cos  ^, 

l  sin  ^=:  — sin  <9h- cos  0-1-^' sin /J*. 

.  Ist  über  CQ  die  Projection  der  Linie  CO  der  Ebene  der 
Xy,  nnd  ^  der  von  CQ  mit  dem  positivcu  Theile  der  Axe  der 
X  oder  ar  eingeschlossene  Winkel^  indem  niuu  diesen  Winkel  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  X  oder  an  durch  den  von 
den  positiven  Thcilen  der  Axen  der  A.  uud  Y  eingescblossenea 
rechten  Winkel  bindorch  immer  nach  einer  Rieb ta Dg  hin  von  0 
bli  300^  zählt,  (p  der  W  nicht  übersteigende  Winkel,  unter  wel- 
rliein  die  Linie  CO  gegen  die  Ebene  der  XY  geneigt  ist,  indem 
man  diesen  \^^nkel  als  positiv  oder  repciitiv  betrachtet,  jenaohdem 
die  Linie  CO  auf  der  positiven  odir  negativen  Seite  der  Ebene 
der  Xy  liegt;  so  ist  auf  gauz  ahuiicbe  Art  wie  vorher,  wenn  wir 
den  ErdhaÜMuesser  CO^r  setzen  : 

{lt-=.r  cos  A  cos  jp, 

7)  lilfsr  .sin  yjf  .coif  9i 

\JV=r  sin  94' 

nnd  folglieh  tfacb  6) 

Q  cos  X  cos  r  cos  A  cos  y  +  (>'  cos  X'  cos  ^, 

\q  sin  X  cos  ß=:     r  aiik  A  cos  0  cos  jjp+^  sio  0  sin  9 
-  ,  sin  cos 

^  sin  /9= — r.sin  y^  sin  0  cps  jp  +  r  cos  O  tfin  9 

.  '  •  •  -f-  ^'  ßiu  /J'; 

oder         „  ,     -       .  ^  ;   ,        .  ...  -  " 

Q'  cos  ^'  COS    33  ^  «OS  ^  ^ts    ^  r  cos     cos  SP» 

sin'Jl'  cos  .^s^^  sin  X  cos       r  sin  A  co»  0  cos  9 
{  •  — >r  sin  0  sin  gp, 

V(i&^'=^^^in  /S  +  r  sin      siu  0  cos  y  * 

i       .         .,T  .  •  r  CO»  ö  sin  SP». 


10) 
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Dividirt  niaD  die  zweite  und  dritte  (ir  r  fileic  hungeo  9)  durch  die 
erste  Gleichung  in  tliesem  vSystemo,  so  erhält  man  *  • 

sin  k  cos  ß  —  r(.sin  H  s\n  y -f- cos  f)  sin  A  cos  ^jp) 

^      coa        sin  ,3  —  r(cos  G  sin  y  —  sin  9  sin  A  cos  y)| 
o  Q  cos  X  coa  ß  —  r  Gos  ^  cos  9>  '  * 

oder,  wenn 

11)  sin  7r  =  — 

geaelxt  wird, 

' '  *|.         ^  cos  ß-^Bin  n{ßm  S  iin  g>«4*cot  O  «a  ^  coi  y) 
taog  A  —  ^^jj         0 — jjjj    to«  irf  cos  •  .  * 


12) 


ß — sin  n  to«  A  cos  9 

y     cos  il'jsin    —  »in  «(cos  8  sin  y  —  sin  O  sin  i#  eoe  y)} 
t«ng  r    "  cos  1  €08  /I    sin  9r  cos  ^  eos  y   ""^  * 

Anf  gans  ähnliche  Art  erhält  jnan  ans  den  Gieichangen  8) 

I.  q'  sin  l'  cos  ^H-r(sin  B  sin  y-f»CQs  0  sin     eoe  y) 
tang  *  —  ^'  eos  r  cos  ^-hr  cos  ^  cos  y 

COS        sin  ^-|-r(cos  O  sin  y  —  sin  6  sin     cos  y){ 
tang  p  —  ^#      A'  cos    -I-  r  coi  ^  eos  y  ^ 

oder,  wenn 

.   -         .  <  .  ^ 

gesetzt  wird,  ' 

I.   sin     cos    -f-sin  «^(sin  9  sin  y-|-cos  8  sin     tom  y) 
tang  cos  I'  CCS  /T  -f-  sin     cos  -4  CO«  y  * 

^  .  '  cos  Ajsin jg^^-siii  «'(cos  ^  sin  y  — sin  ^  sin     cos  y)| 
fi>  P  — """^  eos  iL'  cos  ^4- sin  ^  cos  itf  cos  y  ' 

Zwischen  den  Grössen  ßy  q  nnd  X',  ^'  hat  nuin  nach  Am 
Ohigen  die  Gleichnng 

r  COS  ^  cos  SP  =  ^  co*  ^  ^  cos     cos  /S^^ 

nnd  daher  nwischen.A.,        und  X',  ß^,     die  Gleichnng:  , 

^  cos  X  cos  B      eos  Jl'  cos  ff  . 

17)  CM  ^  eoi  ys8    ri.«     ^  rin»' 

^nch  ergiebt  sich  aus  den  Gleicbungen  8),  wcdq  man  dieselben 
quadrirt  und  dann  zu  einander  addirt,  leicht 

18}  ^*  =  H-i-^'*-*-2rg,'/     cos     cos  /S'  cos  A  cos  y 

]^8ita  V  eos  ^sin  0  sin  y  - 

4*siii^;eet<»eeB»; 

•f*tin:/S'(co8  19  sin  9» 

'  — sin  A  sin  0  cos  y) 

und  auf  ganz  ähnliche  Art  ergteht  sich  aus  den  Gleichang<^n  9) 


19)^*=r*-4-^**'2^^i     cos  X  cos  ß  cos  ^  cos  ^ 

l-sin  X  CGI  f(wa  B  sin 

-f-sin     CM  O  «OS  9>)}. 
-f-sin  ß{cos  0  sin  9 

•^•in  w^.iin  &  cos  $p) 

Beieduiet  mui  den  Boi&wiiikel  mittelst  der  l^  ormel 

20)  tang  eot  9, 

so  ist 

'  •  aip  y  sin  (Q-i-^ft) 

sin  O  &iu  (p-i-nn  jM  cos  ©  co»  f>  =  ^  • 


21) 


^   .                     •                    sig  y  COS  (en-»). 
cos  0  sia  SP  — .sio  A  sin  <y  cos  y  =  ^jrr  * 

Hsd  folglich  <  * 

22)  ^«=:r**4-9'**l-^leM     eos     cot  ji  cot  9 

|.£i!L£  [sin  ^  cos  (0  +  ^) 

/J'  sin 

nd  ^ 

23)  ' =  f »  4- — 2r^icos  l  coa  p  cos  ^  cos  y 

I^^Eil^  (sin cos 
1^  cos  vj  1 

f         '  .  Hrsm  ;i  eo»  ^  sia' 

Setzt  man  nun  noch 

Uang  5  =  sia  l  cot  /?, 

as  wird 

25)  Q*=r*-^^*^^*\eiM  V  cos  /S'  cos  ^  cos  9 

rinf-siotscosCe-HV^-rY 
^  cos  ^  cos  ^ 

♦ 

sin  ß  sin  y  r  >  f<9  +  ^  — 1)> 
COS'^  CO«  5 

Weil,  da  r,     ^'  Seiten  eines  Dreiecks  sind,  immer 

ist,  so  ist  der  absolute  Werth  von  q  —  q'  iiMicr  kleiner  als  r,  und 
aUo  auch  immer  kleiner  als  Q.   Weil  nun 


uz 

OBd  weil  sack  im  V«cii«cgBk«aii«D  ikr  «ätolot«  Wotli  vom 

immer  kieiuer  al«  ( — diese  Gröwe  ai»«r  in  Bezog  aui  die  jeder- 
seit  intMfiC  kleine  Grtae  —  tob  der  iweiCen  Oidaiug  üt»  so 

sind  die  Qr^mtu      und      oder  sin  »  nnd  sin     uwner  ov  sekr 

wenig  von  einander  yenwueden»  nnd  ann  kann  also  nlkmang»» 
weise 

-^^  =  4"  =  sin  ar, 

ff 

alio  naeb  15)  näberupgsweise 

^  »in  jl'  cos     -4- sin  7T(sin  S  sin  y  -f-co«  9  sin  Ji  cos  y) 

CO»  Ä'  cos  ^  -f-  sin  7t  cüs      cos  9^  * 
I         j>      «n  i|»ia  y?* -f»  »in  ;t(coi  ^  sin     —  sin  f<>  sig  4  C98 

'      ®  cos  k  cos     -f-sii)  Ji  cos  ^  cos  7 

« 

setzen. 

X  und  |9  heisscn  die  wahren,  und  ß'  ilie  scheinbaren  po- 
Jaren  Coordiuateu  des  Weltkörpera  W,  und  durch  die  im  Vorher- 
gebenden entwickelten  Fonnein  können  immer  aowobl.  die  emtenen 
aui  den  letzteren,  als  aneb  die  letzteren  aus  den  erstereo  gefunden 
werden.  Die  DifTerea^eti  X  —  X'  und  ß — heissen  die  Parall> 
axen  des  Weltkörpf^rn  IV  \a  Bezug  auf  die  durch  X  und  ß  oder 
X'  und  fi'  bezeichneten  wahren  oder  scheinbaren  Coordin^Uen,  na- 
türlich für  die  Zeit,  weicher  diese  wahren  und  scheinhareo  (lolareu 
Coordinatcu  entsorecbeu.  ' .     .  •    v    - .  • 

Mittelst  der  m  Vorbergehenden  entWfckelten  gans  allgemeiaen 
Formeln  wollen  wir  nnn  die  .Tersebiedenen  in  der  Astronomie  bei 
der  PurollaxenreebuaDg  vorkommenden  speciellen  Aufgaben  anflS- 
sen,  indem  wir  nur  noch  lirmrtikei^  dass  zur  Berechnung  der  so- 
genannten fi^eorentrisclien  Breite  eftes  Orts  O  auf  der  Oherfl  i«  he 
der  lürdü  und  de«  imch  demselben  gezogenen  Erdhalhmes^ers  r 
aus  der  PolhÖbe  diese«  Ortt»  und  den  beiden  Halbaxen  der  Erde 
scbon  im  ersten  Tbeile  des; Arebiv's  S.  177.  bei«  einer  andern  Ge- 
legenheit die  nötbige  Anleitnng  ertbeilt  worden  ist,  worauf  wir 
dicker  der  ICttrae  wegen  bier  bIcrM  verweisen  wollen. 

.,♦.3. 

iisfgahe.  Aus  der  wahren  Rectasceoslon  und  Decli- 
uuliou  a,  6  die  scheinbare  Rectascevstott  nnd  Decli- 
natioo  a',  d'  zu  i'indeo. 


343 

Anfltttlliif.    Wirl«aMD  4ie  Systeme  der         und  XYZ  mit 

einander  zusammenfallen,  wo  dann  ofTciihar  0=i=O  ist.  Ferner  nehmen 
wir  als  Ehcno  der  jEry  die  Ebene  des  Aequators  an,  lassen  den  positiven 
Tbeil  der  Axe  der  or  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  durch  den 
Anfangspunkt  des  Widders  oder  den  Frübliiigspunkt^  den  positiven 
Theü  der  Axe  der  $f  toh  dem  Mittelpunkte  derBrde  ans  durcb  den 
nenozigsten  Orad  der  Rectascensionen,  und  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  %  von  dem  Mittelpunkte  der  fiide  ans  durch  den  Nordpol 
des  Aeqnnforg  cfcb^*".  Unter  diesen  l  oranssptzunc-ou  ist  im  Obigfeo 
offenbar  Ä  =  «,  (iz^S;  ^'  =  a',  jS'=d';  der  Wmkel  y  ist  die  so- 
g-€uauute  geüceotriscbe  Breite  des  Orts  O  auf  der  OberHäche  der 
Erde,  und  A  ist  die  soffeoannte  Rectascension  der  Mitte  des  Him- 
mele, welche  man  ethält,  in^u  man  die  Sternsieit  des  Orts  der 
die  wahren  und,  scheinbaren  Rectascensionen  und  Declinationen 
S  und  a\  6'  entsprechen,  auf  hekannte  Weise  in  einen  Bogen 
verwandelt.  Hiernach  ergeben  sich  nnn  ans  12)  unmittelbar  die 
Formeln 

 shi  CT  cos  cT — sin  n  sin  A  cos  y 

°8  **  ~cos«  CO»  cf— sinjr  cos  A  cos 

 COS  c'(sln  (f— sin  i>  sin  y) 

fi^  .       «9«  A  cos   —  sin  9V  cos  ^  cos  9» 

welche  die  voUstäudige  AuÜüäuug  unserer  Aufgabe  enthalten. 

Man  kann  aber  meto  Fofm«n  auf  mehrere  Arten  umgestalten» 
Ton  denen  wir  hier  nur  auf  die  folgenden  anfinertom  machen 
wollen.  * 

Weil  nämiichi  wie  man  leicht  findet, 

siu  a(cos  a  cos  ö  —  sin  n  cos  A  cos     —  cos  «(sin  a  cos  Ö 

—  sin  n      A  cos  9)) 
=Bin  ^  cot  9  ein  {A — a)» 
cos  v^tw  a  cos  ^»mn    cos  ^  eos  9)-f-siit  «(sin  a  eos  d 

-^sin  nr  ein  A  cos  9) 
'^G06  d— sin  Tt  cos  9  cos  {A  —  o) 

sin  -^(cüs  a  cos  6  —  sin  n  cos  A  cos  y)  —  cos  -^(sin  «  cos  d 

r—  sin  TV       A  cos  y) 

s  cos  S  sin  {A — a), 
cöa  ^fcoe  a  co«  d-^  sia  x  cQa  A  cos  9) -4-011  jtf(sin.a  cos  0 

^  nn  TT  sin     C08  9) 

s=eos  6  pQS  (jf  —  a)  —  sin  31  cos 
ist;  so  isti  wenn  man  jede  dieser  Gleichnngen  dnrch 

C(^  ^  €p9  d  — '^in,  ?r  cos  uit  cos  jp 

dividirt,  nach  der  ersten  der  beiden  Gleicbniigen  ^) 
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^  •  ^  mn  n  cos  y  sin  (j4  — «) 

•m  a^coi  o  UBg  a  =^co8  «  eos  cf-ftin  n  cos     cot  9' 


.  ,  ^  ,  '  cos  <;  sin  (.^  — «) 

■in     — lanir  a  =  — — — r — ^  i  — » 

•     ^-  f*  *^       (■^^  —  «f)-^sin  n  cos  <p 

«OB  u^  +  SlD      taug  »  =  ^os  a  cos  rf-sin  n  cos  w#  cos 

f 

Also  iit,  irie  sogleich  io  4ie  Augen  JhUeB  wM» 


■      COS  a'  sin  n  cos  rr  sin  (y^  — a) 

( rill  *fa  —  a  1  sr  1;  .  —. — ' — , 


und 


J         ,  „       cos  tt'jcos  cT — sin  tt  cos  rr  cos  (/f  —  «)| 

f  coa  l(Ä«"ttl2S"~  ^  " ' 

V       V         /  a  €0«    — siu  ff  cos  A  cos  « 


/  .   cos  f/  cos  (f  sin  (/rf  —  ft)  . 

3       ^  0*8  «  «OS  'cf-*sin  n      A  cos 

'  j  cos  a'|(  os      cos       —  g) — sin  rr  cos  y  [ 

(COS         aj—     wii.«  co«'<f-r«a  if  CO»     «9i  y 
Aas  diesen  f  ormela  ergiebt  sich  aber  auf  der  Stelle 

f        .X  stn  ff  cos  y  sirt  jA  —  g) 

taog  1«  — «')  =  ^      y  ^^,  C^-«)»  . 

-  .       ^   cos  «f  sin  {A  —  €i) 

lang  M  — «7  — cos  d  cos  (4— «J— sin  eos 

Weil  ferner  nach  der  zweiten  der  GLeicbnngen  28) 


91) 


COS 


^  tany  «f 


COS  «  GO^  «fr*  siQ  ff  cos  A  cos  9>       sin  «f    sin  ti  sin  9» 

ist,  so  lassen  sich  OleicJiaDgen  St9)  und  30)  auch  unter  der 
folgenden  Iform  darstellen; 


.    t        ,v      sin  II  cos  0»  sm  (A'^n)  ^ 

sin«  10  *— a'j  SS — — T — *T  i  tansr  0'» 

^        '        sin  d — sm  n  sm  7        »  * 


J  *  eos  (f — sin  j»  cos  y  cos  — «)  ..^ 
(009  .  «   tong 


und 


aa) 


.     ,  .       ,v        ros  <f  sin      — «)  . 

Sin  i-rif  —  ce  j  =  — ji  :  : — —  taDir  0  , 

i      V         'sin   — sin. »  siiv  9  <    »  * 


1      ,  .  cos  if  cos'(^— «)  ^sio  ji  cos  a  ^  n, 


Verbindet  man  die  ersten  Gtriclningen  in  diesen  beiden  Systeoiea 
durcb  Addiiiua  uuU  äiubtractiuu  mit  einaQUer»  uud  bemerkt,  dass 
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•io  (a  — a')4-8m      — a')  =  2siii  a)  —  a'j  cos  |(^  — «), 

ihtj  t>u  erhält  man  '  ' 

 CO»  <f-K<m  li  cos  (p  \    ,  ^     «w«««  ir 

sin  ir-f-«n  1»  am  ^  «)  t»""g 

2C0S  [KA-^a^-r-a'l  sin  ^(^  — a) 

,  cos  cf — sin  TT  cos  9    ,    ,  ^       V  .  •* 

s=  — - —  : — ^  Sin  Li  —  a)  Uoff 

sin        siD  TV  sin  9>        *         '      * ,  5 

also«  weil 

sin  o)      ¥4^»)  • 

itl, 

^  Isla  ,4(^+.)_^|=~4±Siif^  .„g^. 

i       11^.4.    \       »1      COS    — sin  71  cos  a>  ^      .  . 

f  COS  {i(^+a)  —  a'j  =   ;r  :  :  COS  — «)  tsllff 

\  •    /        »Sin  a  —  sin  ;x  sin  ^  /     "»  » 

folglicli  dar^  Division  ^  j. 

Ganz  dieselben  Gloicliungen  crbält  ban  auch,  wenn  man  die  zwei- 
ten (jiieichuogeu  iu  den  beiden  Systemen  32)  und  33)  durch  Addi- 
tion nnd  Snbtraction  mit  einander  Terjiiindet. 

Hat  man  mittelst  der  Formel  35)  die  seheinbare  Rectascension 
a'  gefunden,  so  ergiebt  sich  die  scheinbare  Deciination  S'  mittelst 
einer  der  beiden  folgenden  nnmittelbar  ans  34)  fliessenden  For« 
mein: 

1^^^   'sin  }^(^-t-tt)  —  a'\    sin  cf —  sin  n  sin  y  , 
°  sia  ^{A — «>     *  cos  cf-i-  sin  »  cos  9' 

Ä>^^JLiM±limJLi   Biii  cf^sin»  sin» 
o  cos  U4^a)     *  cos  if— sin  11  cos  7 

Wenn  man  die  Gleichungen  31)  quadrirt  und  danu  zu  eiuonder 
addirt»  io  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  .  >    .  * 
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wo  sich  uuu  nocli  fragt,  welches  Zeichen  man  zn  nehmen  bat. 
Cm  hierüber  zu  völliger  Gcwissbeit  zu  kommeu,  müsäeu  wir  auf 
die  Gleiehonffen  9)  mrückgeheD,  welcjie  im  Toriiegenden  Falle  die 
folgende  CmUlt: 

iff  cos  Of  €08  9z=lfl  €08  €08  «l«— r  COS  A  eo8 
^  sitt.o'  C08  sin  o  OOS       r  ein  ^  co8 

^'  siu  J  :=    fiiu  J  —  r  hin  9;. 

oder  die  Gestell 


M7 

« 

COS  a'  cos  ö'  =  co8  a  cos  d —  sia  n  cos  ^  cos  g>, 
38)  {-|-  sin     cos  ^  =  usk  a  cos  (f  — sin  ^  sin      cos  jp»  ^ 

sin  dtssm  d*^m  jr  «n  o 

erb  alten.  Ani  der  dritten  dieser  Gleichungen  erhellet,  daee  die 
CirMsen 

•in  ^  —  sin     sin  .9  und  sin  9 

immer  gleiche  Vorzeichen  haben;  und  da  nun,  weil  absolut  gc- 
Dommen,  nie  übersteiget,  sin  und  tong  jederzeit  gleiche 
Vorzeichen  haben,  so  haben  auch 

sin  d  —  sin  n  sin  9  und  tang  9 

insMr  gleiche  Vorzeichen ,  woraus  sieh  ergiebt,  dass  in  der  oben 
dr  tang  ö'  gefiindenen  Fonnel  intter  das  obeie  Vorzeichen  g^ 
losaienA 
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gesetzt  werden  muss. 

Hierbei  beaerken  wir  zugleich,  dass  bei  all^n  obigen  Formeln 

noch  eine  besondere  Bourtlieininof  nötliig^  ist,  in  wclcliem  Quadran- 
ten man  sich  die  gesuchte  scliciobare  Rectascension  a',  welche  be« 
kanntlicli  imnipr  positiv  ist,  aber  bis  360^  wachsen  kann,  endigen 
lassen  muss,  uud  es  ist  äehr  wiclitig,  im  Besitz  bestimmter  Regeln 
zu  ggtn,  nach  denen  man  diese  Beurtheilung  in  alien  Fälleo  mit 
\ölll|lr  Sicherheit  anstellen  kann.  In  dieser  Beziehung  bemerkflü 
wir  daher  zurSrdersti  dase  wegen  der  beiden  ersten  Gleiebangci 
in  38)  jedeneit 

cos     coa     mit  eM  a  cos     -ein     coa  Jf  coa 

.ein  a'  cos  &  mit. sin  a  cos  ^  —  »in  n  sin  A  cos  tpi 


84» 

UlN»,  wiO  ea»  ^  stets  ^tisitlv  ist,  jederseit 

* 

•  t       .  cos  «'  mit  cos  a  eos  d— -sin  n  cot  ^  cos  or, 

sin     siit  sin.«      ^r^wm  m  mn  ji      9  . 

deiclies  Vorzeichen  hat.  AJso  endigt  sich  a!  isi. ersten,  zweitei^ 
dritten  oder  vierten  Qnadrenteni  jenaciidesi  von  den  beiden  be« 
kannten  Gxässen        .  /       .  - 

,  cos  u  cos  J  —  sin  7t  cos  j4  cos  9, 

■*■'  ■ 

sin  a  cos  ä  —  sin  ir  sin  A  cos  9 

die  erste  positiv  nnd  die  zweite  positiv^  die  erste  negativ  und  die 
BWeite  ]»otiliT>  die  erste  negativ  nndjdie  aweite  ne^ati?,  die  erste 
positiv  nnd  die  jsweite  negathr  ist,  mittelst  wefefaer  Regisln  also  die 
Teriaogte  Beurlbeilung  immer  sicher  angestellt  werden  kann. 

Berechnet  man  nun  a'  nmd  d'  a.  BL  «tttelsl  dar.  ForsMdn 
nSmücb  nutteist  der  Formein  :  . 

tan  •  j^»  <g       & —  sin  71  sig  A  cos 

'  ^    ,~T,c«Ä  «  CO«    —  Hill  n  cm  A  cos         .   .     .  ' 

^         cos  «  (sin  <f — sin  n  sin  y) 
*     *~cos  a  eos  if — sin  n  cos  ^  cos  9* 

ao  mttss  sieb  a'  im  ersten,  zweiten ,  dritten  oder  vierten  Qnadran» 
ten  endigen,  jenacbdem  in  Beznr  anf  den  der  Grösse  teng  o' 
sleleben  Brach  der ;  Nenner,  noiitiv  nnd  -dev-  Ubles  .pesi<^?> 
Kenner^ negativ  nnd  der  Zähler  positiv,  der  Neoner  negativ  und 
der  Zähler  negativ,  der  Nenner  positiv  und  der  Zähler  negativ  ist. 
Der  Ausdruck  für  tang  &  lässt  keinen  Zweifel  iilier  die  Art  und 
Weise,  wie  welches,  absolut  genommen,  nie  90^  übersteigt,  zu 
sehmen  ist,  zu.  ■ 

Berechnet  man  a!  und  d'  mittelst  der  beiden  aus       und  31) 
üieäsenden  Formeln 

,  _^  I   sin  n  cos  y  sin  {A  —  a) 

g  V**     *'^"~'cos  J  —  sin  n  cos  9)  cos  {A-^a}^'  • 

  ■  cos     (sin  (f^tsin  «  sin  y) 

***ig        cos  «  cof  if-rsin  ji  eos  if  cos'^ 


oder 


 e<w  <y  «jp  «) 

'  I»  (si"  d"  —  sin  n  sin  y)  ^ 

^    ."^  cos.a  cos  (f — sin  ;i  cos.^  cos       .*  j 


ao  bnt  BM«  an  bemerlien,?  dass  die  beid^eu  WeiAe^;  welelM  &f  Baben 
kann,  immer  von  der  Form  a' und  a'  +  lSO°  sind,  wo-tt^-niellt 
gr(isser>  als  180^  sein  soll.  Diesen  beiden  Werthen  von  a/  ent- 
sprechen nnn  nach  der  zweiten  Formel  der  beiden  obigen  Systeme  von 
Formeln  immer  futgegen^esetzte  Wertlie  von  tang  d',  und  da  man, 
Weil  bekanntlich  tang  immer  einerlei  \  orzeichen  mit  sin  J — sin 
üiQ     hat,  das  Vorzeichen  von  tang  ^'  kennt,  so  iässt  sich  offenbar 


Ly  Google 


m 

auch  immer  ohne' Sobwierigkeit  ai|;l^flr  b^afUieilcBa»  .weiden  4ef 
baiden  Werthe  Yon  «fi  nan  xu  nebmen  bat- 

Auf  gauz  äbnlicbe  Art  bat  man  sieb  iR  fMiltea»  wenn  man 
qnd  &  mittelst  eines  der  beiden  folgenden  nna  dem  Obigen  be^ 
kannten  Syitena  von  FovoMdn  bereabnel: 


f«?  |i(;J<.+«)-«'l  =  ""'g 

-t/  —  «*|    sin  <f —  sin  »  sin  y 

tang    »  ^jjj         «)     •  cM.if-i-aiD  }v  aoa  ^ 

oder 

M.  _f»      A       ./-j       \  CO«  (f-f-sin  Ji  cos  CD 

^  liC^-f-ß)  —         sin  J'  —  sin  7t  sin  y  ' 

^  '  cos       —  «)      *  cos  (f — sin  n  cos  9p* 

«f  .  •  - 

Bleee  beiden  letsteb  Systeme  von  Fonneln  aind^  ao  viel  ick  weiaai 

bia  jetzt  nocb  nicht  bekannt  c;pwesen. 

Sicli  die  ReclmuiiL;  nacii  den  obigen  Formeln  durch  die  Kin- 
fübrung  von  Hülfswiukeiu  zn  erleichtern,  hat  nicht  liie  mindeste 
Schwierigkeit,vttttd  wir  wollen  dlea  daher  auch  nur  beispielshalber 
an  den  letalen  Femieln  edftaftern.  > 

Setat  man  nlmlick  . 

xnv  ä.  Sin  n  COM  tp  ^      ^     sin  n.  fin  » 

.  40)  tang         ^j-^i.  tong  .t"'-  Sti^  '^i 

.  *  >    _  . 

ae  bat  man  zilr  Berecbnung  von     die  Formeln 

it  '  *  "  • 

41)  lang  |i(^^.a)  — «')=tang  4M  —  «)  tang  (45«»+jf) 
oder  .    ,  ' 

42)  tang  HM     «)  —  «'I  =  tang  iM  —  a)  cot  (45*  —  jf)? 

und  zur  Berecbunng  von  ö'  hat  man  die  Formebu 

Ä'  —  fAntf  -t  »^n  \l(A-t'a)  —  a'\    cos    sin  (45*  ~|) 
tang  <y      taug.  <r      ^  ^(^.«)      •  toMiinn{Ja^^xf 

tang  d'=taDg        «oa  j(^-a)      •  cmI  ib  (4$»-;r)* 


43) 
oder  ancb 


44) 


taa(  d'ssteng  *     in^c^-«)     •  cos  f  cos  (W-;^)^ 
jh  A^«^     COS  UM-f-ft)  — g)    cos  jif  cos  (45°  -f-  g) 

tang  d'Ätang       cos  '  cos  r cos  (450^;^)' 


Aus  d^D  bei4eB  ersten  Gleichungea  in  3«^)  und  ^)  erbält 
Bum  leicht  .  .  .  . . 

'  sin  (« — «')  ,     sin  tf  " 


3U 

uod  weou  man  die  erste  Gleichung  in  3^)  durch  die  erst«  GUichuag 
in  33)  ditldirt,  so  ergiebt  rieh 

Afi\  sin  (ff  —  a*)        Bin  n  ros  ^ 
sin  (^  —  «7  cos  <f 

47)  sin  U  ^  ft-)^""'?^""^^""^^. 

'         sin  9s  cos  y 

Die  zweite  der  GleicLuDgen  45)  kaon  man  auch  unter  der  l*  orm 

r,       sin  (A  —  cc)    ,  ^       sin  n  siri  q> 

schreiben,  und  weil  nun 

taiiff.drnsteng 
ist,  so  isl  * 

«,      sin  (ff — cT)         sin  (A—ti)  ,  ^      sin  n  sin 

^-^-^^^^^^^=^{4-^)  costf  > 

also 

■ 

sin  ijt  —  «*)-~stn         «)                 sin  ?r  sin  y  sin  (cJ  —  (T) 

vai{4.—d^                             cos  <f  coscfcoarf^- 

4 

2sin  ^g  —  tt')  cos  M  — 4<«H|-c)|  .    ,  j.     sin ;y  _^  sin  (cf— <r) 

sin  ( J  —  a')                     *             cos  <f  cos    cos  cT* 

sin  \{a  —  tfS  sin  n  cos  y 

sin  (-4  — a'J        JJcos  t*;^  cos  i(a  — «')' 

VDd  folglieb  nacb  dem  TorbergehendeD 

sin  n  cos  y  cos      — |(«-f-a'^|  sin  »  sin  y  _    sin  ((f— -<f) 

cos  <f  cos  iC«  — «')  ^""^  V— ^  ■         cos  <f  GOSCf" 

I  > 

alto 

rin  {ß — (f')  =  sia  »  sin  $p  cos  d' 

*  .    .   •    sin  9  co<'f>  siy  (T  cos  \A'-'^a^ti)\ 

.  ,  cosK«-«') 

»  '    '    '  •     , '  . 

Setit  man  nnn 

^      cot  y  cos  \A  —  \{a-\-u)\ 
,       48)  cot    ^^a^^  ' 

so  wd  ' 

■  ♦ 


■      p  • 


^tff  weDii  wir  d«r  Kürze  wago 

51)  «II  (d— rin  (C— 

NoB  Ut  aber 

vnd  folglicb 

Setzt  oiaD 

IM  iat  naeh  31)  ' 

■  '  . '         II    •  • '     .  I 

Wenn  man  jetst  iberhanpt  die  Gleichnng 


taoff  U  =  -:  

v  .  ,  1  —  a;  cos  V 


X  sm  t; 

»1 


hat  9  und  der  abiolnte  Werth  yon  m  nicht  grösser  als  der  vierte 
Tlieil  der  halhjui  Peripherie  ist;  so  ist  naeh  einer  Hos  'der  Anslj- 
sis  bekannten  Reihe 

tang  u  —  T^Dg  u*  +  -itang  ff'  — -flaog      + « •  •  •> 
und  foIgJicL,  weil  ^  ' 

% 

tang  i»=B:^/giU'<p(l^^*eos  t^)*^^ 


ist, 


1 


tf  ;=     a:  sin  «^1  —     cos  »)— * 

sin  t»*(l    jr  eoa  vf^ 
-4-|^**8in  tr'fl  — cos  ff)"^ 

—       »in       — cos  «^)"^ 


Ist  nun  der  absokite  Werth  von  .7-  ms  v  kleiner  ah  die  Einheit, 
»o  ist  es  verstattet,  die  bamnUlictien  Potenzen  von  1 — a:  cos  p 
Mdcli  Ueui  Biuüuiiöclien  Lehrsätze  in  Reiben  zu  entwickeln.  TUt 
m^n  dies,  und  ordnet  dann  nach  den  Potenzen  von  or,  so  erhalt 
^an  aittahit  der  ans  der  Trigananetrie  bekannten  Anadrficke  für 
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ilie  Sintis  der  vielfachen  Bogen  ohne  alle  Schwierigkeit  die  fol- 
geode  merkwürdige  Reihe: 

,       X  sin  V      X*  sin  2t;      jr'  sin  St;  ,  jp*  «in  4y  , 

I       •        2  i     '  •        4  .  •  •  •» 

oder,,  wenn  u  in  Secnnden  ausgedrückt  sein  soll, 

ar  tia  tf  .        «in  2»      jy«  lin  8y      jt^  tin  , 
• —  sie  r         Ädn  r  Mn  1"  «sin  l"   

oder  auch»  wenn  man  nur  oinigc  w c n i ge  Jknfangsglieder  der  Reihe 
berücksichtigt,  ohoe  merklichen  Fehler 

 X  sin  V        or*  &ifi  .r^  sin  ^>^'        •i*  -sin  4t/ 

*  —  ain  r         sinr  sin  V    "*      «in  r 

Hiernncb   hat  man  unter  der  Vuraussetzuug,   dass  die  absoluteo 
Werthc  vod  a  —  a'  und  6-^6*  nicht  grösser  als  der  vierte  Tbeil 
der  halben  Periplierie,  and  die  nbaeinten  Wertbe  von  ^  cos 
■nd  ji  voa     — kleiner  als  die  Einheit  sind,  nach  54)  und  52) 
die  Fermeln 

55)«-.«'=   H  ^g^;;  

,  ^  sin  3(^  — «) 

**"     ^iu  r 

sin  k{A  —  a) 

Jtein  r  ' 

und  <  . 

*iAi  j  ain  (C-d)  .       «in  g(C-<f) 

5Ö)  d-d'rs— gjj-p—  H  sj;-|B 

.    .  /i»  sin  3(C— d) 

"  Ssin  l* 

»  ■  '  "  ^l*    <.\u    hi^^    -  rj) 

"*       «sin  r 


wo  nach  dem  Obigen 

m,m^  ,      sin  n  cos  a>  sin  Tic  &ia  cp 

iat^  nnd  C  «Qa  der  Formel 

rof  r     cot  »  coa  M^K«-hpf)L 
58)  cot       .  «08^(a-V) 

beatimmt  werden  mnaa« 

Ist  man  berechtigt  mit  hinreichender  Näherung  bei  den  ersten 
Gliedern  der  Reihen  55).  nnd  56)  atehen  su  bieibeo,  so  ertum 
TWIIIL  23  ' 
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isin  ji  cos  7»        ,  .  . 
■ 

oder  auch  Däberuugsweise 

f         »         cos  9>   .    /  ^  * 

ä-6'=Z^,in  (C-d). 

Iii 

'   Weil  aber 

ist,  «o  wt-uacU  58),  wie  mun  leicht . findet,  wenn  man 

eos  M— 4(a+«0| 
■  =cos         a)  cos  i(a--a')  — tttt<-4— a)  un  ^(a  — o*) 

setzt,  '  . 

cot  t=  eot  9»icos     —  a)  —  ein  (-4  —  a)  tang      —  o'jj, 
also  Dach  SO)  ^ 

^_>_?iLiL^  |co8  S^m  d  cot  y  cos  (^-a) 

sin  1       •  '         *    *  . 

'      .         -l-sui  d.cot  9)  sin  (-4  — a)  tang      — a')li 

und  folglich,  weil  daa  Glied 

"  ^l'i    siD  6  cot  y  sin  M-a)  taug  i(a-iO 

offenbar  in  Ho/ug  auf  sin  ;r  tang  i(a—a')  von  der  zweiten  Ordnung 
ist^  näheruDgswcise  , 

i^^  —  ^JULJ^l  jcoa  J-«iii  d  cot  9)  coa  M— «)h 

,  sm  1       *  . 

also,  wenn  man  den  Blltftwliiltel  ^  mittelat  der  Fomel 

,61)  cot  ^pscot    coa  {A  —  a) 

berechnet,  ^ 

--^  »    •        sin  jf  sin  9»    .  , 
'  sm  9  sm  1        ^*  ' 

Daher  babea  wir  jetst  Hie  folgenden 

(cot  9  SS  cot  9  coa  (A  —  a), 


sin  n  cos  71 


«     9.     sin  3f  sin  9>  • 


63)(**  OOS 
sin 

ain  V  Bin 


oder  auch 
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cot  ij  =  cot  (p  cos  {j4  .0^^ 

1         .      n  cos  9   m    g  ^  ^ 

*  k 

\ 

Die  ForaiiiMtinDffeo,  unter  de^n  die  im  VorbergeheDden  für 

a  —  end  0  —  v  gefuDÜcncn  Ausdrücke  nur  gfiltig  sind,  beben 
wir  (>!)('n  nngegebeo.    Witt  vaQ  sieh  also  dieser  Ausdrücke  mit 

SicIk  i  licit  bedirnen  ,  so  mriss  mm  sieb  jederzeit  \t>rlirr  überzeugt 
liabt'ii  .  *l;iss  dir  in  Kcdc  äteheiicleo  Voraussetzuli fjferi  sammflirh  rr- 
lüUl  üijid.  Vorzügiicii  ücbeiiit  dauu,  wenn  die  Malirt-  Kr<  liis<  ^Ml^i(la 
a  uabc  0  oder  Dube  360"  ist,  Vofjdcbt  nötbi^  zu  btiiu,  weil  duua 
aHerding:«  der  abiolnte  Wertb  VmT  a a'  eicbt  nabe  0,  londem 
nabe  360"  sein  kann,  was  man  also  bei  praktiicben  AnwenduDgen 
ateta  wohl  zu  beacbten  uud  au  bttfiekaicbtigen  bat« 

Avf^af'C.  Aus  der  scbeinbareu  Rectaacension  und 
nrcTinatiori  (f'  die  wab ff  J|lectascenai<in  ned  Decii- 
nation  r<,  f)  /II  finden. 

Auiluüuug.  Aui  guuz  äliulicbe  Art  wie  im  vorigen  Paragra- 
pben  erb&lt  nan  ana  den  Gleichungen  15)  die' Gleichungen 


65) 


^  »in  tt*  cffig  cf  -f-sin  n  ain  A  cw  y 
^         coa  tt  cos  cf -i-ain  jt*  coa  itf  coa  y'. 

^       ^   c().s  «(hin  (T  -H  sin  li  iin  y) 

o         coa  «'  c^  S[^+ain     «oa  ^  coa  9* 


Da  nun  diese  Gleichuugen  aus  den  Gleicbuugen  28)  hervor- 
geben,  wenn  man  fdr  a,  d\  df',^;r  respecttve  (f',  «,  ^,  — ä' 
getzt,  so  ist  es  sehr  leicht,  alle  sttr  AuAösung  der  gegenwärtigen 
Aufgabe  dienenden  Formeln  aus  den  im  vorigen  Paragraphen  ent- 
wirkrltcn  Formr  la  einfacbr  Ijünbatitutioneu  herzuleiten.  Auf 

diese  Weise  erhäit  man  aus  31) 

l  .  f  ,v  sin  7t'  cos  a»  ain  {A—ci) 
\  taug  (a  —  a  )  =  -rr-^ — —  ,      *   ,  J 

i.        /  ,       ^  «OS  cT  sin  {A  —  vf) 

-  \  taug  iA  —  a)  =  — 1   .  .  i    _,'   '  ; 

l      °  ^         '      coa     cda         «^)+ain  1^  coa 

und  aus  35)  und  36)  ergiebt  aicb  *     '  ^ 
und 

jtnir  1^  ,  ,        ^  -'^"^  -h  «  )  — •  «{  gin  (f-^  sin  n'  sin  y 

l|0|  \                            U-' — «')  '  cos  (f — sin  71'  cos 

ftang  <f=:  ^^o»  )M^-f-«')  — c{    sin  cT-f-sinV  sin  y 
*  cos  \{A  —  a')      '  cos  d'-l- ain  1^  cos  y* 

Auch  die  Rpohnunir  narli  diesen  Formeln  kann  man  sicb  leicht 
durch  Einführung  von  Uüifawinkeln  erleichtern. 
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Am  39)  erhält  man 


Nack  37)  nt 
^  eoB  a  cos 

2  sin  a  cos  d 
^  sId  Si 


i 

II 


o 

5' 

i 


8 

s 


0» 
P 


H 

o 

s 

k 
I 


OD 

s 


q'  cos  a'  cos  cos  A  cos 

sb  a'  cos  d'  +  r  sin  ^  coS 
sin  i^-^r  stp  9$ 


'  S57 

•  -  » 

4-  eos  a  m  ^scot     cot  s**  cei  A  cot 

^  810  a  cos  ^  =  sin  a'  cos  J  +  sin  n'  nio  ^  cuä  9», 
sin  J  =  am  d'-Hsin  n  sin  «> 

€08  tt  mit  cos     cos  d'+siu  n'  cos  ^  cos  jp» 
•in  a  nit  sin  y  cot  d'-f-tin  jf'  tia  utf  cot  9, 
m&tf  und  olto  «wli  fong     mit  tift  d'+tift  ^  tin  y 

jederzeit  einerlei  VorzeirLcn  hat.  Also  endigt  sich  «  im  ersten, 
zweiten,  dritteo  oder  viertea  Uiiadrantea»  jeoachdem  tod  den  boi- 
det  Grössen 

coi     cot  d'H-  sin  n'  cot  A  cot  9» 

tin     cot  d'+tin  ^  sin  ^  cos  9 

die  erste  positiv  und  die  zweite  pusitiv,  die  erste  nescatiir  und  die 
zweite  positiv,  die  erätc  licgaüv  und  die  zweiLe  ue&^utiv  ,  tiie  erste 
posItiT  und  die  twcito  negativ  ist,  wodoreh  sich  auf  gaot  Hliniiclie 
Art  wie  im  vorigen  Paragraphen  inmer  leicht  mi^  T^Tliger  Sicher* 
hsit  beurtbeilen  lässt,  wie  man  u  su  nehmen  hat. 
Ant  S5)  und  56)  ergiebt  tich 

7m  V    «^IfiiiifiifQ  .      sin  2(^-<0  * 
70)  y-«=  gj^p  ^ 


Ssin  r 

sin  — 

» 

Ssin  1" 
sin  A(A  - 

-«7 

1 

4sin  r 

sin  2(C— 

2sin  r 

sin  3(C  — 

dO 

/•* 

ääiii  1" 
sin  — 

«sin  r 

wo 


TO\  j     *     f}^  ^  ^'^^  y  sin  n  sin  ^ 

ist,  and  C  miHekt  der  Poffmd 

73)  cot  C-^  cosM«-«')  

bsitimmt  werden  mutt. 
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Die  so  cIjbq  entwickelten  Ausdrücke  von  a!  —  a  und  ^  —  ^ 
aetiCQ  vorauij,  dass  die  absoluten  Werthe  dieser  Differenxen  den 
vierten  Tbeii  der  Laiben  Peripherie  nicht  übersteigen,  und  dass  die 
abioloteD  Werth«  toh  ü  cdi  XA*^^)  imd  |i  €0i  ({«^«f)  kleiBcr 
all  die  Einheit  sind» 

Auf  aS)  erhttlt  mn  .  • 

cot  i;}  =  cot  9>  Gos  {A  —  o'), 

COS  cT  sin  I        *  .  ' 


J4). 

sin  sin  a> 
sio  9  am 


»der  nudk' 


'cot  9s±cot  §p  cos  (>i  —  a%   "        •  ♦ 

''»'-^=-^  « (»->)• 

In  allen  vorber^cLenden  Formeln  kann  mau,  wie  wir  aus  2. 
wisäeu»  für  n'  uaiieruügäweise  n  äet^en.  Wollte  mau  sieb  dieä 
aber  niefit  gesiatten»  so  würde  man  sieb  ailf  folgende  Art  ca  Tet- 
fialten  haben. 

Naeh  18)  ist  im  ▼orliegebden  Falle,  wie  awii  leiebr  findet,  . 
76)     =  r»         +  2r^'{»in  9  sin  y-|-  cos     cos  ip  cos  l^— af)J, 

oder,  wenn  wir  ' 

77)  cot  (r=:cot     coü      — a) 
,  setzen,  '  " 

.  oder 

'läxx  2r  sin      cos  (y  — (t)    ,      .         ,  .  . 

mittelst  welcber  quadratiscbeo  Gleichung  man  aus  den  gegebenen 
Grössen  r,      o',  &'  die  Grösse  o',  und  daraus  mittelst  der  Formel 

sin  7r  =  -T  -  ' 

Q 

die  Grdftse  ^  bestiMmen  milsate.  Weil 

9'=r  coaec  TFs  Q*=r  cosea  . 

-»  "*  -      ,  .  • 

iat,  ao  kann  nan  die  Gleiehnng  79)  wk  viC'die  Vmi 

.  2Sin  tf  r  OS  (<jp  —  ai  ■       .  V,  *    *  .  « 

cosee  ^  — ^  ^••^  jf'sÄsooiee     —  1, 
d.  L  auf  die  Form 
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briDgen ,  mi  Mittelst  4l«Mr  Gteiehaag  aus  ar,  a',  unmateibar  tt 
beatimmeii. 

Wenn  man  an  zwei  Bcobachtungsorteu ,  deren  geographische 
Positionen  als  genau  liekannt  aogeiiommen  werden  kÜBDea,  SO 
einerlei  Zeitmoment  °)  durch  Beobachtuu^eu  die  scbeiobaren 
tasceosioueu  uud  DecIinatioDen  &  und  Ä*!,  «J'i  eiaes  Wettkinr<* 
pars  beseiaimt  bat;  so  ist,  waaa  «,  ^,  f  dia  dem  in  Rede, 
AteliSnden  Zeitmomant' entsprechende  wahre  Ractascension,  Decli- 
DatioD  und  Eatfarnung  dieses  Wcitkörpers  vom  Mittelpunkte  der 
Erde  bezeichnen  und  rp,  r,  ^'  und  yl,,  9),,  r,,^',  für  beide  lie- 
obacbtuagsorte  gleiche  Bedeutung  haben,  nach  37) 

1q'  cos  «'  «OS  cos  a  cos  ^ — r  cos  ^  cos  f»» 

^'  sin  a'  cos  J'  =  (>  sin  a  cos  J  — r  sin  ^  cos  y, 
^  sin  d's^  sin  <f-T-r  sin  j^. 

und 

cos  o*,  cos  ^,  =^  cot  «  cos  ^— Cos  if»  cos  9,, 

q\  sin  a'i  cos  ^i=Q  sin  a  cos  ^ — sin       COS  y,, 
^\  sin  <^i=^  sin  d^r,  sin  y,. 

Durch  Subtraction  erhält  man  uns  diesen  Gleichungen  anf  der  Stella 
die  Gleichongcn 

ö'  cos  «'  cos        ^'i  cos  «'1  cos  cos       cos  SPi 

.    .  .  — r  coa  -<f  cos  9j 

^'  sin     cos  ^—^1  sin  <  cos  «J'jÄr,  «in  cos 

'  '  — r  sin  Jl'cM  y, 

^' sin  J'  — ^'i  sin  J'i=r4  sin  spi— r  sin  95 

welche  nun  bloss  noch  die  heiden  niibektonten  Grössen  ^  nnd  q\ 
andialten.  Ans  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  erJiält  man 
mittelst,  gewiibnliclier  algabraisebar  Elimination 

r,  sin  (J^  — K  1)  cos  tpi—r  sin     — «,)  cos  y 
_        ^  sin  (a  — a'i)  cos  d*  ' 

88) 

.       ,   ri  sin  (^i  —  «')  cos      ~r  s'n  (^~V>  cos  y 

.     .  sin  (a  —  «t>  cos  d^  * 

«nd  die  Ictsta  der  drei  obigen  Glaidmngco»  ilftmUcb  die 


•)  Dies  ist  inöirlirh,  "weil  mnn   tlic  Längen,  «fonigstans  die  litagen* 
iliS«fsns  der  beiden  peahachtungsona  kanat. 


'  3ßÜ 

*  84)  q'      d^^n^t'  9\  ^r-iin  9 

kano  dann  als  Prufungsgleichung  benutzt  we  rden. 

All»  und  q\  erhalt  man  n'  und  Tf" ^  für  die  beidMi  Beobacb- 
tuDgäorte  miUeist  der  Formelu         .         ^  ' 

85)  tili  ji'srA-,  litt  Tf*. 

und  kann  dmiB  a  uod  J  mittelst  der  aus  dem  vorigen  ParagreplieB 
bekennten  Formeln  berechnen,  worauf  dann  ferner  zur  Berechnung 

von  Q  die  Gleichunpfen  81)  und  S2)  Wepre  genug-  darbieten.  Die 
leichteste  Berechaung  scheinen  jedoch  die  leicht  aus  dea  beiden 
ersten  der  Gleichungen  81}  und  82)  fliessenden  Formeln^  v 

isin  {A  —  a*)  cos  y 
^  —  **  sto  («-tf')  coa  r, 
  -sin  ---     J  (  (II  '/  t      '  , 
^  —  ***   sin  (a  — a'O  cm  < 

zu  gestatten.  Zur  Berechnung  von  it  und  tt^  für  die  beiden  Be- 
obachtuugsurte  hat  man  die  Formeln      '    -  . 

 r_          sin  («  —  a')  cos  cf 

sin  TT—  ^    —  ^  M-Ä-)  €01  f)' 

rt         sin  (a  —  o',)  cos  if, 

SIQ  TT.  SS  —  SS   y-T  >  >  ■« 

.  »         ^  Sin  (4,  —  GCM  ^  1 

Man  siebt  hieraus,  wie  man  aus  pfleichzeitigen  Bestimmungen 
der  scheinhareu  Rectusceusiuueu  uud  lieclioationen  eines  Weltkör- 
pere  es  swei  Beobacbtattgsorten ,  deren  geographisebe  Po^ttionen 
ttle  bekennt  Tornnsgesetzt  werden,  die  dem  in  Redt  ajteliendeo  Zeit« 
punkte  entsprechende  Entfernung  des  Weltkörpers  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  brstimmeu  kann,  und  in  der  That  ist  das  vorhergehende 
Verfiihrea  die  uUgemeinstc  Methode  zur  Bestimmung  der  Entfer- 
uuugen  der  Weitkörper  von  der  Erde. 

6.         ?  , 

Aufgabe,  Aus  dem  wahren  Azlinuth  uud  der  wahren 
Hdhe  Ol,  h  das  sebeinbare  Aximutb  und  die  sebeinbare 
Hobe  iti\  h'  so  finden. 

Auflösung,  rirüssei-er  Bestimmtheit  wegen  wollen  wir  anneh' 
men,  dass  der  Keobachtungsort  in  der  nör»ilirhen  HHIfte  der  Erd- 
oberfläche liegen  soll.  Die  Azitnutlie  zählen  wir  von  Süden  an 
nach  Westen  und  nach  Osteu  Liu  von  0  bis  180**,  uud  nehmen 


Horizonts,  die  Fbene  der  ist  die  Khene  des  Aequators.  Der 
positive  Theil  der  Axe  der  x  soll  von  dem  Mittelpunkte  der  Frde 
nach  Osten,  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  nach  Norden,  der  positive  Theil  der  Axe  der  :s  vom  Mit- 
teleuokte  der  Erde  nach  dem  Zeniib  -des  BeebaditunjKeoifs  hin.  ge« 
ricbtet  sein.   Nimmt  man  nnO)  dies  voraosgesetst,  aUe  in  f.  %  ge- 
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machteo  VorattMeUuDgeii  >  wie  es  verstattet  ist«  ais  erfijillt  auj  so 
ist  offenbar 

X= 210»  — ^itf  oder  %     (270«  —  ^)  —.360%  . 
,  V=«70»  —  w' oder  X'ä=(270*  — «0--  300*i 

=     /5'  =  //5  .    *  .... 

0  =  00«—«',  ^  =  270«; 

UQil  folglich  Dach  12)^  woin^i  mau  nur  zu  überlegen  hat,  daet  . 
immer  v  «  ' 

810  X  =  —  cos  (a;  cos  ^  =  *-^sin  oi,  taog  ^  =  cot  ui; 

,    ,     .      cos  tü  cos  Ä-+-sin  71  sia  (« —  «>')     i  •  "i- 
[cot  ■  X  » 

ggv  J  sin  CO  cos  Ä  »    .    .  . 

^1         i.    ^  sin  ttf'jsin  A  —  sin  7t  cos  (y — .»^tv'vo  «- 

cos  A  * 

o^er,  wie  hieraus  leicbt  folgt,  - 

I,  sin  cu  cos  Ä  _J  

taug  ^        /^  _l_s.iri  71  sin  (yj  —  y')' 

jy  COS  tü'|sin  A  —  sin  n  cos  fy  — 

»  COS  «I  cos  ii-f-sin  n  siu  (9>  —  y')* 

'  ^     -      *  / 

Weil  DUO  • 

ain  oifcoa  m  cos  A  +  aiii  ^  m  (9)*-t9')(  '"ain  i»  eoa  <0  coa  A 

=:  sw  9r  ain  ci>  sio  (9  —  <p')i 

cos  itt}coa  o>  eoa  >l+ain  n  sin  (9  —  ^l  +  atn     sin  09  coa  k 
sseoa  il-4*nii  ^  eoa  1»  ain  (9^9') 

»t,  so  iat,  wie  mn  leicht  fiodet»  wenn  Man  dieae  Glaiehnngen 
darch 

eoa  Ol  eoa  4  + ain  ^  ain  (s^-^SPO 

»iivjdirt,  '  .  ♦  • 

sin  n  sin  oi  sin  (y  —  y') 

M  AI  -  CO*  u  teng  Ol'  SS  i3r;r^s  "A+siQ  »  sin  C^  )'  . 

eok  A+sin  »  cos  'w  «in  (y  —  y') . 
CO«  (u  +  siD  w  tang  («  =eo.  «  cm  »  dn 

II. 

I.  sin  TT  sin  oj  cos  <»>*  sin  (y  —  y') 

sin  (O»     W)—        ^       Ä-t-sin  7»  sin  (y  —  y')  * 
'  ^      cos  üi'jcos  A-f-sin  7t  cos  ü>  sin  (y — yOti. 

coa  (o>  —  or)  _  ft>  cos  A  -i-  sin  ff  sin     —  y')  * 

folgtich)  wegen  der  zweiten  der  Glelchnngen  89) 


und  bieraus  durch  Division  v  _ 

*       «,  ^  sin      sin  öl  sin  (w  —  O)') 

Nach  den  Gleichungen  89)  ist  ferner,   wie  man  leicht  findet, 
n'j\         I  sin  «  «0«  *  ^  ,, 

Terbindet  man  diese  GleichuDg  mit  der  ersten  der  GleichoBgen 
91)  durch  Addition  und  SuiUraction,  ao  erhält  man 

■in  tt»*— HD  101— itf'je-T — T  :  r —  »\  mii  «  Un«  i»; 

und  toiglich 

,       .  .     cos  A^»8in  it  ain  (y  — y')       ,    ,  z/ 
CO«  K-»')  =  ria  A-ri.  .  ...  <y^»)  «•»  4" 

.    /  /     ,  V      eo<^ ^ rfa  3>  ain  (y  —  yO   .    ,     ^  #, 
„tt  (ai--icü)  =  ^  A^,in  ^  CO»  (y--y-)  "»^  i'*'  ^' 

dnrdi  Dimion 

A»\  £  ,     .   \      COS  A  —  sin  71  sin  (y  —  y')  -        ,  ' 

W)  tag  K-»»)«^  A+sm  »  sia  (y-y') 

Mch  Jiat  man  nach  94) 

cos  (üi*  — sin  A — ^sin  n  cos  (y  —  y*) 
o  cos  ^a>      *  cos  Ä-i-sin  n  sin  (y  — y')* 


I*        jit      sin  (oi'  —  4^)    sin  A  —  sin  n  cos  (y  —  y') 
o  sin  *  cos  A  —  sin  ;i  siu  (y  —  y*)' 


Alle  dieie  FornelD  auf  Ülinliehe  Weise  wie  die  analogen  Foraela 
in  f.  3.  durch  Einführung  zweier  Hülfinrinkel  zur  logarithDischea 
Rechnung  bequem  einiiiriehten»  hat  nicht  die  min&ate  Schww- 
ligkeit.  . 
Aach  ergiebt  sich  nun  94)  leicht 
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Nach  9)  ist  nun 

sin  üi'  cos  A': 
^  CO!      eoB  A^: 
9'  UB  A'i 


;^  sin  CO  cos  ^, 

COS  Ol  COS  4Hrr  sin  (9r^9^ 
IQ  sin       r  OOS  (sp-^y'j 


oder 
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tili  10^  €0t  ü'siiii  m  cos 

o' 

sin  A'sma  il—ib  n  oot  (sp'y')* 

Alio  hat  immtt         mit  «a  10,  eot  10'  nit. 

cos  ui  cos  ^-hsin     sin  (9p  —  y'j, 

und  sin  A\  folglich  auch  tadg  mit 

lift  ^  — MD  ar  cot  (9^fO 

g-leichcs  Vorzeichen.  Daher  muss  mau  io  dem  obigen  4^iudnicke 
von  taog  /t'  das  obere  Zeichen  uehmen^  und  tolglich 
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Betrachtet  mao  die  Erde  als  eine  Kugel,  so  ist  ^  =  ^',  und 
•>■  den  obigen  Gleicbungen  ergMt  '■U^  daher  unter  dieser  Vor- 
«usetzoDg  auf  der  Stelle  ci»'s=f(tf»  10'  dass  aliO|  wenn  wmt  auf  die 
Abplattong  der  Erde  keine  Rücksicht  nimmt,  jederseit  das  wakra 
m  scheinbare  Azimuth  einander  ffleich  sind.  Ferner  arhftll 
Ml  dea  obigen  Foraeln  fnr  die  apaarieche  £rde  leicht 


o4er 

Süd  folglich 

101)  UDfi^  i4  — taug  A'zs^ 
1  +  taag  4  teBg  il'ssl^tMig 

Alio  iit 

'Am  4«r  OMcbiiDg  101)  folgt  «Mb  asf  der  Stelle 

103)  un  (A— A')^aiD  CM 

oder 

lin  (A-y)  . 


alio 


oder 


CM  dr 

cQg  A'-f-gin     —  1-f-sin  n 

cos  ii'  —  sin  (A  —  A')       1  —  sin  n 


iin  (90**--A')-H8in  (A  —  l-i-cos  (90° —  ?r) 

aio  (90»  —  A'J  ^  sin  (d  — ^d  )      1  —  cot  (OO*— »)' 

folglich  nach  hekaooten  Formeln 

104)  tang  (45«-|-iA  — il')st|ttg  (45«  ^^A)  cot  {H&^—^y 
•der 

105)  tang  (45«  -f-  \h  —  //)  =  tang  (45°  —  \A)  tang  (45°  |7r)». 

oder  auch  '  '>t)  »;  i:..i  ,^),inii  c  v.'^-^xi'Kf  gob-ee« 

107)  k^kzsn  coia  h,  J^'^h  =  ^n  coe  4, 

-  —  '       .  ,  ,/  '  • 

welche  Formeln  bekanntlich  in  der  praktischen  Astronomie  sehr 
häufig  gebranelit  werden. 
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Ü€l.erle£^t  man,  dass  die  Formeln  89)  aus  den  Formeln  28)  er- 
halteo  weriieii,  wenn  man  in  letzteren  m 

raipeeti?«  , 

w,  //,  CO',  Ä',  TT,  0,  90°  +  (y  -  spO  .  , 

Mtit,  SO  ergiebt  lidi  aat  45)  anf  der  Stelle 

(t3„^;5,^!iLi?^   !liL^  --eot  (9-.V)1,. 

Äi     s'"  ö»'  *'    sin  n  cos  (y  — y')). 

•    *♦  » 

und  aas  S5)  und  56)  .  . 

.  ^-  sin  w       ^*  sin2ä>       ^'  sin 

,  iW)  -liHT^ -^--äiirr  SüTr" 


k*  sin  40 


^*  sin  3(C^A) 
tein  1"  ,  1 

«in  KC^U) 

^    4siii  r 


wo  nach  57)  und  58)  ' 

-  -     •       —  ■  , 

111)  ^STI       '  f^.—  -  «inC 

■ 

iaty  and  i  aus  der  Formel  ^  . 


bestimmt  TTPrden  muss. 
Ferner  ist  nach  ^) 


,cot  lyfc».— «of  »  tang  (9)->SP^)i  ^ 

1  .     ff  sin  Ol  . .    .    >  .m 


sm  7 


Par  die  spMMbebe  JSrde  iat  (=90%  |»i^iui  ^,  und  folgUcli 
naek  110) 
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114)  k—Uss 


SfiS 

«in  n  cos  h 
ain  r 


sin      sin  24 


sin  n*  cos  SA 
Ssin  1" 

sin  :f*  sin  44 
4Äm  1" 


n  in  Seemite  «ligedriiekt  ist: 

115)  k^Xzszn  eot  A+i)r>  iin  2>l.  sio  l" 

^^ir«  cot  34.  (litt  1")» 
—  ^jr«  tili  4il;(sin  l'O* 


Aufgabe,  Aus  dem  scbeiDbareD  Azintutli  und  der 
•eheiobareii  HlHie  o»',  ^  dat  wahre  Aiiaivth  und  die 
wahre  Höhe  fn,  h  zu  finden. 

Auflöf  nng.  Auf  ganz  äholiche  Art  wie  im  vorigen  Paragra« 
phen  erhält  man  ana  15)>  die  Zometa  > 

1  .  cos  itt'  cos  W — sin  if  sin  (9-*^ 
1  stn »  cos  iT  ' 

f  tavg 
am  denen  aieh' leicht 

ktang 


116) 


117) 


Ifang  ii  = 


sin  ft>'  cos  4' 

• 

sin  öj'  cos  Ä' 

cos 

0)'  cos  h'  —  sin  sin 

(T 

-7>T 

0)  |sin  4'  -1-  sin  ti*  cos 

cos 

öl'  cos  4'  —  sin  71  i>»n 

-9) 

erffieht  Da  diese  Gleichungen  aus  den  Gleichungen  SO)  hervor^ 
geben»  wenn  nwn     den  letiterea  Iftr  r 


respective 


w',  /i',  TT,  5p, 
V,  4?,  0»,  il,  — 


setzt,  so  ist  es  leicht,  die  der  jetzigen  Aufgabe  entsprechenden  For- 
meln ans  den  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Foriaeln  nn- 
«ittelhar  ahsnleilen. 

Am  91)  erhät  nuin  anf  diese  Welee 

#  M        sili  n  sin  w'  sin  (</♦  — T»*)    .  » 

ain  (a>^oiaÄ-T— 7^  7 — ^  tang  lA, 

■       g  ^      cos  A'  —  sin  n  cos  w'  sin  (qp — ^  » 
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und  avi  9S)  ergiebt  tieft 

Ferner  erliält  man  aus  95) 

i<»n\  -L       /       1  i\     COS  Ji*  lin  (o)-— ff')  ,       .  , 

,120)  Uüg  (a>-i«»0=^  ^,1^  ^  ^  UDg  4«'. 

und  aus  9t>)  ergiebt  sich. 

,  CO»  (fi>-~4<o')   ein  iir.nin     co»  (y--^ 

taag  A —     C08  fi^     •  cwiir^sins/aiD 


m) 


li*n»  jj  y°  (itf'-i«')  ^  Bin  i^+MP  3<  ce»  (y— y*) 

siai«'     '  cos  A'^nn  ii  lin  (y-y  )* 


Zu  bemerken  bat  aiaa  aaeb,  daae  ioiniar  sin  a>  mit  ein  fA\ 
coa  ta  mit 

eoa  10' coe  il'— ein  V'ain  (9 — 

uod  sio      also  auch  tang  mit 

« 

•       r  • 

■In  A'+sin  rt*  eos  (y  — fO, 

gleiches  Vorzeichen  hat 
Aus  97)  ergiebt  sieb 


10. 
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Für  die  sphärisehe  Erde  itt  Dttch  96) 

m)  taug  A=  — , 


oder 


.    IM)  taog  ÄS=  9 


4)der'  anch 


sin  7f^ 


971 

Ferner  Ut  nach  102)  > 

.    ■    ■  i+iänriiir*' 

and  nadi 

127)  tang  (45«  -f  -  \K  —  h)  =  ting  (4p?  —  ^^')  cot  (45»  —  ^tt')« 
oder 

128)  tang  (45° -§-4^'  —  ^)  =  tang  (45«—^^')  tang  (45" -J-^^»')». 
Nach  lOd)  ist  nftbeiungsweise  für  die  iphäriscbo  Erde 

m)  fang  0« --4')  SB  «in  ^Ji'  «m  il^, 
>oder  DAcb  107)  , 

130)  h  —  /i'  =  n'  cos       /ä  — =  — 7f'  cos 
Fir  die  lyjiliäroidifiche  Erde  ist  nach  108) 

i.       sin  (w  —  0»')  (  sin  h*  .  ) 

i     *^  «>  L        /,  ,  sin  «"  cos     — »')  1 

Nach  109)  ist 

/     *  sfti  sin  Sto*  .      «in  Sa/ 

and  nach  110)  ist  *  ' 


sin  2(f  — 

^7 

2am  1" 

sin  3(C— 

3sin  r 

sin  — 

«sin  1" 

WO  :  * 

•  «. 


134)  k   sin     cos  (y-^^      .  , 

^  cos       .     *  sin  C 

ist,  uad  i  laittelst  der  Formal 

13ii)  cot  £=-^.;^^55^^  taog 

hestimnil^  werdea  muss. 
Äös  tl5)''ergiebt 'sidi 

.  .      f  /cot        —  cos  co'  tang  {'^'**^^%  •    *•  -  • 

I  TT  sin  tu    ♦  ^ 
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For  die  aphilrische  Erde  M  oacb  114)  '  ^ 

1T7\  Ä  if  »ia  cos  X  ^  gin  w^*  mn 
137)  ^— «'s     ;g^-p  2^^^. 

»in  7t'»  cos  SA* 
,  lin  ct"*  sin  hü 

.+:.•••«••  •! 
oder,  wiuiD      io  Seconden  anagedrückt  ist^- 

.  138)  k^J^=n'  cos  il"— sin  SiT.  sin  1" 

—  |jr'»  cos  3//.  (sin  1'')« 
_      ,  sin  4//.(8iii  ly 


Dess  man  in  allen  vorhergehenden  Fonseln  für  7/  nftherungsweiie 
ar  Bcbreiben  kann,  .ist  aus  foekaont.   Wollte  man  sich  dies 

aber  nicht  gesteiteOy  SO  würde  man  siek  auf  folgende  Art  zn  vsf- 

kalten  haben. 

Nach  18)  ist  im  vorliegenden  Falle,  wie  man  leicht  findet, 

139)  ^>  SS  r*  ^-     +  2r^>iii  ^  eos  (9»  —  9/) 

.   it'      ^ '  — cos  «s' eos  4f  sin  (jp 

oder,  wenn  man 

14QJ  cot  0:=zQQa  w'  cot  A'        '  ' 
seilt,      *"  '  i  • 

oderi 

^  .  2r  sin  Ä'  sin  (<y  —  (r-f-»')    ,     #        v  ^  . 

mittelst  welcher  c^nadratischen  Gleichung  man  und  daraus  mit- 
t^iät  der  Formel       • '  . '  ^ 

r' 

tt'  bestimmen  mUsste.  Aftch  ist,  wie  aan  leicht  Aufi  ähnliche  Art 
wie  in  f.  4,  findet,  -  ' 

— f»  •  2sin     sin  (<r  —  v  +  vO  -         Li         .  , 
143)  cosec  s»*»-!-*  ^  y-^y/  ^^^p^^  jf'seot  w*, 

Mittelst  welcher  Gleickmig  .nf  uMuttelkar  i^e^unden  werden  kann. 

'  ,  * 

jit^gm60»  Ans  der  wahren  Länge  und  freite     fi  die 

scheinbare  Lünge  nnd  Bretio  X*,  f  in  findo% 
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Auflösung.  Die  Kbenen  der  und  Xy  seien  respectnre 
die  Ebene  der  Ekliptik  uud  die  Ebene  des  Aequators.  Die  mit  ein- 
ander zusammenfallenden  positiven  Tkeile  der  Axen  der  a:  und  X 
Mien  TOD  4eai  BikftelpaDkte  der  Erde  neeh  4em  Anlwgsp'unkte  dei 
Widders  oder  dem  FriUilingspunkte  Jim  gerichtet.  Die  positiven 
Theile  der  Axen  der  y  und  T  gehen  vom  Mittelpunkte  der  Erde 
respective  durch  den  neunzigsten  Grad  der  Längen  uud  den  neun- 
zigsten  Grad  der  Rectascensionen.  Die  positiven  Theile  der  Axen 
der  %  und  Z  sind  vom  Mittelpunkte  der  Erde  respeetiv« .  nach  dem 
Nerdpole  der  Bkliptik  aad  dem  Nordpole  des  Aeqnalim  hin  ^rieh- 
tef^  Dies  Yorausgesetrt  iat»  weon  e  die  Schiefe  der  Ekliptik  he- 
seichnet,  und  ^  uod  «  gwz  dieselbe  Bedentonir  haben  wie  in  f.  3.« 
nneh  .1»)  eifenhar 

Hill  k  cos  ß  —  sin  Tifsin  e  sin  a-+-cos  i  sin  A  cos  a>) 

taOff  il's  ;  ^  :  -^—^  3  — r»^» 

o  cos  iL  cos  ß  —  sin  n  cos  Jl  <;o8  9        ■  ■  ' 

^  j»,      cos  X^jsin  ß  — sin  7r(cos  f  sin  y  —  sin  >-  sin  Ajaos 
^  " cos  k  cos  ß  —  sm  n  cos  A  cos 

Bezeichnen  wir  die  Ceordiaaten  des  Beobachtungsorts  in  Be- 

xupT  auf  die  Systeme  drr  ^ryz  und  XyjZ  jetzt  (hirch  y,, 
und  y,,  Z,,  dessen  polare  Coordinaten  in  Bezug  auf  das 

System  der  a^y%  durch  Z,  r;  so  ist,  weil  y,  r  offenbar 
seine  pulareu  (Jourdinaten  in  Bezug  auf  da»  System  der  X.YZ 
sind*): 

S^,  z=r  cos  //  cos  /P, 
==  r  sin  L  cos  i?, 
«i*as;r  sin  il. 


144) 


und 


I. 


Xi  =:r  cos  ^  cos  9^, 
146)  {      sr  sin  ^  cos  9), 
Z|  =r  sin  ^ 

Nücli  der  Lehre  von  der  Terwandlung  der  Coordinaten  ist  eher, 

sss  r,  cos  c+Z^  cos  (ÖO*»^«), 

=  r»  cos  (90°-i-e)-|-Z|  cos  €;  .  , 

d«  i»  .  '  ~  t 

dPjSsXi»'  *^ 
y,  =  yi  eos  <  +  2S|  sin  «, .  '  ■ 
s,  sss^  F|  sin  s+.^i  cos  «5 

also  nach  145)  und  14j^> . 


'""^  Um  die  BegrifTe  zu  fix.iren,  dcnl<«'n  wir  UDS  den  Beehacfatiuigsofft  aof 
der  uönUichen  Hälfte  der  i^rde  liegend«  •    •  '  - 
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\ 

147)  <siD*  £*  cos  .9  ==8111  €  sin  9p  +  co«  €  sin  A  cos  9, 
>    V  titt  iSfsTsoot  e  sin  9> —  sio  «  sin  ^  CAft.jp; 

wid  foIgUdi  Meti  144) 

sin  A  cos    — sm  g  am  L  co»  B 

^,  _      coa  A*(sm  ^  —  sin  n  sin  /?) 
r  —      A  «M  il— »«ia  «  cüm  h  tm  JT*'  ' 


148) 


wobei  wir  bemerken,  da>ss      und  B  eigentlicli  bloss  als  swei  so, 
dass  den  drei  Gleichunsfen  147j  genügt  wird»  su  bestimmende  llül£i- 
wiokel  zu  betrachten  sind.  < 
'  Aus  den  Gleicbuogea  147)  erhält  mau  auf  der  Stelle 

Ig.  '     sin  c  H-  <*os  €  sin  A  cot  ip'  z--- 
ilB  Bsn  sin  y(cos  •-^•iii  r  sb      eol  9>); 


imd  folgli«b,  wenn  iMii  den  flill&winkel.iir  »itte|st  der  Fi^rttel 

I    .        15Ü}  tmtg  «7  =  sin  ^  cot  |^ .  . 

bereehnel, 

^         cos  ii  OOS  te  00t  ^ 


oder,  weil 


ist. 


151) 


-     n  8tn  y  cos  (f-i-M/) 

sin  Jassz   '  ; 

cos  w  * 


cos  w  cot  <p=-: — 3  ■ 
^     sin  ^ 


»  sin  ff)  , 

Sin  ir  =  — ^  cos  (e-Hw); 


COS 

mittelst  welcher  Formeln  JL  und  B  leiciit  bereohnet  werden  fcdnies. 
Nacb  147)  ist  ^  '  ' 

1COS  £t  cos  Ssseou  A  eos  9, 
.      w  A      sin  y     .    V    -  % 

sio      cos  Ä=  SIB  (f+»)» 

•  - .  M      sin  <l>         #  . 

und  da  Zr  und  ß  so  bestimmt  werden  müssen»'  dass  diesen  drei 

Gleicliuniren  zugleicli  genügt  wird,  so  muss  man,  indem  man  den 
absohuiiu  Werth  von  Ä,  was  offenbar  verstattet  ist.  qicbt  f^rösser 
alä^>f  nimmt,  mittelst  der  ersten  der  Mdep  ^OJrmJlia  151)  die 
Grösse  L  immer  so  bestimmen»  dftss 


Ly  Google 


'375 
caa  L  alt  cos  A 

lind 

,  .   sin  (f-f-MO 

sio     mit  • — ■ — — * 

cos  w 

gleiches  Vorzeichen  erhält 

Die  Gleichungen  148)  gehen  aus  den  Gleichungen  28)  hervor, 
wenn  man  in  den  letzteren  für 

^»  «^i  9i  ^%A^^ 

respective 

^,  ^,      /ti ,  7f,  L,  U 

# 

•els£  Also  ist  nach  31) 

/         /-     A|v  sia  »  cos  B  sin  (/^  —  A) 

(tang  (*  — *0  =  eos  /»--tin  «  cos  /T  cos  {L^^^ 

co8/gsfar(£.-A) 
(tang  tX/— A) — cos  ^  eos  (i^l)^sm  s  cos  BT 

Nach  35)  ist 

_  ...       cos  Ä -f- sin  71  cos  Ä  .         ir»"  iV 

154)  tag  |j(£M-»-yt  =  e,.;lsin  .-lo.  /^  «^-*>' 
nad  nach  36)  ist 

S  sin         +    — A'{    sin  /?--sin  «  sm  g 
tang  pf  —  ^(^  — i)      '  cos  /9-i-8in  TT  cos/^* 

cos  A^j    sin    — sin  TT  sin  g 

tang    —     cos  ^L^k)     '  cos    — sin  n  cos  /P* 

,Auch  ist  zu  hemerkeu,  dass 

eoa  V  mit  cos  l  cos  ^— sin  9V  cos  £  cos 
siu  il'  mit  sin  k  cos  /?  —  sin  n  sin  Zr  cos  -ö, 

und  sin  ß'y  also  auch  tang  /S'»  mit 

uin  ß  —  sin  ^  sin  ^ 

irleicbcä  Vorzeichen  hat* 
Na6^39)lst 


u   •  - 
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Aot  45)  ergiebt  sich 


157) 


sin  (k  —  k')  ^     sin  Ä  , 

.       a,     sin  (£  — i')  ,  rianmaB^ 

'""8  ^  =  ifa  (!>-*)  ('»"B  «wf  >• 


Nach  55^  und  aö)  ist 


« 
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ISSl  1  y  '  ^  Sin  {JL  —  l)  .  k*  sin  2{L  —  iL) 
iswj  A     A  »      «in  r  '     2sm  1" 


2sin  1" 
ifc*  sin  A(L^l) 
Asm  X"  . 


und 


1591  Ä_Ä'  =  <üiiL(i=^  -4-^'  sin  2(;-A) 


1" 


AI»  sin  3(C-/?) 

r 


•  •  •  • 


wo 


«AAv        lia  ff  COS  ^         «in  TT  sin 


beitiniBt  werden  miutf. 
Na<ib  64)  igt 


9. 

Aufgahe.    Aus  der  schcinbarcp  Län^e  und  Breite  i.', 
die  wahre  Länge  und  Breite      /?  zu  finden/ 
Aufloäuag.   Ganz  auf  ähuliche  Art  wie  iu  der  vurigeu  Aui- 
gtibe  erhalt  mao  aus  16) 

i  sin  y  CO»  §t  -f-  sin  7i*(sin  «  sin  y  -4-  cos  «  sin  A  co»  y) 
tang  ^  =  -  eos  r  cos  ^+ai]i  si*  cos  ^  cos  9>  * 

'       CO«  M«P  ^(c^s  f  sin  y-^ain  <  >in  J  <o«  »M. 

tang  p  =  «laX^cM^+siiLi^  oo8^  cM4p  ^1 

welche  FormelD  aas  144)  hervurgelien,  wenn  man  fdr 
respective 
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Mtet  Also,  hat        nacji  150)  und  151)  ' 

'  m)  taug  <9S8in  ^  cot  9 


I  tanir  =1 

sin 


165) 


tang     =  sin  («  +  w). 


,  sin  o  /  .  '  X 
sin  B  s  ^  cos  (s  -H  «er); 


und  nihteht  der  cvsten  dieser  beiden  GleicLuDgen  muss,  indem  mao 
den  absoluten  Wprth  VQP  ü  nicht  grösser  als  nimm^  L  so  be- 
stimmt werden,  dass  * 

I-  .008  £t  mit  coa  ^ 

und 

iin./*  mit  — y  - 
cos  «er 

gleichea  Vorselchen  erhält* 
'  Nach  153)irit   '       .  .:: 


166) 


,        /ai     1\_        "    sin  TT^  cos  B  sin      —  jl*) 
tang  *J      -7-  cos  ^'-f-siu  n'  coa  B  cos  {L—Xt. 

I .        ^    .    *  ^  cos  ^'  sin  (£  —  A') 

cang  ix.|^jkj-^    cos  ^  «in  i^-^'>Hr^  <  «osT?* 


Nach  154)  and  155)  ist 
167,  tang  |i(Z;^ A^-^^  =  - ^  g  taogi(Z-;i 

,        ^  sin  j  sin     4^  sin  71^  sin  g  ' 

lang  /J—  ^  ^.j^  .  cos  /T-dn^r  cos  ^  ■ 

^„j.  jQ— ^  UC/^-j-^O  — Aj    sin  /r -i- sin y  »in  i? 
lang  p_     eos         Jl')     •  cos  /T^-sln  j«'  cos  ^* 

* 

Aach  ist  sa  h^merken»  dasa 


•  I 


•  4  » 


cos  %,  mit  cos  V  cos  +  8ia  tt*  cos  fos  B^.  , 
ain  X  mit  iin  it'  coa  /9'-4»aiaiis'  m  lä  ^ 

und  ein      also  auch  tang  mit 
gleiches  l^orzeichen  hat 

..  ? 


879 


Kach  157)  Ut 
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2. 


,  1  . 


170) 


_      sin  (t— A')  ^     sin  /f       ,  ^ 
(        -      sin  (L  —  l)  ,.       „  smVdnÄ 


'Sack  1S8)  md  IM»)  Ht 


Ly  Google 


171)  ^mntiL^ 


A:*  sin  k{L~l'j 


172)  A  -   =  ^  "tiaV^  ^CC-  /^) 


Mb  r 
rin  r 


wo 

1731  »in     CO«  i?      ^  tia  ;k'  sin  ^ 

.  cos  ^    *  sin  { 

iil^  wi4  C  aittilrt  der  FomI 

bestimmt  werden  maM. 
Nach  1(>2)  ist 

Ieot  ^scot  B  cos  (Z^  — V), 
4      <i,      ii  cos  .g   ,  . 

Dass  man  in  allen  diesen  Formeln  näherangsweite  n  für  ^  «eti«! 

kann,  wissen  wir  aus  §.  2.  Wollte  man  sich  diese  Näherung  nicht 
gestatten,  so  müsste  man  auf  eanz  ähnlicbe  Art,  wie  in  §.  i.  und 
f.  7.  gezeigt  worden  ist,  ver&hfen»  was  wir  hier  der  Kürze  wc- 
geft  nicht  wiederholen  wollen. 

§.  10. 

Bezeichnet  man  durch  J)  den  aus  dem  Mittelpunkte  C  der 
Erde,  durch  B'  den  aus  dem  Orte  O  gesehenen  scheinbaren  Ualh- 
Benter  den  Weltktfipers  IF,  so  ist  offenbar 


»mid  folglich 


176)  Q  ein  /»ss^aiD  Jaf^ 
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Weil,  BUi  Mck  9) 

«  « 

cot  V  eot  p^=m    €ot^-*^aui    cot  .if  cot  f, 

1-^  lin  X*  €0i  i^s  nii  X 

^^^)  ^  ,    •   —  tio  7r{^n  O  si^    4-  sio  -df  cos  ©  cob  y), 

lin  f^ÜB  fi'-^lfiü  n(cos  0  sin 

iät,  so  ist  nach  177)  » 
17Q^  ^'^  ^  cos  i-'  coi  ^ 

~"  Sil)  X  coa      -•ixi  9t(siii  9  ■m'^y^suk  ^  cot  O  co«  9») 

'  sin  , 


sin  ß'^tm'nitmi  0  sin       m'  ^  nn     eos  ^)* 

MuUi|>licIrt  man  die  zweite  und  dritte  der  Glcichuno^en  17S)  re- 
spective  mit  sin  0  und  cob  Oy  umi  udUirt  die  Gleichuujgeu  dauu  zü 
emaader»  so  erhftlt  man 

^  (sin     cos  d+9iB  V  oes     gm  8)     \  . 

SS  sin  ß  cos  d+sin  ^  cos  |9  sin  -9— sin  9  sin  fp,  « 
nnd  fblglidi 

lfiA\  — —  '  ^  COS  Q~f-siu  r  cos  ß'  sin  8 

'  sin  2?       sin  ß  cos  6  -|-  sin  X  cos  ^  sin  9  —  sin  n  sin 

welcher  Ausdruck  die  Grösse  A  gar  nicht  mehr  enthält. 

Aus  diesen  allgcmciuen  Formeln  erhält  in;in,  wenn  die  in  §.3.  * 
gebrauchten  Zeichen  auch  jetzt  ihre  dortige  Bedeutung  behalten: 

» 


•in  ü      eos  «  cos  <f — «in  »  coa  ^  coa  9 

sin  g*  cos  <f 
ain  «  eoa  ^•^•in  ss  ain  ^  cos  9' 

ain  iT 
ain  a— ain  is  ain  ^* 


Eben  bo  hat  man,  wenn  die  in  §.6.  gebrauchten  Zeichen  auch 
jetzt  ihre  dortige  Bedeutung  behalten: 
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«A(kv  »»»»  tin  u)'  cos  A' 

1^)  ;:nr77  = 


aiü  U        tin  to  coh  h 


-       ;    4  COS  üi'  cos  h' 


cos  lu  cos  A-^sin  ti  sin  — 


 sin  A'     ,  .  ^  ,5.^  X  oia  ^ 

sin  Ä  —  sin  71  cos     —  y')  9  1 

•  \         '     sin     Wl^'^'^ijös  or  cos  K  co»  »V  .  |  ' 

Betraelitet  b«d  die  Erde  als  eine  Kogrel,  lo  Ist  op=:a)'  und 
folglich  *  »'..5^^ 

ifta\  '^'^    >iD  , 

sin  /»  ~  sin  A-^tin  n  • 


oder 


sin  D      2sin  3(A~]z)  cos  i(A«t-7i>' 


Unter  der  Id  Rede  stelicoden  VoraussetzuDg  ist  aber  nacli  6, 
auch  imner  ü)  =  (it\  uad  -^lglicli'  nach  der  ersten;  ond  sweiten  der 
GleichnDgen  182)  auch 


SID  COS 

?  ■  •  \  ■ 


Endlich  bat  man,  wenn  die  in  $.  8.  gebraachten  ZeicheD  auch 


jetzt  noch  ihr<  doiitige  Bed^atMig  hehalteo:' 

♦ 

IQA\  ^^J^  ^  ^.  ..     COS  V  CQg  ^  ^ 

'  sin  D   ,  cos  i  cos  /9 — aio  ff  cus  A  cos  ^ 


sin     coe  ^ 


•in  1  9ps  ^^sin  9i(siii  «  ain  ^-^-sin  ^  coa  «  cos  ^) 

•  .    .  sin  ^  -r  ^       '  '  ' 

sin  /i«  sin  «(cos  •  sin       sin  Ä  sin  %  cös  9») 

•  ■  sif!  ^  cos  «  +  sin  jl'  cos      sin  f 

'  ' '  sin    cos  s-H'i»  ^      ^  t$>n  t*— sin  »  sio^*  * 

Wcfi^cn  der  Kteinheit  von  D  udü  D\  kann  man  in  allen  .vorher- 
gelietideu  Furmeln  ualieruugb weise 

,  ,      sin  Zr  _  ^ 

aetaeo.  • 
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Rein  geometrische  Bebaodlung  der  im  Archiv 
der  Mathematik  und  Physik  Th.  III.  Heft  t 
&  40  vorgelugten  geodfttiseliea  Aufgabe. 


►  ..  '  ►  •  .  '  Von 


Herrn  V\\  Seydewitz  i- 
'  "  '      '    Obedebr^r  am  Gyittiuttiuqi  zu«HeÜigeD«t«4(.  ) 


Aafgab«. 

Eft  fteies  (Tbt.  V.  Fig.  1.)  zwei  Psnkte  Bad  Jf,  ffc 
g^eben;  man  soll  doreh  den  Panki  Jf  dreKiitttor  gegebe* 

060  Winkeln   g-og-pn   einander   gencig-te  gernde  Linien 
MB^  iWr',  durcli  den  l'LiuktiH,  drei  ebenfalls  unter 

Eegebeueu  Winkeln  gegea  einander  geneigte  gerade 
inten  M^A^  M^B^  H^C  ao  legen,  dass  das  durcb  die 
Diir«kiicboittspuokto  A^-B^  C  dor  LrUi^n  MA  M\A^ 
JiB  und  M^B,  MC  und  M^C  bestma|to  Droiook  eine« 
{[peg'eb^iioii  Droleek«  iUi»iiob  vei» 

Auflösung. 

1)  Betrachtet  man  eine  jede  der  Ficruren  M  tBCund  M,  1BC 
zuDäcbst  für  sieb  und  unahliann io;  von  der  anderen,  z.  Ii.  die 
erstere  in  der  Lnp^e  der  Figur  */>/>^i /A,  ,  und  denkt  sich  durch 
einen  beliebigen  Punkt  Üf,  der  Linie  MA^  (oder  MB^^y  MC^)  mit 
A^B^  vod  'A^C^  bezüglich  die  Parallelen  Jlf,^  und  M^c  gelegt, 
-welche  die  Linien  iK/^^  wn^JUCi  bexuglich  In  den  Punkten  ^  ond 
€  schneiden,  )io  verhält  sichi 

oIbo    "    '  .  .  •  •    •  •  ' 

.   •       n^^blM^ez=zA,B,  l4^c,. 

Ferner  ist 

Lm^€^UBxA,Cx^LBAa  . 

Do  nun  ^A^B^      tddr  ABC  «inem  gegebenen  fipeiecke  ilbnlicb 

ist,  SU  iät  das  V  erhÜtnisn  der  Linien  M^S  und  M^e,  und  der  Win- 
kel Winkel  öM^c  gcp^eben.  Es  ist  aber  auch  der  Punkt  M,  und 
die  gerade  Linie  SiB^  (MC,),  welcher  der  Punkt  b  angehört,  ge» 
geben >  indem  die  Linie  MA^  als  beliebige»  und  der  Winkel 
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ß^MA^  gegeben  ist;  also  ist  aucb,  nacb  einem  bekannten  Local- 
tbeorem,  eine  gerade  Linie  als  Ort  des  Punktes  c  gegeben. 
Dieser  Pmkt  ffSkM  sber  mmSk  der  ^ale  MC^  (^^i)  an,  welche 
darcli  den  Winliel  ^,JC^,^  gegeben  ist;  also  ist  aieser  Pankt 
selbst,  und  mait  sind  unter  anderen  die  Winkel  MMJt  und  MbM^^ 
und  die  ihnen  gleichen  MAB  und  MBA  gegeben.  Diiaelbe  giU 
andererseits  von  den  Winkeln  M^AB  und  M.BA. 

2)  Demnach  sind  auch  die  Winkel  MAJ^l^  und  MBM^  gege- 
bne, und,  da  die  Punkte  und  Myy  so  sind  auch  die  Kreise  ani 
MAM*  H«Dd  um  MBM^  gegeben,  Es  sind  ^bef  «Mb  die  Periph^ 
He-Winli^l  MAB  idi  Mäky  fo\s\\ch  die  OineD  lOffebörigen  Bo. 
gen  dieser  iKieiaey  -und  somit  aar  dem  ColfiMige  eines  jeden,  ein 
Punkt  S  gegeben,  in  welchem  derselbe  von  der  geraden  Linie  AB 
geschnitten  wird.  Also  ist  die  Linie  AB  der  Richtung  nach,  die 
Punkte  A  und  B  und  sonach  auch  der  Punkt  C  gegeben  —  oder: 
weil  der  Kreis  um  MÄM.^  auf  eeinem  ümfailge  der  Punkt  und 
die  Winkel  MBS  and  M^BS  gegeben  lind,  po  4«d  es  aaeh  die 
Kreise  um  MBS  und  um  M^BSy  also  mr  DordiMknittipiinkt 
B^  die  gernde  Linie  SB  n.  ■•  w. 


Koa«t;rnktion. 

1)  Mm -gebe  den  geraden  Lintern  Mb  nnd  Me  gegen  JlfJ/,, 
und  oen  geraden  Linien  A/i^,  und  gegen  ilf|ir  bezügliGb 

die  Neigungen,  welche  die  I^inien  MB  und  MC  gegen  MA^  und 
die  Linien  M^B  und  M^C  gegen  MyA  erhalten  sollen.  Vom 
Punkte  M^  fälle  man  auf  eine  der  Linien  Mb^  Mc,  z.  B.  auf  Mb, 
die  Senkrechte  Mjß^  und  coustruire  über  Mgß  ein  dem  gegebenen 
ShnUehet  Dreieck  Af.ßy,  mH  Rüekeiehl;  anf  die  Art,  wie  &  Win- 
kel des  crsWm  den  gegebenen  Neigungswinkeln  der'  Linien  MA^ 
MB,  MC  entsprechen  sollen.  Solcher  Dreiecke  gibt  es  auf  jeder 
Seite  von  Miß  eines.  Auf  M^y  errichte  man  in  y  die  Senkrechte 
yCf  nnd  verbinde  den  Punkt  c,  wo  letztere  die  Linie  Mc  schneidet; 
mit  M*  durch  M.iei  mache  endlich  i^cM^bzisi  l^yM^ß  und  ver- 
binde ien  Pnnkt  b,  den  Dnrcbsehnitt  der  Linien  Mi  und  M^b^ 
mit  e  dnrcb.  die  Linie  bc»  So  erhttlt  man  ein  Dreie<Bii  Mt6e^  und 
dnreb  dasselbe  TeHahrea  in  Bezug  auf  den  Pnnkt  M  und  die  Li- 
nien MJßx^  MyCy^  ein  anderes  Dreieck  Mb^c^t  welche  beide  dem 
gegebenen  ähnlich  sind. 

2)  Die  entsprechenden  Seiten  M^h  und  Mb^^  M^c  und  Mc^ 
dieser  beiden  Dreiecke  mögen  sich  bezüglich  in  den  Punkten  S,  0 
•ebnelden.  Um  beeebretbe  nun  wn  die  drei  l^inMk^MMiS  (oder 
MMtO),  MbS'mA  M^byS  drei  Krebe,  Ton  denen  die  beiden  letz- 
tern sich  zum  zweiten  Mal  im  Punkte  B  schneiden,  verbinde  S 
mit  B  durch  die  gerade  Linie  SB^  die  den  Kreis  um  MS3f^  zum 
zweiten  Mal  im  Punkte  A  schneidet,  endlich  den  Punkt  O  mit  A 
durch  OAf  und  den  Punkt  Q  (oder  Q^),  wo  die  Seite  bc  (oder 
byCt)  den  Kreitf  ttn  MSb  (M^Sby)  noch' einmal  sehneidet,  mit  dem 
Pwnkie  B  dmA  BQ^  wm^  der  Uide  M  in  begegnet;  ao 
lind  die  Punkte  jf,  B^  C.üit  Durchschnitte  der  gesuchten  Linien. 

Anmerkung:  Da  es  xwei  Dreiecke  M^bc  und  zwei  Dreiecke 
MiCi  gibt»  eo  Mt «die  Anfgnbe  im  ülgeineinen  vier  Anflöiungen. 
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Beweis. 

►  ^^)^^'^'LM,YC  =  LM,ßö:==:Il,  un.l  LfM LcM.b,  also 
Mch  LrM,c=zL?M  so  x^t  \M,€,  <x.^M,tß,  also  verhalt 
sieh  <J^,  :  *jr,  =:;^.lf,  :  folKlich  ist  A  dem  A  MJv 

und  somit  dem  gegebenen  DflAjninUeb.  Ebenso  4st  A  m!c\  > 
dem  gegebenen  abulich.    .  ^  .   »  » 

2)  Da  nun  L  bM.c^L  ^\^fr,  =^  SM,  so  liegt  der 
Punkt  iß  auf  dem  Tinfangc  *lrs  Kr<M.s(s  um  ilV<r§^/fcfoHmÜl^^iyit 

nd  ' 

L€BA=LQl>8=LcbM,=Lc,b,M.  ' 

Also  ist  da»  Dreieck  ABV  dem  gegebenen  äliniicli« 

3)  Dft  einerseits 

LMM^8=LMAS^  und  LMbS=LMßSi 
undererseits 

so  ^erhält  sieb     ' '    /     <  "  vhi  a  iMiif  ^^ii/r  fiit»  i>i 

diso  ■      '■  •  ' 

'\1'>nüTr,y  Ti»a.;tMfl  %.^;f>#i'j4,!l  aib  W/ttitJ  - 


* 


Tbeil  III,  25 
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Sfttee  von  Sechimkeii,  welche 

einen  Ke&el&chnilt  becMdurieben 

Hemi  Doetor  O.  Schlömilcb 

zu  Weimar.  . 


Sei  in  Taf.  V.  Fig.  2.  ahcdef  ein  Seebseck,  desseo  Spitzen 
in  der  Peripherie  eines  Ke^elscboitts  liegen.  Jede  Hao^tdiagonale 
wie  ad  tbeilt  dasselbe  in  £  Vierecke  m^d.  ond  defa^  in  welebes 

wir  die  einander  e;ea:enüber1iegenden  Seifen  verlängern,  bis  sie  die 
Gerade  ad  in  den  funkten  «j  und  «,  schneiden.  \erf  tili  reo  wir 
ebenso  mit  den  übrigen  Uauptdiugonulen  und  den  ihnen  gegenüber- 
stillenden  Seiten,  so  entstellen  im  Ganzen  6  solcher  IhirchsctiulUe 
ttj,  u,,  /^i,  i^^,  Y \*  t%*  ^ dteäeo  liegren  3  und  3  in  einer 
Geraden»  so  dass  «s  swei  solcher  GeraUeo  Otß^y^  nnd  a^ßtfi 
gicbt,  die  wir  p  und  ^  DODiieii  wollen.  Nach  Pascalfi  SaAs  ttsgin 
aber  nach  die  Durchschnitte  der  3  Paar  Gegenselten,  nftmlicfa  die 
Punkte  d„  J,,  in  einer  Geraden  r.  Diese  3  Geraden  pt  f 
r  schneiden  sieh  in  eineiä  Punkte;" 

Der  vorstehende  Doppelsatz  lässt  sieb  sehr  einfach  mit  Hülfe 
der  pcrspectivischen  Projektion  erweisen,  indem  mau  die  letztere 
in  ihrer  einfachsten  Gestalt  anwendet,  wie  dies  in  einem  früheres 
Aufsatze  von  mir  (Archiv,  Band  I.  S.  248)  geschehen  ist. 

Man  nehme  zuerst  die  Gerade  ociß,  aia  Pulare  deü  Kegelsciioitts 
an.  Dann  lässt  sich  denelbe  so  projiareii»  tei  die  PlrcHeklioB  eii 
Kreis  ist.  In  weiche v  die  Geraden  JID  tntd  BC^  BEiamkAF 
einander  narallel  laufen  (weil  sich  die  entsprechenden  Geradw  ^ 
und  bc^  0€  nnd  a/  inf  der  Potere  sckneiden).  Non  sagt  dier  sii 
Satx  der  Elementargeometrie: 

„Zwischen  parallelen  Sehnen  liegen  gleiche  Kreisbogen" 
und  umn^ekebrt:    ,^Sind  die  Bogen  zwischen  zwei  SeanSS 

fieicb,  so  laufen  die  letzteren  einander  parallel/' 
er  in  Ta£  V.  Fig.  3.  AD[\BC,  BE\\AF\  so  folgt 

daraus 

arc,^i9  =  arc  CB^  arc  ^^  =  arc  EF 

MC  nassere  BF 
v<i  dass  also  CF  ||  DE  ist*  Der  Durchschnitt  y%  cotsprecbeo- 
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des  Geraden  cf  und  de  m  T«£  V«  Tig.  %  mm  Mif  ab  ««f 

4m  Polaren  a,/^i  liegten. 

Nimmt  man  ebenio  a^ß^  aU  Polare  ao,  ji<>  wird  gaox  analog 
|lf«zeigt^  dass  auch  auf  dieser  Geraden  liegen  mnss;  ond  damit 
ist  der  erste  Tlieil  unseres  Sattes  liewieseH)  dass  nämlicb  sowolil 

^tßsf9  vis  ^tßtrt  bildeB. 

El  wer^e  jetst  die  Gerade  ^,d^|d„  »  weleber  die  IhirebaehBitte 
der  Gegenseiten  liegen,  als  Polare  angenommen  nnd  demgemäss  der 
Kegelsebnitt  projizirt.  Es  ^  entsjiricht  ihm  dann  in  Taf,  V.  Fig.  4L 
ein  Kreis  ^it  einem  Selioensecuseck,  dessen  Gegenseiten  einander 
paarweis  parallel  laufen.  Auch  von  diesem  muss  der  oltenbewie- 
sene  Satz  gelten,  dass  nämlich  sowohl  u,ß^y^  als  Unß.y^  in  einer' 
Geraden  liegen.  Die  gegenseitige  Lage  dieser  Leiden  Geraden 
ist  leicht  zu  ermitteln.  Denn  man  hat  ^  AHy^  co  Ä  ^^/Ka» 
A  rAfoi  CO  ^FHvL^i  endlich  ^AHFoo^CBD^  wuruus  der  Reihe 
■ach  die  ProportloBen  flietiin; 

I  AHi  DJB[=FH  i  CU. 

Dnrcb  Tergleidmng  der  letsteren  mit  den  Mden  entev  hei  Mn 

eder  - 

By^  :  Ba^  =  B^^  :  Ba^ 

werans  folgt,  dass  a^y^  ||  tt|^si       *vcii  die  Gerade  a^ß^y^  \\  a^ß^y^ 

ist,  mitliin  die  gleiclinamiGf<*n  Geraden  in  Taf.  V.  Fig-.  2.  sich  auf 
der  Polare  SyS^S^  sclmoidt  n.  0.  h.  die  3  (m  raden  (J^ifi%y%f  ^%ßiY^ 
uod  ^iS^^t  schneiden  sicL  in  einem  Pnuklc       z.  b.  w. 

Vermöge  der  ,  th^orie  des  poiaires  recipro<j[nes''  leitet  man  dar- 
aus den  füllenden  Satz  ab. 

Sei  db&tf  ein  beliebige!  einem  Kegeleebnttt  nmicbriebenen 
Scebseek,  dessen  Seiten  bc,'..n.B.w.  der  Reibe  nacb  is,  tf, 
tf, /beisscn  mögen.  Ven  den  Durchschnitten  je  iweier  Gegensei* 
tea  a  nnd  ä,  b  und  e  und  f  ziehe  man  Gerade  nech  den  jedes- 
Mtligeo  beiden  übrigen  Ecken  des  Sechsecks;  also  vom  Durchschnitt 
\ßd)  nach  c  und  f  u.  s.  f.  So  entstehen  6  Gerade»  diese  schnei- 
den sirl)  zü  3  und  3  in  einem  Punkte,  so  dass  es  zwei  sol- 
cber  Puniite       q  giebt.  •       '  ' 

Nach  Brianciion's  Satz  schneiden  sich  auch  die  Z  Hauptdiago- 
Dslen  des  Tange ntensecbsecks  in  einem  Punkte  f.  Diese  3 
Pnnkte     7,  r,  liefen  in  eip.er  Geraden. 

Ein  anderer  mittelst  der  nämlieben  Prlncipien  leiebt  nn  erwei'- 
tender  Satz  ist  folgender. 

'  In  einem  Sebnensechseck  verlängere  man  diejenigen^  Diagona* 
Ipd,  wcfchc  Ton  denselben  ein  Dreieck  abschneiden,  bis  sicli  die 
einander  gegpniüierlipjrendpn  Diac^onalen  dieser  Art  srliiuidrn. 
Man  nenne  f,  den  Durcbscbnitt  von  ///"und  ce^  den  von  ac  nnd 
df^  €,  den  von  Ld  und  ae.  Je  zwei  dieser  Punkte  liegen  nut  einem 
der  DurcbscbniUe  der  Gegenseiten  J, ,  J,,  ^,  in  einer  Geraden. 
£s  giebt  daher  3  solcher  Geraden^  nämlich  «i<,^a,  ^i^s^a» 


Im  giHfli  TMffeDteDsrf7)spck ,  dessen  ReUen  b,  r,  r/,  ^,  / 
heissen  üiöer»»n.  verbinde  man  mit  cioander  die  DoTThschoitte  der 
2!»«itpn  f  und  r,  der  Seiten  r,  und  i/,  /i  und  der  Seiten 
</,      uti'l  So  entstellen  3  Gerade  Cj,  f,,  f,.    Sind  ferner 

^  <^,,  (>,,       die  3  Uau()tdidgunalen  des  Sechsecks,  so  schneiden  sick 
je  zwei  der  Geraden  t  m\<  einer  derJ>ing<Mial«i  d  i«  MM  Pmikfea^ 


XLIU. 

lieber  ausgezeiehilete  Sehnen  fm  Kreise,,  die 
durch  eiuen  bestimmten  Ponkt  gehen. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Bfichner 

Lehrer  der  Mathematik  am  HenogUcben  Gymnasium  zu  HiidburghauMa. 


Von  lien  BrgebbisseD  der  (olgenden  Üntersnebong  finden  M 
bin  und  wieder  einige  in  i^eometriscben  Werken  angeführt,  der 
Verfasser  kann, sick  ober  nicht  erinnern,  diese  alte, , und  zugleich 
unter  einem  gesieinsamen  Gesichtspunkt  vereinigt,  vorgefunden  zo 
haben.  Es  waren  sogar  ihn  etliche  gänzlich  neu  und  daher  Grund, 
warum  er  die  Frage  in  grösserer  Ansdcliuuns^  der  TTntersuchuog 
unterwarf.  Auch  der  einlache  g^ewöhn liehe  Weg,  welchen  er  ein* 
schlug,  wurde  nicht  ohne  Ursache  gewählt,  da  andere  nicht  so  viele 
Antworten  auf  eiu  Mal  darboten. 

Wenn  durch  einen  beliebig  zu  wählenden  Punkt  (y>  ^ 

Serade  Linie  so  gelegt  werden  soll«  dftss  sie  einen  ^eg^eoes 
>eis  dnrcbscbneidet  und  dass  die  so  entstebende  Sehne  einen  sni- 
gezeichneten  Werth  erhält,  welchen  Winkel  muss  sie  mit  der  Ab* 
sci^senaxe  bilden?  '      '  .       .  ' 

Ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises  vom  Mittelpunkte  aus 
genommen:  ?/*~|-^*  =  r-,  J  Ordinate  und  Abscisse  des  will- 
külirlich  zu  bestimmenden  Punktes,  und  nimmt  man  letzteren  noch 
zum  Anfangspunkt  eines  rechtwiükligpn  (Koordinatensystems,  so 
wird  aus  der  ersten  (^Hh -f- («^^ c^j"  — Die  trigonometri» 
üche  Tangente  des  Winkels,  unter  welchem  die  Sehne  die  Abscffl* 
seaoxe  schneidet,  heisse  kurz  2,  so  folgt  für  die  Gleiebangder  io 
Rede  stehenden  Geraden:  ^ssisx,  wofern  ^«^l^einet  alsW^  rer- 
^iisgese^Et  wird.  Dann  folgt:* 

■  /)^- -4- <?J»  =  r«. 


^    389        '         .  ' 

daher  i    •  . 

(»» -M)a:' -f.  2(*;' -f.  J)^  =  r»     <f»  —  7^», 

daraas  ergiebcp  sich  Hfc  zwni  Abscissen  der  Daiseh«ebfeittop«kkie  ier 
eiogelegteu  Linie  mit^  dem  KrriKp.  oder 


MBit  die  tagehörigen  Ordloaten: 

y  )  _x{r-(zy^(n±:\/lir^^fn -y*}  (»^     D -I- (»y -fr- <0'1)  ' 

Die  Linge  7  der  Sehoe  im  Kreise  al»er  wijrd.durcli 

r=  Viifj  -  y)»  -h     -  or'j'j  ' 

-rf- (Cr»  -  <y»  ^ y»)  (at>  -H)  +  (sy  +  *  ' 


.  ■      V  ' 


=  2K[r»  —  (/  Cos  «  —  d  6ia  ii)»]  , . 

sieb  afis<lriickeii  lasseo. 
i    Uieraus  folgt:  -  .  . 

dx  ^[(r»  —  cT»)«'»  -H  2yd^  -h  (r»  —  y')f  . 

Setzt  man  dieses  =  0,  so  folg^,  wofern  mau  die  pusitiven  Wertbe 
TOD  3*  berfieksicbtigt:  . 

1)      4-1=0  ,  ;s^l/  —T, 
2)  See  «>=0.  ^ 
IMt  Nenner  bringt  •      :  , 

" —  r»~(f»  r«  — cT» 

Dieser  letzte  Wertb  ist  die  trii^onometriscbe  Tann<  ,jtc  des  Winkels 
einer  von  dem  Punkte,  (/,  ö)  aus  an  den  Kreis  gciicndeu  Berühren- 
den. Ist  aber  -  » 

Y.h*  -4-  (<y»  —  y')»'  —  (y»  —  <r»)»  -r-  ;iJ = 0, 

se  wird'  dieses  Werth  seb?  Tersebiedei^  Antworten  auf  nnifltra 

Frage  geben,  je  nacbdem  6=y  aDgeDeminen  wurde»  -  £s  sei  fürs 

Erste  ^>y,  also  yJa*  +      —  y')»' —       —  ^«^  =  0^  so 

folgt:  .)  .«-1,  e)',^y--!^-^^iy^'-y^). 

Dieser  letste  Aiiidrndc  Ueibfrlirsiiebbar  so  laiige:  {;r»-*^)*>V^ 

Ist;'*. 

Ceber  die  Art  der  eminealen  Weitha  in  diisen  Fällen  gibts 
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~"  T 

o     i.  -1  .1-1    d'^T  _{y~~^Sr-  ^'liP 

Betobeid.    Pdr  x  = -f- 1  wir4; -^gy  = -*  ji  ,  lux  *  =  — 1 


aber:  =5^^"*'*^ — Bs  ergiebt  licli  deaiiiaek  im  cnten 
Fall«  ivofern:  (r— ^)  oder  wofern  r^<r(±l/^+l),  w 

sweiCett  Polle,  woferp:  (THh^^H^  «^r  1)  ist»^ 

Ar  doe  obere  Zeiclen  ein  tfoxTaiuai,  für  das  untere  Zeiebott  ein 
MininnBi»  eobeld  Tpoiitir  itt,  wie  Torantgeiettt  werde. 

Hier  gibt  es  demnacb  sowobl  Maxima  als  Miniina,  je  nacfidemY» 
d,  a  das  Zeiclicn  ändert.  Der  Werth  (/» —  <^)« -*.4^<f»  muss 
atets  positiv  bleiben,  damit  %  Dtöglicb  wird,      wurde  positiv 

anggesetxt»  nod  ee  hSogt  aomit  doe  Zeichen  von        blOii^  ? oa 

deoeo  des  y*^^  ^^d  %  ab.  Die  Grtae  der  auigezeidlineteii  Sebae 
wird  bierfur  aber:  ;  / 


'  '  !»•>•— ^d*)J  (y»— rf«) 


Für  Ärzrrtl  lüsst  sich  die  I^ge  der  Seimen  durch  eioe  ein- 
fache (joustruciiun  leicht  anschnulicn  mficlicn.    Der  aligeuieine  Aus- 

druck:  2'=2l^(r»  — {jf  Co»  ä  —  d  5>ia  %Y\  kann,  je  nacbdeoi 
mlBlicb  f  eder  '^  poiitiv  oder  aoffativ.  angenouen  Mm%  doreh  die 
einaelnen  Quadranten  nnr  folgende  Fonaen:  -r=:: (i 

\.  - . 

ra2l/|r*— X=!r/  Cos  «±d  i»ia 

oder 

r=:2l/^lr»— (li:/  Sie  »dbd  tJo»  ' 

'bibea.   Ist  onn  in  Taf^V.  Fig*  5»}  FD=:y^  CD  =  S  und  JTA 

die  unter  dem  Winkrl  %-=  ^  FED  durch  deo  Kreis  gehende 
8ehne,  €M  so  wie  DLt  perpcndikufär  xii  dieser  Linie,  läoH  ferner 
CJ^  pitrutlel  derselben,  8o  wird:  DK:=y  Cos      JDi^s^d  Sin 
üMmit  KjLz^  CM:=zy  Cos  z  —  d  8in  «, 


udiffsradk^«— il^  Cee  »••d  «in  T*  .    , , 

Legt  man  aber  Sehne  PQ  unter  den  Winkel  %::^LQffS  ein« 
indem  T/r=y^  CT— 6  genommen  wird,  fällt  von  C  dos  Per- 
pendikel       mvi  JP'Q  und.  niebt        paroUel  bieoaity  T^lf'.aber 
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perpendikiitär  zn  €N,  so  folgt;  CW=rd  Sin  TM  =  y  Gol  S, 
also  CiV  =  J  SiD  x-^y  Cos  x,  daher  ferner 

.    JPQs=z2yir*^i6  Sin  «  +  r  ^« 
Für  iL  s  =  45^  wird  Coi  «  s  Sin  «  =  Tang  «  =  1 ; 

r  =  2  )/lr*  —  ].     Für  T»ng  «  =  —  1  kommt  aber 

T=  2^ [r »  —  ^^—ö^l.    Zieht  man  demnach  -^^^  durch  den  ^e- 

f ebenen  Punkt  {y,  J),  oder  auch  JfU  durch  denselben  parallel  mit 
en  Seiten  eines  im  Kreise  {gezeichneten  Ouadrates,  so  sind  diesem 
die  gewünschten  emioenten  Sehnen  für  hall  u)  uod  b). 
Wenlgw  km  wird  die  Goottmetion  für: 

 y»  —  if»  d=k  [<y»  —  <P)*  —  J^^l 

* —  2y<f  » 

oder  fiir  c)  unter  Nr.  1;  indessen  gelingt  ftiC)  wenn  man  die  Be* 
diiiguog:  (y*  —  d*)*  ^4y^6*  einhält  und 

raf  die  Form: 

%  =  m  —  nzt:  1/ ((«  —  tt)  -i-  1)  {(m  —  n)  —  1) 

bringt,  oder  wofern  man,  und  was  noch  mehr  Klarheit  über  die 
Lage  der  durch  diesen  Werth  bedingten  Sehne  verbreitet,  fulgen- 
der  Betrachtung  folgt.  Nennt  man  den  Winkel  der  Geraden,  wel> 
che  den  Mittelpunkt  des  Kreiiee  «nd  den  Punkt  {yy  d)  verbindet, 

mit  dem  der  Abicisseoaze  parallelen  Radios  so  wird  •^=Tg  p$ 
dekcf: 


_Tg  v-r 


ot 


Fg  V  —  Cot  V 


" —      z       —  r  *  ^  2 

=  — Cot  2e/dbl/((i:ot  2«/)»  — IJ. 
Wäre  in.Taf.y.Fig.5.  nnn  C£=EF,  L^CE^LEFCrrrtn,  so 
fslgtiB  LFED^%m=L%,  edmit  Tg  «=Tg  gig=  ^ i^Tg'l.),i 

woraus  ferner  Tg  «j  =  —  Cot  2w±li/((Cüt  2«7)*-4-l)  sich  ergibt. 
Der  obige  Werth  von  %  lässt  sich  leicht  aiif  diese  Form  zuriick- 

fuhren  ,   sobald  man  nurt   Cot  2g>=  zb  l  ((tot  2/^>)» -H 1)  seilt. 

Dann  kommt:  ((Cot  2ie')' +  i)=^Cot  2/z;:=:;s.     Da  nun  w 

ein  gant  willkfihrlleher  Winkel  Int^  eo  gibt  die  Snbititntioo: 


Gel  »r^=fcK((Cot  2«r}>-M): 


Sin 


oder  dsSiin  tessstg  %it 


fiw  tr  Mk  «Ue  niliglid^  Crdiaeii,  £•  «iitq»ficlit  deamick 
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«ff    r  •  »■ 


AUgemeiD,  da  immer  2f/  =  ö^^  lg  'rZrTä^ÄT^'*  ^®  ^^'-^^ 

!;ie;==:r— r=  lir  f  '     "ly — =1>  -wovOq   zwar  liier  immer  nur 

der  eine  Werth,  weiter  uofen  aber  auch  der  nn(lere  seioe  Verwen- 
doDg  .findet.  LäMt  sick  mit  dieser  Substitution  nock  die  Bedin- 
gung: (Cot  tvy  ^i,'  llo«*5  (Cot  «»J»  ^0,  weinigen,  let  4i« 
Lage  der  Sehne  imfliyr''ihoglidi.  Letsteres  verlaDgt  'aber  nart 
^tp^QO"»,  und  es  wird  L»  der  Aussenwinkel  in  einem  gleicb- 
aeheakligea  Dreieck,  von  dessen  gleicken  Winkeln  jeder  p  ist 
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IKeses  alles  trilt  ein,  wofern  r'<.^  guetit  wird,  mm  mk  tttkt 

gut  mit       —  J^)^  >'4/'(J»  vertagt       .       '  . 
Nimmt  man  iit  der  Formel:  ' 

aber  f        ao  genügt  derselben:,  xs;^  und  «^^«^  y,  hebst:  | 

__Cot  y  — Tg  t^-j^^/j^ot  y  — Ty  tf^r~^ 

~  Cot  2«^  db  V  '[(tot  2/')»— 11, 

uacli  den  oben  gemachten  Voraussetzung^eu.  Die  ersten  beiden, 
Wertbe  geben  für:  T  stets  2r  nnJ  2i^fr»  —  Auf  den 

letzten  lassen  sich  aber  die  oheo  angegebenen  Betrachtungen  wie* 
der  in  Anwendung  bringen.  T=  2k  [r*  —  (y^  -f-  1 1  ist  eine 
kleinste  ^ehne,  wie  sich  leicht  an  Taf.  V.  Fig.  6.  zeigen  lässr. 
Ist  nämlich  CD  =  6,  Df^^y^  so  entspricht  die  auf  t^i^  senkrechte 
Linie  j}/iV  ci(  in  vhcn  genuunteii  A\  crtlie  \on  T.  Jede  andere  Seline 
aber,  wie  PQ,  hat,  wegen  CLt<iEC y  wuTern  6X  |>erpendikuiär 
an  QP  stebt,  auch  eine  ffrosaere  Länge  als  MBi^  Dieses  ist  der 
Fall,  welcher  in  manchen  Lfehrbüchern' allein,  als  eine  ausgezeich« 
Bete  Sehne  gebend,  angeführt  wird. 

Endlich  briagt  noch  für  die  vorige  Gleichung  4).  c):  f^d^ 

»rsdrV^ —  1  und  «  =  ±1  und  somit  T=2r. 

^JLJegt  der  Punkt      d)  auf  der  Peripherie  des  Kreises »  oder 

ist  l^(/'-f-(f»)  =  r,  folglich  -7=«,  T=2r,  ebenfalU  ein  he- 

kaonter  FaH.  * 

Die  ganze  Untersuchung  giht  nun  unter  der  Voraussetzung, 
dass  ist,  im  Allgemeinen  drei  wesentlich  verschiedene 

vou  demselben  Funkte  durch  den  Kreis  gehende  ausgezeichnete  Seh- 
nen, ahgeseben  von  der  nur  unter  Umständen  «Ss  j^leinsteä  auz^« 
sehenden  BerühreuUen.  t   *         1  ' 

Setit  man  glei«^  änliiiglleh  gitisser  ala- 90^4  etwa 
=90^  +  «'  voraus,  so  kommt  ^r  Tang.«  nun  aberall:  —Cot  V, 
was  zwar  4).  a)  und  4).  M  nicht,  wob^  aber  4).  c)  wesentlich  ändert. 
Wir  erhalten  im  letzten '  Fälle :  '  ^  ^ 

^.A,  ^>         Tang  %  =    _ ^  j_ V/ j^ya  _  ^^yZriyid^]  '  '  '  V 

Alis  3)  der  Beriüirenden  wird  jetzt  eine  Normale,  ein  Resultat,  was 
in  nieliretj  Lehrbüchern  wieder  als  einzige  ausgezeichnete  Sehne  an- 
geführt sich  vorfindet.  Es  ist  leicht  dieses  aui  andere  Weise  auf- 
zormdeti.  A113  Tz=  —  y)''  -f-  —  <f)M  folgt  nämlich,  wenn 
y  und  ^  Coordi|»«,j(en  der  Perii^herie,  wie  ob«n,  bedeuten,  wegen 

¥^^  =^^*  also  'wegiii  sf=A^h  ^  ^  i^^^^^^Ti^^V 
WOTon  der  Zähler  =0  genommen,  die  Gleichung  einer  vom  Punkte 


L>iyul<-Lü  Li 
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i/y  6)  aus  Ml  üea  bereis  gesog«M  Normale,  wie  beluuiiili  daritelit 
Wegen  ^s=  — y  «rgibt  lich:  aßf^^s^^ =b  -^^  wti  Ts2r 

Lässt  man  ^  ü  I>  180^  werden,  so  ändert  sich  in  den  nnfilnff- 

licheo  BcstimmuD^eD  ( fiir  den  ersten  Quadranten^  nichts«  WmI 
4i|ier  für  ^x^270°,  waa  allea  leicht  zu  ilberiehen  iit. 


XMV. 

Anderer  Beweis  für  die  beiden  Theoreme  in 

m  IIL  Nr.  XXXY. 

Von 

\  • 

I 

U^rrn  A.  Göpel  ,  .  .  , 

SU  Berlin* 


Wenn  .     .  .  ,    '  , 

gcectzt  wird,  so  ist 

1)  ^mS=s€^  +  (^  —  ««H-'^)i  Cm^  +  {n  —  CM^<4-..«t 

—  K»— ni+3),-|-(i»— l»+2)J   

wo  Cm  die  Summe  der  Producte  zu  m  uuä  deu  Elementeo 

«I»  «»» •  •  •  «Ii  iet 

Beireis.  1)  Man  bot  Mana^ieb- 

•       {%*  -f.  «j»  -hl)  (»»  -I-         -h  l)  (»»  -I-         +  1)  3» 

(Ä»-Hl-Ha,*)  (s» 1 -+-«,»). ,     .(««  +  l4-aiy»)== 
(«»     1)«     C, (»»  4-  -f- 1)«-** »  H-  . . . . .  -h 

Da  nun  Am  der  Coeffizlent  toi       in  der  Hotwiekelaogf  diesoe 

Ausdrucks  ist,  so  darf  man,  um  Am  finden,  nur  die  mit  s"»  be» 
hafteten  Glieder  in  der  Eotwickelung  jedes  einzelnen  Suminunden 
jenes  Ausdrucks  ausscheiden.  Es  enthalten  aber  die  auf  das  Glied 
€m{»*     Ijn-mji«  folgenden  Glieder  uileubar  nur  höhere  Potenzen 
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▼on  M  ali  die  mtt.  Das  geDaniite  (vÜed  enthalt  die  Potenz  Cm««>; 
das   Forherg^ehende  Glied  CU— 1  i  enthält  keine 

Potenz  -r^,  weil  -|- nur  gerade  Potenzen  von  x  ent- 
hält. Das  Dächstvol-hergebendc  Glied  &/,_2(«*  +  [yt—m-^^,jt-2  ent- 
hält die  Potenz  {u  —  -J- 2) ,  CU— 2*" ;  nnd  so  abwechselnd  weiter: 
0,  — «i4-4j,CU_4»«,  0,  — 0, .....  Folg, 
lieh  bat  rnsn 

^«  =  C„  -i-  («  —    -i-      CW_2     («  —  «1 4-  4),  -h  

2)  Fügt  man  in  der  vorgegebenen  Gleichung  links  die  gleich*  , 
weit  von  der  Mitte  abstehenden  Glieder  zu  je  einem  Gliede  zusam« 
men ,    dividirt   dann  beiderseits  durch        und  setzt  zur  Abkür- 
zung s-|-x~i  =  ^,  SU  erhält  mau«  wenn  der  Gleicbformigkeit 
wegen  l  =  >^o  gesetzt  wird,  * 

^♦(*»  4-     (a*^!  -h  »-^1)  H- ....  +  4-       -4-  Jim 

s=Cr-4-a,)  (^-*-a,)...,(^-|-«i») 

=  or* -I- -f- -I- . . . -f.  Cn-i^ -4- r«. 

Um  nun  Cm  zu  finden,  darf  man  nur  den  eraten  dieser  Ausdrücke 
nach  Potenzen  tod  a;  entwickeln.    Zu  diesem  Behufe  setze  man 

anstatt  J^,       ....  J„  bcziplilich   £s  Mt  klar 

dass  wenn  man  den  so  entstehenden  Ausdruck 

in  Bezsg  auf  »  und  1»  «DMckelt  And  dann^  liir  <f ,  • .  .  be« 
lieblieb  wieder  ^n— 1 . . . .  elosetxt«  die  verlongte  Eotwieke*' 
hiag  erhalten  wer«teii  wird.  Die  beiden  geometriaebco  Progreasio« 
Den  des  letatgevsoDleB  Auadriieka  aind  leicht  zu  aniMureo«  «nd 
nan  erhält 

oder  jiaeh  ansgefdbrter  Addition 

1  —    (a;«  ^ar^)a»»->-a---(gw-H-4-a^— n— i)tt»4-l 

1  —  a:u-\-u*  1  —  xu-\-u^         '  * 

Der  zweite  dieser  Brüche  hat  in  seiner  Entwickelung  nur  höhere 
Potenzen  von  u  als  die  i»te.  Da  aber  der  ganze  Ausdruck  keine  loU 
cben  Potenzen  enthält,  so  foln^t  dass  dieser  zweite  Bruch  sich  t^egea 
die  höheren  Poteuzeu  von  u  in  der  tlntwickeluug  des  er^tea  Bruchs 
1 — 

i— jK^-tt»  verlangte  Entwickelung  dea 

Antdrncka  (A^  ans  den  eraten  Gliedern  der  Bntwiekefnng  von 
1  tt* 

T         .  , .  bis  zur  i»ten  Potenz  von  u  einschliesslich  besteht. 
Dleae  £ntwic)(.elang  iat  nun 

—  •#* — »'(^  —  —  —  •!)•  —  .  •  •  • 

Sammelt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  (/^  —  «v)ten  Potenzen  vod  äc 
iniemmen,  so  findet  sich  dattä  in  Jeu  beiden  Reihen  die  Glieder 
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I 

f#"~*"(Ä'  —  f/Y—m  und  — n*'—'*t+'(a:  —  w)"—'**  Tirzielillcli  dir.  rrstpn 
Miiid,  weiche  eine  solrlip  Potenz  enthaUen,  und  duss  der  Coe£&xieiit 
von  jr"— «  daher  folgcndi'nnassen  ausgedrückt  ist  : 

wo  die  Potenseo  voo  m  nur  bis  zur  üten  eioteblleesllcb  fortsnietzeD 

sind.  Set<l  nati  endlieb  für         nf—«*^,  beuehtich  wieder 

Jm^  ^M-(-3  ein»  80  e^ebt  tich  der  Coelfielent  Toa  x^^t 

Dämlich 

C^i = —  l(it — «n-f  - 1)  i     (• — m)  J  JL^ 

-I- [(i.  -  <w -+-2), -f- (i.  —  ee     1)  — . .  • : 

» 

Anmerkung.  Setxt  oiau  =  u^,  =  . . .  =^i,  =  0,  wäh- 
rend jio  =  \  bleibt,  so  erb&lt  man  ' 

C',  =  [(«-2),-f.(»~3).],  r.=0,  ' 

c; = - [(*  -  3),  H- (»  -  4).  j, ; .  • . . 

folglich  die  bekannte  Entwickelnog 

-4-      — 2),         — 3),]^"-^  —  

oder  Jfs=z%  cos  y  gesetzt,  wodurch  «scos  sin  y  wird, 

^08     Ä (2cos  y)»  —  [(«  —  1),  -h  f^-^ ^«J  (2co8  y)»^ 

((•  ^  2),  4- 3) ,  ]  (2coa  y)-^  — . /. 

welche  auch  hätte  zu  Hülle  genommen  werden  kuuneO)  um  uuinit- 
telbnr  snni  erwünschten  Resultate  sn  gelangen. 

Zusatz.  In  den  oben  bewiesenen  beiden. Forneln  sind  die 
Summen  der  Prodnete  der  Wurseln  der  einen  von  den  beiden 
Gleichungen 

durch  die  der  uuderu  ausgedrückt  Die  Furmelo  für  die  Potenz« 
snmsMn  der  Wurseln  derselben  Gleichunffen  sind  eben  so  leicht 
heiptellbar  und  einfaeb.^  Beseicbnefc  nttmuch  8m  die  Sumsie  der 
asten  Potenzen  der  Wurseln  der  ersten  Gleichungt  die  der  zwei* 
ten«  80  findet  sieb:  • 

«M  =  ^M  +  ni^m-9+M,%»^+   '  .  : 

-H  [(//^  —  2), -h  (//I— 3),]*OT_4 — .... 

In  der  ersten  niuss  das  letste  Glied  noi  die  Hälfte  vermindert  wer* 
den,  wenn.«  gerade  ist.  ,^ 
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Bemerkung  über  eine  von  Ivori  gefundene 
.      Ißigenschaft  conTökaler  EUipsoide. 


<  ■  < « 


VoD  dem 


•  n. 

m 


IleiTu  Ductal;  Ha  e  den  kam  p 
Obarlefartr  am  Gymaiiium  in  Hamm  in  Westphaleni 


Bekanntlich  hat  Ivori  gefunden ,  dass  es  auf  zweien  convoka- 
len  ElliMoiden  je  2  eorrespondireode  Puakte  gebe^  welche  di« 
BigeBseheft  Inbeii,  dtss  die  vqd  dkseo  Punkten  nach  zweien  an- 
deren cnfrespondireodeo' Punkten  gezo|renei}  Radien  immer  wieder 

fleich  sind.  Irli  will  hier  zripreti.  tl;iss  <!ipsc  sop^enannten  correspon- 
irendcn  Punkte  <iie  Dtircli-^rliniil-jiunkic  der  beiden  convokalen 
Hyperboloide  (mit  gekrocbener  und  uuuuterbrocheuer  Höhlung)  mit 
den  „beiden  eopvökalen  Ellipsoiden  aiod.  Man  kaDii  dieaen.  .Satz 
leicht  aus  der  von  Ivori  selbst  ^fuhrteo  Analyse  hcrleiteo..  ^Der 
folgende  Beweis  deckt  noch  einige  merkwiirdifpe  BeziehuDgeo  der 
3  convokalen  Oberflächen  zweifer  Ordnnnj*-  nnf. 

Bezeirltücn  «r,  fj,  c  die  Quadrate  der  halben  Axcn  eines  ICIlip- 
soids  und  iv,  y,  z  die  Coordinateu  irtcend  eines  Punktes  desselben. 
Lest  man  durch  deu  Mittelpunkt  des  tillpsoids  eine  l^bene,  die  ^u* 
raliel  mit  der  du^cb  {.ryx)  gel eg ! eo  Taogenteo- Ebene  ist;  so  wer- 
den die  Quadrate  der  halben  <%xen  dieses  Schnittes  die  wir  durch 
r^»      beneichnen»  durch  die  Wurzeln  der  Gleichunj^ 


a  —  r      h  —  r      c  —  r 

bestimmt.  Drückt  man  die  Coordinaten  a:f^  durch  diese  Axen  aus, 
so  lint  mnn  f()Tc:ende,.-flr  vi^ie  jUpt^rsnehnngen  wicbtige«  Coordina- 

ten  -Transformation : 

*  —  (c-a)  {c-6)  " 

Legt  mau  nun  durch  den  Punkt  (a^f/si)  die  beiden  Hyperboloiden 

mit  a^ehrochener  und  ununterbrochener  Höhlung,  die  dem  cepebenen 
EUipsoide  convokal  sind,  und  nennt  iimn  die  Quadrate  der  halben 
Axen  derselben  flr,Ä,c,  und  rr^iff^c^^  so  werden  dieselben  folgender* 
massen  durch  die  Axen  des  Schnittes  ausgedrückt,  t  -.m 
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daher  wird  ancb  nach  (1):  n 

•  €g|g« 

Die  beideo  TaogenteD-lüLeDen  im  Punkte  (^j^)  an  die  beiden  con- 
vokaleo  Hyperboloiden  gelegt,  schncideo  die  Tan^enteo- Kbene, 
welche  Ban  in  deatelheo  Pinikle  (^yx)  -aa  das  Kllipaaid  legt,  ia 
LiaieBf  die  der  Ricbtoag  der  Auen  des  Schoittes  parallel  sind. 
Nennt  man  die  Determinunten  dieser  Linien  (die  Abflcissen  der  Win- 
kel die  dieae  lUaicii  mit  dea  Azea  bilden  ,  {qC  oad  Ei4iCi9  ao  erhält 
■ao  leicht 


«=^®' f=:^®' 


.11.  .^Mi  w..  .i  jf*^  u~J/L'1a^  (r,  —  r,)*  jVi;ji'j2a^)|fll 


l.dia  d 


*  — >■£  L-  il  i-  —  — .^'^»  u'l    «  ' 


0  und  0,  sind  die  auf.  die  ffenaiiote  Tanffenteii  -  Ebene,  ffe* 
fällten  Terpendikci.     ^  ^  y-i^^^v^h^  nu.|-J^/  -»^f.  .,m  f^l-l^.! 

Da  m'flurcbscbnfttilldieik  dt^i*  Bjperbelof^eii  mit  <fem  Ellipsoide 
Krümmunffslinien  sind,  >o  ergibt  sich  ailiii" 'd^n'^t^leicliunffeii  (3), 
dass  für  die  eine  dieser  Curveo  die  eine  Axe,  und andere 
Curve  die  andere  Axe  der  entsprechenden  Sciinitte  conll&liC,.^ill^ 
Die  bekannten  GIcirliungen  der  Projectionen  dieser  Krumm ifnsfs- 
linien  lassen  sicii  leicht  aus  den  Glcicliüngm  (I)  in  Verbindung 
mi|  der  des  tülinsuids  ableiten..  Die  Projectionen  der  Curveo  in 
der  Ebene  (a:y)  bihd  dAr^h  'föf|t<^d«  -C!lc!icb  nngen  ausgedruckt! 

Die  eine  dieser  Curvcn  ist  eine  Ellipse,  die  andere  eine  fffjperbet, 
da  die  eine  der  Axen  und  r,  zwischen  a  und  If  und  die  andere 
awiscbeo  ^  und  c  liegt.   Die  Halbmesser  der  grössteo  und  klein« 

'  I  A,  »r,    1  /r,'r. 


•"f    ■  •  V m  l»  •'  .  ir    «d«  '    f  :    ':t  '   i'  •jou-iii  vt.  -  i'  -j  lim 

Mü  Hiltta  4er  Torhergehenden  Coordinftton-Transformotiaii^  ^A^et 
■an  aneh  leicht  4ia.v«N»*JI«eobi  gefiuyeMfGM^uog  4ai>t  j  "  ' 
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Lioie  auf  einem  dreiaxi^en  t^lh'psoide,  wie  ich  in  22,  Bfto4e  J« 
£.  d.  r.  a.  b.  M.  S.  188  gezeigt  habe. 


Denken  wir  uns  ferner  ein  zweites  Ellipsoid ,  - welches  dem  er- 
sten cmoksl  iat,  deeien  Hiudokte  4y  Iwlnen  Azen  durch  ««^o^» 
1>ezeicbnet  werden  eollen,  s<i  wiri  vecet  die  ^nennten  Hyperbo- 
loide in  einem  Punkte  schneiden»  deieen  Coordinnten  dr^jf»««  nack 
(3)  no  •llagfd«KcfcliPweQ||n^ 
Die  Relationen  twischen  den  Coorditttten  der  beiden  Dnrckicknitti- 
punkte  (ary^O'lMiA  «iml;   *    '  . 

Denken  wir  uos  jet^t  zwei  andere,  den  gegebeuen  Ellipsoidea  con« 
T*ka1e  ItfpefliolMdnn  mit  gebmebmer  nnl  Bonntetttotkener  ttfk* 
lung,  die  des  ente  and  zweite  BIlipsoid  in  Punkten  aekneMeo^ 
deren  Coordinnten  dnrck  aßy  und  u^ß^Yo  bezeichnet  werden»  an 
kat  «nn  ekenso  nriicken  dieaen  C«otdtnaten  die  lUiatienen: 

Hieraus  erhält  man  in  Verbindung  nüt  den  Gleichungen 

uad  folglick 
i».  —  «)•  4-  Ü^*  — +  (*.  -  /)• 

welche  Gleichung  den  Ivorischen  Sata  ausdräckt» 


i'  *^ 


•  t  * 
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Mecbanische  Constracüon  der  Lemniscate. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Haedenkamp 

Oberlehrer  am  Gyamasium  zu  Hamm  in  Westphaied. 

I  t      '  .  .  .  -  — , 

!)rnkt  man  sich  zwoi  n-lcirlic  Krrise,  deren  Mittelpunkte  C  und 
uiiü  bewegt  eine  ulcirh  ilcr  A\(>  Ü{7  so»  d;»ss  ilereri  hnd- 

pnnktc  sich  in  cntirric^nücsctzltir  Hiclil uns:  l*erijtl)orien  der 

hetderi  Kreise  bewej^eu ,  besclircibt  die  Milte  der  Liuie  CX"  die 
Fusspunkteucurvii» Hilter  Hyperbel,  dere«  Gkicluing 

ist;  in  welcher  r  der  Radius  der  Kreise,  d  die  FnffemttDg  derUi^ 
telpuakte  und  q  .eiq  Radius  c^^r  |ünrve.   Jkl^cl^  man 

80*  wiril  Sie  Corre  eine  Lemniscate.  Dieie'  liM  sich  hiernich  IdeN 
neehaniieh  «milMiifM  -   •  ' 


■  > 


iLVIL 

Allgemeines  Theorem  für  die  Verwandlmng  einer 

Funktion  in  eine  uneudliche  Reihe. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  SchlOmilch 

zu  Weimar. 


Die  DiflfcrcDzialrecLuung  giebt  bekanntlich  die  Methoden  aOi 
dnteb  welelio  man  eine  beliebige  Fanktioo  in  eine  Reih» 
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eotwickelo  kann,  die  nach  den  steigenden  Potenzen  einer  amieren 
wi^lkührlicheo  Funktion  V/(^)  fortläuft,  so  dass  das  Resultat  die 
Form  hat 

Hierher  gehört  besonders  der  von  Biirmanu  gefundene  "Satz  *), 
aus  welchem  sich  für  F{:r)  =  tp{a:)  =  a:a^  folgende  Reihe  ab- 
ieiteo  lässt:  ^\  ^  * 

•  "  -i-'n»"  1.2.3^*  •*  • 

Diese  gicbt  spezieller  für  o  =  Ä  =  «  •  «o« 

1  ^  M.2  ?lt  '  i^sTs ^  •  172: JTii (^)- 

Davon  kann  man  folgende  elegante  Anwendung  machen.  Mao 
mulliplizirc  durchgängig  mit  ^{a:)//^:^  wobei  (p{a;)  eine  ganz  belie- 
bi<;e  Funktion  bedeutet,  und  iutcgrirc  zwischen  den  willkührlicheD 
Gräozen  a  und  ^,  so  wird 


I 


)  M.  s.  hierüber:  Lacroix,  Traite  du  caicul  ilifferentie!  ctr.  Tome  ITL 
.  P^P*  623,^  oder:  „Supplemente  zum  maih.  Wörterb.  Art.  iiürmannische 
^        Reihe.    *        -i-»;  *  '    '  '  •   :   -  -i-'r-uy:^ 

TheU  III.  ^  26 


^   Setzen  wir  jetxt    ^'  do/^ao»ot'ixi  ,^ 

k  f'eP'^(a:)da:=f(p)  (3).  - ' 

worin     eine  willkührlicbe  Constaute  bedeutet,  so  gicbt  eine  »ma- 
}    lige  Differenziatiou  nach  ~  Hc",  -  i::  =n;  i 


«der,  wenn  wir  nach  geschehener  Differenziation  =  setzen  un^*  ! 
•Jen  »ten  Differenzialquutieuten  von  f(p)  mit  /''»(/>)  bezeicbneo,  -A 


1/ 

'Ifach  dieser  Formel  und  der  vorhergehenden  (3)  lassen  sich  sämmt-  i 
liebe  Integrale  in  (2)  ausführen  und  wir  erhalten  sogleich  den 
Satz: 
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/(l)=/{0)  +  -j  iTä-*-»  TTzTi^  i.8.».4+-"W 

Ob  dieM  Reibe  nacb  den  'PoteDien  eieet  io  /{p)  entbafteoen  Cei- 
itoDten  forttebreite  oder  niebt»  bäiig^  vett  dtr  Natur  der  FvokdoB 
/(p)  ab,  wie  naa  ans  den  folgenden  Beispielen  erkennen  wird. 

1)  £s  lel  /{p)  =  {a  +  py*f  so  ist 

also 

und  demnach: 

oder,  wenn  wir  die  BinomiaUcoeffixienten  mit  /*o»  Ms  it  s.w.  be* 
leichnen : 

Ans  diesem  bemerkenswertben  Satxe  Kesse  sieb  eine  Reibe  Eigen- 
sebaften  der  llinomialkoelfisienlen  ableiten,  wenn  man  näsiM 
Alles  auf  beiden  Seiten  naeb  Potenaeo  von  a  ordnete  und  ^ 
Cocfßzienten  gleicber  Potenaen  verglicbe«  So  sind  a.  B.  die  Cosf* 
fiaienten  von  a^: 

oder; 

1  =  .1^^ ,  -  ^  Äf'M .  +        .  -  ^  d^M^  H- . .  (6). 


Will  nmn  die  Reibe  (5)  för  andere  als  positiv^  ganae  #»  biandieii, 
so  mnss  man  darauf  s^en,  dass  sie  convergirt,  was  ttbrigem  is 
den  meisten  Ptflen  statt  findet 

%i  Bs  sei /O»)  =3 so  wird 

nlso 

und  jtolgiich 


40S 

Die  Rei^e  convergirt  für  jedes  positive  a  uod  giebt  z,  B.  für  «=1: 

1         1*  s* 

Ä  =  i. (8) 


Es  sei  /(/»)=s8in  a/r,  so  bat  man  sin  (a/H-i^^)i 

folgUcb  ' 

,  *        a  cos  a  .  -  -     o'  sin  2«  «•  cos  3« 

j|«  sin  4c 

fr 

wobei  dmi  ZeiclieB  Ton  Paar  zu  Paar  wecbielL 


-      g  ^iü  ff      u     rr*  cos  2«  -^oj         sin  3«" 
^*    •      1.2  *  1.2.3 

Beide  Reiben  eooferviren  nnr»  wenn  a  ein  äcbter  Bradi  ist.  Ninunt 
«an  f{p)^f^i  sd  komnt  un  raf  die  Gieiebniig  (I)  wrttcl(.  - 


XLVIII. 

Auszug  aus  einem  Schreiben  Ten  Herrn  A. 
Göpel  zu  Berlin  an  den  Herausgeber. 


few.  u.  8.  w.  Tiaben  in  dem  Au&atze  Tbl.  Iii.  Nr. XXIX  eine  ele* 

•  gante  Kiirciiscliaft  drs  Kreises  Ijpwipsen:  dass  wenn  A^, 

irgend  vier  aut  rlnandor  folgende  Punkte  seiner  Pcrif»lierie  be« 
xeicbnen^  dann  für  jeden  andern  Punkt  0  seiner  Ebene  ituiuer 

ist.  So  wenig-  mnn  auch  diese  Eigenschoft  zu  verHlIafemeinern 
strebt,  so  ffelaugt  man  doch  zu  einem  Satze,  der  keineswegs  einer 
besondern  Knrve,  sondern  beliebigen  fünf  Punkten  ^i,,  A^^  A,^ 
A^  und  0  in  einer  Lbene  zukommt.    Man  erliait  uäodicb  jeneji 

Attsdmck.  • .  ■  - 
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A.  !t.  UDaliliäntria:  von  f?rr  L.iL'^f  de«;  Pnnkfps  O.  Tm  dies  zu  bp- 
wc*»6Pn.  befolge  ich  den  vod  liiiieii  gelirnucLteii  Gaoff,  iodtui  icli 
nur  fiUU  r  Uezieklicli  r,,  r„  r,,  setze,  um  d«r  Bcmogunfir,  dais 
•Ue  4  Pviikte  auf  ^iBM  Kraiie  li«ge»»  ^Cgelie^^,^!  diese 
Art  erhält  Ben 

-H  y.'  +  («»  -H     —  24r^.  -  2^.  = 

MoUiplieirt  mum  dicee  «leicliiiogeD  ImieliNeh  «U*  ' 

^AtA^A^f  -^^A^A^At,  ^A^A^A^n  —  ^A^A^A^ 

90  ergiebt  licb,  wegee  der  in  Ibrer  AbkandloDg  bewieiesett  Glei- 
cbmgeD: .  '  - 

A -  A^.^a^.  =  ö 
(^)  ^,  •  A'^s-'^f'^«^^«  i^^A^A^A^  -+-ar^  ,^A^A^A^   »  , 

.  ^A^A,A^  —  ^3  .  L^^t.A^J,  -\-     .  i^A^A^A^  • 

•ebKeulicb  die  Gletchnng 

'     y. .  AA,  A,A,  _  (^,'  +  y,») .  i^A.A^A, 

Dfi  mm  die  Ausdrücke  .2'j*-f-7/2',  u.  s.  w.  die  Quadrate 

der  Alisfande  der  Punkte  ^/,,  A^,  u.  s.w.  vom  Anfangfspunkte  der 
Coordinatoii  sind,  d.i  feriier  dieser  letzlere,  so  wie  auch  der  Pookt 
6)  fi^aui  \s  tll^  ülirlici)  sind,  so  erhellet:  uns  dieser  Gleichung  die 
'  Webriicit  dei  Bchnupteten.  Um  den  Werth  jenf  r  Constaoteo  sQ  fie- 
den»  derf  man  nur  dem  Punkte  0^  eine  solche  besondere  Lage 
geben,  welche  den  ohip^cn  Aasdruck  niÖc:lickst  vereinfacht.  Liegeo 
z.  It.  die  vier  Punkte  im  Kr-ise.  st»  spi  fr/,  dpr  Mittelpunkt  des- 
selben; nlsdrinn  ist  rj=^r^=zr^z=zr^  inid  ni;iii  rrbält,  weg'cn  der 
ersten  der  Gleirhungeq  (v/),  Null  als  den  U  ertli  der  ConstaDten» 
womit  Ihr  Lehrsatz '  bewiesen  ist.  fliegen  die  vier  Punj&te  nicht 
iai  Kreise,  so  sei  6)  s.  B,  der  Mitlelponkt  des  dnreh  A^f 
A^  geheoden  Kreises;  dann  hat  maa  rj=r,  =sr,  und»  wegen 
der  anloa  Glaiebaag  (itf),  .  .     .  i . 

Hier  tat  offenbar  rj*— r«*  gleich  der  Potens  des  Kreises  A^^u-^m 
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iD  Bezog  aaf  den  Punkt  «der  P{A^A^A^)A^,  welcher  Aus- 
druck positiv  oder  negativ  zu  Bchmen  ist,  jenachdem  innerhalb 
oder  ausserhalb  jenes  Kreises  lieget«  •  DemnacU  bat  all^aeia 
den  Werth  jener  .Constanten    *  • 

xP{AiA^J^)A^  .  ^A^A^A^ 
oder  auch        '        .    *       "  * 

^s-^  JP(A%A^A^Ai  m  ^^^A^Aj^ 

Alles  Obige  gilt  natürlich  auch  noch,  wenn  man  die  Beschränkung, 
dass  A^,  Af^  A^  die  Ecken  eines  couvexen  Vierecks  sein 
sollen,  aufliebt;  wenn  man  nur  noch  bestimmt,  dass  di^eniffen 
Dreieeksbilialte  ^A^A^A^ ,  u..  t.  w.,  derett  tSd^en  io  deraelSeii 
Eeibkofolge  liefpan,  als  positiv  (oder  negativ)«  ^die  apdern  aber  ala 
eegativ  (oder  positiv)  in  Rechnung  gezogen  werden  sollen. 

Das  ÜBtarttehmen  des  Herrn  Struucb»  ema  BeispieUaauaJaag 
zur  Anwendung  des  Variationscalculs  herauszugeben,  ist  um  so  ver- 
dienstliclier ^  je  schwieriger  eine  solche  Arbeit  bei  der  Mangelhaf- 
tigkeit aller  \  orarbeiten  ist.  Es  wird  daher  gewiss  Jeder  wün- 
scoen,  ein  derartieres  Werk  in  möi(liclister  \  ollkomnienheit  ausge- 
führt Bu  sehen.  Lm  ^u  diesem  Zwecke  mit  beizutragen  u.nd  weil 
i%f  Herr  Varfaiiar  aalbflt  s«  Bemerkungen  fiber  sema  .Abbaodlung 
iufgefordert.bat,  trage  kb  kein  Bedeoken,  Iboen  eiaige  Betraeb* 
tuDi^ea  darüber  BttBUtbeilen ;  «aaml  da  dieselben  von  soogeriogeia 
Gewichte  sind,  dass  sie  nur  zu  ganz  leichten  Abänderungen  veran- 
lassen  würden,  falls  Herr  Strauch  sie  für  begründet  halten  sollte. 
Auf  S.  121.  wird  der  rntorschied  zwischen  der  Diftercntial  -  und 
der  Variationsreclmung  darin  gesetzt,  dass  die  erstere  die  Werthe 
der  uouhhängigen  Veränderlichen  in  andere  Werthe  übergehen  lässt, 
«ihrend  die  letztere  Functionen  von  Veränderlichen  in  andere 
faeetiaaen  sich  verftadera  läest«  Dieae  Unteiaebeidung  dilrfit« 
<bi  10  aabaetiainit  aeia,  als  ea  dar  üater«ebied  awUebep  Wertbea. 
•d4  Functioaen  iet;  iaaafara  nämlich,  im  Caicul  die  sogenannten 
ipeciellen  Werthe  eben  so  gut  durch  unbestimmte  Zeichen  (Buch- 
itaben) bezeichnet  werden,  als  die  Veränderlichen.  Der  Ausdruck 
der  Liobekanuten  einer  quadratischen  LitteralgleichunLC  ist  z.  B.  ein 
solcher  specieller  Werth,  insofern  die  Buchstabencoetiicienten  der 
Gleichung  selbst  specielle  bestimmte  Werthe  bedeuten;  er  ist  aber 
weh  eine  Function  jener  Coefücieuten ,  insofern  letztere  jeden  be- 
InUgea  Werth  haben  können.  Cs  dürf  daber  jeder  geaaebte  Wertb 
einer  Uabakfnaten  abi  Fnnetlaa  der  iibrigaa  In  der  Aufgabe  Tdr* 
ksBMeuden  UaheatiaMBten  ongeseben  werden,  und  dieaer  Wcrtb 
wird  in  Allgemeinen  nur  dadurch  zu  eine»  wirUieben  epfcieUifn 
Werthe,  d.  h.  ZilTernwartbe  werden  können,  dl^SB  allen  genannten 
Dllbestimmten  solche  specielle  Werthe  gegeben  werden.  Auf  der 
•Odern  Seite  darf  jede  tresuchtc  Function  als  ein  Werth  der  Un- 
bekannten angesehen  werden,  weil  man  unter  Werth  jeden  Aus- 
•drock  (mag  er  ein  Ziflernwcrih  sein  oder  noch  Buchstaben  enthal* 
^en)  versteht,  dessen  Substitution  au  die  Stelle  der  Unbekannten 
f^i^  hdiiigungen  dar  iiJif|nibe 'geiScti .  Aua  diesen  Grüa<|en  glaube 
{^a«  daii  die  arw&bilte  ünteraebelimag  der  Differential-  von  d«r 
unatHHimdiMng^  mbt  blnUUiglkli.  notivifl  tot  Dja«  wini,  ßmm 
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«■«dcB  TM' Herrn  Verf.  gegebene»  Beispielen,  auch  noch  an  zwei 
andern  Stellen  deutlich.  Auf  Seite  125.  wird  nändicb  als  einfach- 
ster Fall  der  mittelst  der  Variationsrechnuno^  tu  heliandelnden  Auf- 
gabe vom  Grössten  und  Kleinsten  die  Aufgabe  angeführt:  diejenige 
Function  y  von  zu  iiuden,  welche  den  Werth  des  Ausdrucks 
/'{'iv^  y)  jeden  beliebigen  Werth  des  a:  zu  einem  Maximum 
macht.  Diese  Aufgabe  lässt  sich  aber  bekanntlich  vollständig  ver- 
niitteUt  der  Differential reehnung  lösen;  denn  nie  iit  nicht  verscbie» 
den  Ton  der  Aulgabe,  leA.Maxininn  ▼ei /(^i,  as)  oder  wenn  mui 
will  /(^^  a:)  für  veränderliche  Werthe  von  zu  finden.  Wenn 
daher  der  Herr  Verf.  S.  120.  sagt,  dass  er  die  Problene  der  ersten 
Abt!ici1uog  seines  Werkes,  die  nur  awf  Urfunctionen  rubren,  alle 
selbst  zusammensetzen  und  austiihren  musste^  so  kaun  man  ihm 
hierin  nirht  ganz  Recht  geben.  Es  gehören  vielmehr  alle  in  den 
gewöhnltclieu  Lehrbüchern  der  Differentialrechnung  nnd  in  den 
Samroluoffen  für  Maximumsaufgabeo  enthaltenen  Beiä|iiele  iu  seiue 
erste  Abtbeilung.  ^  Die  Dntemebeidung  6.  1^  iwiscbeo  priai^ 
fen  vnd  eecniidftffen  €rtelen  and  Kleinsten  rnnm  nnob  den  ubim 
lir'uttweientlich  gehalten  werden.  Man  wird  bald  jgenrakr,  Smi 
sie  auf  eine  Eintheitanff  der  Aufgaben  in  solche,  die  einen^  und 
sotebe,  die  melrrcrc  unaMängig  Variable  enthalten,  hinausläuft.  K?« 
würde  ebenso  passend  sein,  sie  je  nacb  der  Anzabl  der  letzterca 
in  primäre,  secundäre,  tertiäre,  u.  s.  w.  eioZQthcileo.  —  Die  Fol- 
gen der  gerügten  üngcnügendheit  der  l^nterschei«hingcn  ziehen 
sich  bis  in  die  Beiäuiele  bin.  Wenn  in  Aufgabe  die  Gleichung 
p=:/a:  derjenigen  Carve  gesncht  wird,  bei  welcher  -der  Ausdncfc 

= —  3^) -i- —  o?) 

sewobl  fir  alle  Nachbarwertbe  des  a:,  als  anehför  alle  Xachbarcurvea 

▼an  f/^zf^tr  ern  Maximum  wird,  und  wenn  hierauf  als  Resultat  y=f^ 
erhalten  wird,  so  muss  dies  jjenidczu  für  nnrichtig  erklärt  werden; 
denn  die  Aufgabe  wird  durch  jede  Curve  gelost,  welche  durch  des 
Punkt  {a:=z^a,  y—la)  geht.  Die  beiden  Gleicliuugen  /v — 27/^=0 
und  y  +  0  —  2a:  U,  zu  denen  man  gelangt,  hesiiminen  in  der 
Tfaat  nur  die  beiden  genannten  Coordinatenwertbe  für       und  jr 

und  lassen  den  DifiereDtialquotieatcu  ^  völlig  unbestimmt.  —  Ein 

Gleiches  gilt  von  den  folgenden  Aufgaben  17«  Sl.  SSw       Bei  die> 

ser  Gelegenheit  muss  ich  darauf  aunnerksam  machen,  dass  einige 
von  i!rn  Bestimmunörsgleicbunii;eTi  diespr  Aufgaben  ohne  nugen- 
,  sclR'iüli(  hrn  («rund  identiscbe,  die  anderu  nicbt  identiscbe  Gleichua* 
gen  geri;umt  werden.  So  bei>;st  z.  B.  in  der  Aufg-abe  2.  die  Glei« 
cbuug  .^'  —  2^=0  eine  identische,  die  andere  abery-+-<? — 2.2r=0 
eine ,  nicht  identische.  Diese  Benennung  hat  vermutblicb  irgend 
.  einen  Zvsammenbanflp  «it  der  vorbin  bespvoehenen  Dielinction  iwi^ 
■eben  Werlhen  una  Fnnetionen,  Differential*  und  VariationsrecbF 
nnng,  primärem  und  secundärem  Maximum;  weicht  aber  dermasfee 
vom  üblichen  Sprachgebraoob  ab,  dase  eine  desfolsige  Erklärung 
des  Herrn  Strauch  erwünscht  gewesen  wäre.  —  Die  Bebandlunj^ 
der  Aufgabe  52.  scheint  eher  zu  dem  §.  24.  von  Obm's  l^ehre  des 
Grössten  nnd  Kleinsten  zu  gehören ,  als  zu  dem  citirten  §.  35., 
weil  in  der  Aufgabe  zwar  ursprünglich  3  Variable  eingeführt  sind, 
^^fae  derselben  aber  vermittelst  einer  der  Bedini^ungsgleichuu^es 
eÜMiiiiit  wird,  ehe  cur  Variationenberecbnnng  gesäritten  wti» 
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la  der  zur  zweiten  Äbtheilung  gehörigen  Aufgahe  70.  wird  derje- 
nige Werth  von  y  verlangt,  welcher  ^=;^^^  —  fiir  eile  der 


Gleicbung"  ^  .  —  ^*  =  A  genügende  Nacbbarwerthe  von  y 
ztt  einem   Maximum  macht.     Es  findet  sich   ein  Werth  von 


wodurch 


entsteht.  Diese  Werthe  sind  beide  doppeldeatig.  Um  nun  «wischen 
Maximum  und  Minimum  zu  entscheiden,  sogt  der  Herr  Verf.,  pflegt 
man  sich  in  solchen  Fällen  dahin  zu  entscheiden,  dass  ein  Klein» 

stes  stattfinde,  wenn  ü  und  (fT' einerlei  Zeichen,  ein  Grösstes, 
wenn  sie  entf:^egeiii>^(>setzte  Zeichen  haben.  Kin  solcher  Usus  wäre 
schwerlich  zu  rechtfertigen,  da  er  der  gewöhnlichen  Bedeutung  der 
Ansdrücke  Maximnni  und  Minimum  widerspräche;  auch  kommt  er, 
so  viel  mir  bekannt  ist,  nirgends  vor.  Bekanntlich  ^ndet  ini  vor- 
liegenden Falle  ieltt  Minimum  statt j  wenn  of  und  f/  dieselben 
Zeichen,  ein  Maximum,  wenn  sie  cntgegensresetztc  Zeichen  haben. 
Jene  willkührlirhe  Knfscheidung  veranlasst  den  Herrn  Verf.  zu 
ein^r  kleinen  Tcbereilung  in  Betrrlt  des  zweiten,  jener  Aufu;ahe 

geniiupriilen  Werthes  von  y.   Dieser  ißt  y=\/ — d?' — woraus 

fix 

£/=0,  S*Uss  —  —==.  dv*  entsteht;  und  es  wird  nuu, 

wegen  der  ZeichenIo^»igkeit  von  U,  behauptet,  dass  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  stattfinde.  ^  Diese  Behau ptuD^^  meint 
der  Herr  Verf.  auch  noch  durch  den  Umstand  zu  bestätigen,  dass 
nicht  allein  für  den  gefundenen  Kreis  y=V^ — a:* — utf,  sondern 
auch  tür  alle  andere  Kreise  f7=(^  wird,  und  mithin-  von  einem 
Maximum  oder  Minimum  nicht  die  Rede  sein  könne.    Allein  hierge- 

Sen  kann  wohl  mit  Recht  eingewandt  werden,  dans  die  besagten 
Preise  keineswegs  die  bedungenen  \ucbbarcurvcu  siudi  sondern 
dass  die  lettteren  vielmehr  in  der  vom  Herrn  Verf.  seihst  weiter 

unten  gefundenen  Gleichung  $/=V^JS{a:^  ~h  A)  enthalten  sind, 
und  folglich  im  vorliegenden  Falle,' wo  E=~^l  Ist,  heiderseils 
Bllipsen  werden. 

Im  Allgemeiiun  könnte  noch  in  Betreff  der  Aufgaben  der  zwei- 
ten Ahtlirilursg-  ang-coierkt  werden,  das.«?  man  in  eleu  Fällen,  wo 
das  y  (linrli  nielir  (ils  eine  Ühiclniot^  bedinort  wird,  meistentheits 
weit  leichter  xuiu  Ziele  gelangt  {z.  U.  bei  Autgube  82.),  wenn  mau 
^  und  p  eliminirt  und  mittelst  Differeotiotion  versucht,  ob  der  für 
y  gefundene  Werth  tlleu  Gidchun^cn  genügt^  als  wenn  man  eine 
der  Bedingungsgleichungeu'  integrirt  iind  das  Resultat  derselben 
Probe  unterwirft  .  ' 
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XLIX. 

Ueber  Parabeln  im  Räume. 

t  Von 

dem  Herausgeber! 


♦.1. 

Wir  dftnkttv  nni»  ein  reclitwiDkliget  CiiOTdiDateoBjstem  der 

j7f/%  allen  unsern  folgenden  Betruclitungen  zum  Grunde  legend, 
ein(<  heliebig'e  Purabol  im  llaume,  und  bezeichnen  die  Coordinaten 
des  Brennpunkts  und  des  Scheitels  dieser  Purnbe!  in  Bezuo;  auf 
iins  aiigeuüuiiueDe  Coordioateos^äteui  respective  tiurcb  u,  0^  c  und 
SO  nnd 

— 


1). 


jr—  «Fl 


a 


- — -  {%  —  e\ 

c  —  y  ^  ' 


oder 


2) 


die  Gleichungen  der  Axe  derselben.    Fällen  wir  «nun  von  einom 

leüpliiiren  Punkte  der  Purabc! ,  dessen  Coordinaten  durch  Xy  % 
bezeichnet  werden  sollt  ii,  ait  die  Axe  ein  Perpendikel,  und  bc- 
seicttuen  dit;  Coordinaten  des  Durcliäcliiriitspunktes  dieses  Perpen- 
dikels mit  dir  Axe  der  Pitrabcl  durch  jj,  die  veräuderlicben 
Coordinnteu  jeUl  über  durck        Yy  Z\  so  sin^ 


3) 


oder 


X- 


0 
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4^9  SleicbuDgeo  io  Rede  stehenden  Perpendikels,  Md  raek 
«Imb  bekannten  Satze  der  'anftlytiiehes  Geometrie  hmt  mee  di# 
1)  ood  3)  die  Gleieb«Bg 


oder 

Wcii  aber  der  Punkt  in  der  Axe  der  Parabel  liegt,  so  ist 

nach  2)  aiicb  •  ii  t , . 

Da  nun  die  Gleiebung  5)  auch  auf  folgende  -Art  geschriebeo  wtr» 
deo  kann: 

(•-«)  U*-«)-(S-«)li  '  j 

t(»-/)-(J-/}i) 

SO  ist  ' 
und  folglieb 

Ceberbaupt  aber  erbält  man  nun  mittelst  dieser .  Formel  und  der 
GleichHQgeD  6)  die  folgenden  Aasdrücke: 

V     „  (g  — g)  (gr  — — /?)  (y  — r^)-H(c— y)  (»-^y)  ,  v 

^""^ —  («— «)'-f-(^-i5)"-f-(<^  — y)'  '  ^ 

und  ioiglicb 
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Weil  DUO  der  RadiM  Fectot  eisea  jeden  Punktes  (^rys)  der  Para- 
M  dfr  SüMSie  der  Entferoiiiig  deo  Brennpunktt  «Tom  oelraitel  ui 
der  Abscisse  des  in  Rede  stehenden  Punktes  in  Bezug  »of  die  Am 
der  Parabel  als  Axe,  und  deren  Scheitel  ale  Anfang  der  AlueiiieB 
gleicli  ist;  sa  kaben  wir  die  ^eichang 

d*  1*  nacb  7) 

=  V^(is  — (Ä—ft» 

1/  (a  -  «)  »  -f.     -  ^) »  4.  U 

oder 

>vo  sich  nur»  fra^t,  welches  Zeirh<'n  mnn  zu  nehmen  hat,  worüber 
auf  folgende  Art  eine  F^nt«;ehei(iung  gegebco  werden  kann,  Mäliiie 
man  nämlich  das  uotere  Zeichen,  so  wäre 

nnd  folgt  ick 

Die  GleichuDgeu  des  dem  Punkte  (a:^:&)  der  Parabel  entsurecheD' 
den  Radius  Veetors  sind,  wenn  wieder  X,  Z  die  ?eränaerlichfli 
Coordioaten  beiieicbneB  > 

.    ■  «) 

Bczcic  hneD  wir  also  jeden  der  beiden  von  diesem  Radius  Vector 
mit  der  Axe  der  Parabel  ringeschlossenen ,  ISO**  nicht  übersleic;ei]' 
üen  Winkel  durch  F;  so  ist  wegeu  der  Gleichungen  1)  und  ^) 
nack  den  Principien  der  analyt^selveD  4]»eometrie 
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•der  ^ 

\(a  ^ft)  (x  —  a)      {b     />)  (y  —    -f.  (c     y)  (<— c)| » 

und  folglicli  Deeh  dem  Obigen 

cos  F*aBl,  €08  F=d=K 

alio  r=  0  od«r  F=  180®,  welehet  «flenbar  nur  für  den  Scbeitel 
der  Perobel  gilt.  Daher  muss  man  in  der  oben  gefundenen  Glei- 
chung das  obere  Zeichen  nebmen,  folglich 


setzen^  wo  blo«;s  iuk  Ii  im  untersuchen  ist,  ob  diese  fileichunu  auch 
für  <ien  Scheitel  der  l'araLel  gilt,  was  aber  utieobar  der  Fuil  ist, 
da  diese  Gleichung^  eine  identische  Gleichung  wird,  wenn  man 
^ssa,  y—ßi  x  =  Y  setxt.  Also  gilt  ille  Gleichung  9)  oder  die 
dleicbnog 

10)  y  («— aj*-»-(^)»-+.(<r-y)»  ,  ( V ( jr— «) »-f  - (y- (a— <j ) • 

für  jeden  Punkt  der  ParabeL  V 

Um  die  Gleichung  9)  rational  zu  machen,  quadrire  van  auf 
beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens,  so  erhält  aiaa 

|(«_a)»  +  (Ä~/J)»-f.(e-^y)M  +  + 

=  { («  -     -i-  (//  -  §Y  4-  (c  -  r)M  • 

-*-2(«-^aj  (^-ffl  (Ar-a)  (y-i?)  . 

Der  Theil  auf  der  Ünkeu  i!)eite  de«  Gleiehbeits^icbeos  iiaun  uut 
folgende  Art  dargestellt  werden: 
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(  II 


I 

6 


I 


;i 

+  i  T 

i  I  i  •   '  ' 

2t  ^  T    (     I  I 

I  ^+  +  + 
+ 

I 


»xsl    I  I 


Hebt  man  dud  auf  beiden  Seiten  des  Gleiebheitszeichens  der  obigen 
Gleiebung  anf,  iras  aii^  aufteben  läset,  an  erbält  nmi^ 

sas4|(«-a)»  +  (Ä-/J)«  +  (<?-r)M  K<»-«)  i^-«) 
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:  -     '    ■     -t-He  —  y)  («  — «)  (»'-y)  («•  —  <»), 
■nd  bierans  ergiebt  lieb  Jpiebt  ' ' 

11)  (J: -'«)-(«-«)  (y-/»)f         ~  - 

=  4j(«-a)'  +  (4-/5)'-|-(e;-y)=|  !(«-«)  (^  —  «)  ^  . 

die  (iU'irlmriü:  <!or  Fliene  isf,  \rt  wchlior  iinsrrf  PnraW!  Jirgt,  so 
sind  liet'Cii  liciUe  («leicltuii^ca .  durch  welche  liieselhc  vollkommeD 
cliarnkterisirt  wird,  die  Gleichung^eu  11)  und  12),  und  zv^nfiBim 
den  neuD  ConetaoteQ         c;     ß,      ^>  ß>  C  hmewäSi"m 
deo  f^Iffendep  ^Gleichyng^l^;      ,  =  V   v  i  ,  ;^  ' 

Am  den  drei  GleichuugeD 

folgt     '  '  . 

Also  ist  offenbar    *'     '  -  "  ■  .    .    ■    .  i 

(a  — «)  (»  — y)  — (c  — (Of— ne)  ' 
=:-i?|(^-/Sj  (a:-a)-(«-a)  (y-/9)}; 

'vnd  tolglien  .  , 

M«!*  kalii»  itMt  die  Gleiehmtg  ll)'a0ek  noter  der  Form 
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4U 

oder  niiter  der  Form  ,^ 

 — jg)  f.r^.)  — (g  — ff)  (y  — ^){»  '  . 

«Erstellen. 

„    Weil  \/  («  -  «)« 4-    —     ^    _  y).        EntferoQDff  des  ' 
BrMiDpunkfs  vom  Scheitel  ist,  so  ist,  WOBli  wif  den  taSflietSr  m- 
serer  Parabel  darch     heMiehneo:  ^ 

und  die  Glelclmiig  U)  kaoii  dotier  ««ch  wif  folgeod!e.An  imsge«- 

drückt  wefdea: 

16)  (lH-.i»4.Ä»)  {{b  —  ß)  (or  —  aj -(«  —  «)  (y  — /?){» 
oder. 

17)  4(1+^»^^^)  \(l^ß)  (^-.£i)-(«-a)  (y-/J)J» 

Wenn  die  Ebene,  in  wefcbtr  die  Parabel  liegt,  die  Ebene  der  .xy 
,  ist»  SO  versdiwinden  die  Grössen  c,        uud  die  GieiciiuoK 

der  Porobel  wird 

18)  4j(^-^  (^-«)-(«-a)  (y-l-/J)J* 

'  Nimmt  man  den  ScbeUel  der  Porabel  als  Anfang  und  deren  Axe 
ols  Axe  der      an,  so  verscbwiaden  die  Grösw,  a,  und  die 

Gleicfattog  der  Porobel  wird 

'  19)4^y»  =  ^«^.  \ 

Weil  nun  aber  4a=(i  iat,  so  geht  diese  Gleicbung  in  die  bekannte 
gewdbiiliche  Form  '  ^ 

20)  y»ÄfiSr  ' 

der  Gleicbuntr  der  Parabel  über* 

Wir  wolleo  um  die  Gioicbung  der  l*x<g6ct«oa  imieiof  PofejM 
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im  Räume  auf  der  Ebene  der  xy  entwickeln.  Um  diese  Oloichung 
zu  fiuden,  mUsseD  wir  aus  den  beiden  vorher  gefuodeoeo  GleicLuo- 

Seo  der  Parabel  im  Ruume  die  Grösse  %  eliminireD.    Weil  D#ch 
en  Torigea  Paragraphen  bekaontlieh 

«  — — a)  +  i9(y— • 

Iii,  m  ist 

und  nach  13)  oder  17)  itt  also  die  Gleichung  der  Frojectioa  auf 
der  Ebene  der  xy  . 

4| (ir  -  «)« -4- - /?)» -f.  (i?  -  y)»  t 
Oller 

2»)  4(H.^»4-Ä')  KÄ-ft  (^-«)-(«-a)  (y-/?)t» 

Uoi  nun  eher  anch  noch    —     ZU  eliminiren,  hat  man  nach 
dem  vorigen  Faragru^hen  * 

und  fo^lieb 

sss«  —  a  H- —  a)^ -i- —  ^J^l, 

and 

=  (*-a)»+(^^iJ)»H.|(«^«)^  +  {^-^iif|»i 

•der,  wenn  der  Kürze  wegen  im  Folgenden 

» 

23)  0=r(«— a)^H-(^-/})^ 

gcaetxtwird: 

a  —  a-\-{c  —  y)^  =  ff  —  a  +  Jf0, 

so  dass  also  die  Gleichung  der  Frojpcfion  unserer  Parabel  im 
Räume  aui  der  Lbene  der  a:y  nach  dem  Obigen 
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=:4|(«  —  a)*  +  (Ä  — 

25)  4(l-f-^^H-Ä')  (^_ß)_(«-«)  (y-./J)J« 

i«t..  -  •  •     ■  • 

NehmeD  vir  il«n  Scheitel  {aßy)  dkt  i^iriM  Im  Raime  all  dti 
AnfaDg  eines  deifi  priqitifMi  Sy&U^  der  ^rya^  paralMeo  Coordi- 
Dafpnsystems  der  .^,f/,S|  an,  SO  ist  naeh  dar  Le^ia  von  dar  Ver- 
waadittag  der  Coordinaien-  ,  ■  .  ; 

.  26)  ^j=ar  — a,  — /?, 

■         '  .  •  •  ■ 

and  die  Gleiclmnp^en  24)  ui^d  25)  lassen  sieb  .also  auch  nater  der 

folgeaden  Form  darstelleo:    '  «  '         .  ^  ^"^^  ' 

27)  (l-H^»  +  iff')  K^-j^)a:.~(«-a)y,J» 
—  4|(«^a)i  +  (^^j9)»-|.e>) 

nod  j       .    »  • 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass .  wem  f  den  Ncigangswinkel  der 
Ebene,  in  welcher  die  Parabel  im  Räume  liegt,  gegen  die  Ebeoe 
der  bezeicboet,  nach  den  Principien  der  anaijtischea  Geome- 
trie bekanntlich  .  - 


cos  l*  = 


ist»  ao  dass  Baa  also  die  ßlaiebnngeu  27)  und  28)  auch  unter  der 
folgenden  Pom  darstelle  kann: 

s4eo«  d*t(^^*a)«+(^^^)»H'^N 
und 

30)4t(Ä^«^.-{«_«)y,}« 
s=/a»  eos  d*K«— «•+-^0)^i  +  (Ä— iJ-*-/^0Jy»i. 

Denkt  saa  aich  diese  Gleichoag  gebdrig  entwickelt  und  anf  Natt 
gabracbt,  ao  aiad  die  Coefficienten  von        ^i*»  ^tft  Tespectir« 

4(^  -  ß)\  4(4i  -  a)».     8(«  -  a)  (Ä  -  /?), 

und  da  nun  offenbar 
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lit«  10  ilt  iiscil  der  allflr«aela«ii  Theorie  Uer  Linien  des 
zweiten  Grades  die  Projeelion  vnserer  Parabel  im 
Räume  auf  der  Ebene  der  ;ry,  und  eben  lo  natttriicb 
aucb  deren  ProjecHon  auf  der  Kbene  der  m  nnd  aaf 

der  Ebene  der  i^x,  eine  Parabel. 

Um  nun  die  Protection  auf  der  Ebene  der  jry  etwas  irenauer 
in  untersuchen,  müssen  wir  zuerst  die  folgenden  allgemeinen  Be- 
tracbtangen  Toraveiebicken. 

j 

Wenn 

Jjp*  -4-  Bf*  -h^Cvy     Dop^i' ßy-^  TssO 

die  alljgemeioe  Gleichunpf  einer  Parabel  für  rechtwinklige  Goordi- 
Daten  i8t^' und  man  will  die  Coordiaaten      q  de»  Brenaanakts, 

und  die  Gieicliung 

der  Directriz  dieser  Parabel  fiaden;  so  bemerkt  man  sogleicit,  dass 
nach  dea.Principien  der  aaaljiitcbea  Geometrie  das  Quadrat  der 


Entfernung  jedes  Puaktca  (jty)  der- Parabel  van  dem  Brenn- 
punkte (pq) 

und  das  (Quadrat  der  Entfernung  des  Panktea  üetA  der  Parabel 
von  der  Directrix                       *  '  -  '  ' 

ist.   Weil  nan  bekaaatlidi  jeder  Paakt  einei;  Paiabel  vom  Brenn- 
^pnakte  eben  so  weit  eatferat  ist  wie  von  der  Directrix.  so  erbilt 
ma  die  Gleicbaag 

oder  aacb  gehöriger  Eatwickelnng  die  Gleicbnag 
welche  offeabar  mit  der  gegebOlidta  Gleichnag  . 

TMi  lU.  27 
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identisch  sein  mmmy  wodurch  man  tu  den  €i»]g^deii''Glebliinig«i 
ffefiilirt  wird :  , .       i  i 


Soll  nav  dnt  %ei|ieii'oriten«131#iolmn|feB  xv  genügen  i« 

-  Stasde  aelo,  to  muw  offenbar 

^  A*  ■  ' 

alio  C*z=AB  oder  :  •  v 

lein,  welclies  nach  der  Tfiporie  der  Linien  des  zweiten  Orades  bcjp 
kaouttich  wirklich  der  Fuii  ist,  da  die  durch  die  Glelciiuüg 

cbarakterisirte  Carve  nach  der  VoraH^vetMOIgieine.Pftodiei  4itk  Zb 
der  BestimmuDg  \ou  Jü  hat  maa  also  -lu-r 


I    •  •  • 


31)  i<=  :j,  je  =4 • 
-  .  Kan  ist  nach,  dem  Obigeo     '  :  '  .  '"•  '       .•  ' 

folglich,  wena  man  ^dirt,  :  •  , 


alio 


 ^1        A  4-  (.1  4-  itf' jA». 


Weil^  DOD  nach  dem  Ohigen 
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ist;  80  ist,  wie  a[ch  auf  der  Stelle  ergiebt^  wenn  'man  dies  mit 
dem  Vorhergehendea,  yerg^eichtj 

also  ."•        .   *        '•■".-'.»  .  '  • 


Näch  dem  ObFgeh  ist/  wie'm'iii^crck  toet*;^  "  " 


•»  ,  . .    !  ■  I  . 


y _  /?'  -I- g»  —      -f- ^)/^         •   «  •  •  ♦;;n'':'.v 
Endlich  erhält  man  nun  mittelst  der  Gleichungen 

für  die  Coordinaten  y  des  Brennpunkts  leicht  die  folgenden 
Ausdrücke:.^        :     .|  '*>--■.    ':   -  .»  i  -f 

•.•':.  '"•;       )         ^'■•'2€nE-{^A{D^-^E*)  —  hiA^B)AF^-   «  ' 

I.  Ulf«, 

oder 

i_      {AE  ^tp)f>^  {AD  4-CE)E  —  4(^  4-  ff)CF 
hi,A  ^  E)  (AE  -  CO)  » 
•      ■ '  V  (/Ig  —       g  —  (AD  ^€g)^-i-k(A-i-  B)AF  • 


Für  F=iO  ist  '    ■•   ."'^^  .'v 


35) 


 {AB  —  CD)D  -f^  {AD  -I-  CE)E 

^  4U  -i-  ß)  {AE  —  CB)  * 

 .  2CDfS-{.A{D^^B*) 

^"7      ^{A-^ß)  {AB^CD) 
—      Uig  -CD^E-  {AD -»> C«)^ 

Von  dieteii  Fomeln  wolhn  irfr  mtn  jfl«  foIgMiden  /LBW^adnomi 
■nf  di«  ProjectioB  nnimr  ParuM  Im  Rwim  '««f  mt  Bben«  mt 

•♦.^  .  ■■• 

Die  Gleichung  30}  der  Projection  auf  der  Ebene  der  gieU 
gehörig  eolwickelt  '  *  ' 

—      cos  *'  (</  — 

-I»»  «M  (t-.$-t.ft6\f,, 

wofür  wir  der  Kürze  wegeu 

37)  0  SS  ftv.  •  +      «  *i- 84Lr .y,  +  2>jr| -f^  . 

schreiben  wollen,  wo  die  Bedeutüog  der  Sjmbol«  St»  %      Z)«  ^ 

voo  selbst  erlieilen  wird. 

€■  tvent  die  Oleicintiig  der  DlieetrU  der  Phn^edia  avf  der 
Ebene  der  sp^  xa  finden  üben,  wir  neck  35)  dte  folgeiidea  6tei> 
cbnngeQ: 

Fuhrt  man  nan  für  §1,       X),      ihre  aus  dem  Vorhergehenden  be- 
kannten Ausdrücke  ein,  so  erhält  man  auf  der  Stelle 


nnd 


»"wie 
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«i4  folglich»  irail  BMii  f.  2. 

*  =  (•—«)» H-(^--/?J'-t-öS 

I 

♦ 

«b4  naeb  15) 


(4» «)i  4.      ^ /O«  +  9«  »  AI»» 

ist: 

Abc  lit  ii»^  dm  OMgvn 

 '  A^ß 


oder  I 

 s_  , 

oder 
oder 

41)  («-«)  = 

oder 

die  Gleichung  der  Directrix  der  ProjectioB  der  Pmbel  im  Räume 
»af       Ebene  der  ^* 
Aucb  ist 
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^»         /u*  cos  f  M»- 160»  !iw  '  ^  * 


  ,    j  ,     ^»   ■  /u^  cos  t»^160* 


w        V    »I  |f  II*»  "    .  Ii  »   t  .  .  1  It 


vnd  folglich  auch 

^      «— .    /**  cot  t» me»  . 

44)  (— «)  (*_«)  +  (*_/»)  (y_ft:t=_eli£Li^ti2S;. 


oder  *  '      .  •  ■ 


die  Gleicbang  der  Dlrcrfrtx  dor  Projection  ao^  dcJf  Ebene  der  ^jf. 
Die  Gleichuog^  4ier  durch  die  Punkte  (a//)  und  {(f.ß)  gehendeo 

geraden  Lfnie,  4,  i.  die  OleiliLa^g  der  Projection  d^r  Axe  der 
ferabel  iia  Räume  auf  der  £be<ie  der  ory,  ist    >  ■ 


■  »\  *  • 

ist,  so  steht  nach  bc  k  ann  ten  Pri  n  c  Ip  i  e  n  der  analytischen 
Geometrie  die  Directrix  der  Projection  der  Parabel  im 
^UttLG4Ui£.ii!£l'  Ebene  der  ^  auf  der  Projection  der  Axe 
der  Parabel  im  ftHnnie  auf  dar  Bbene  der  d?y  senkre^bt» 
und  die  Projection  der  Aze  der  Parabel  im  Raume^»«^ 
der  £heoe  ipr  xy  ist  daher  jederzeit  ein  Onrchmcsser 
der  Pri^j-e-ctto^  der  P'^i^'«!^  im  Jlai|j|ie  aaf  def  ||:be^<{ 
asy^  odeV  tier  Ajre  dies'i^r  Projection  [Mirirtiel« 

rr-  i;  ^ ,  J'> n.»  .1' -  - -».^  .  i;  * 

,^  'üm  npo  ferner  die  Coordioaten  des  Brennponkti  der  Pro-« 
l^ctioD  aer'tPaf^iA  ik  ' llalhi^  ~Stif  ' ILer  Mm  der  asy  su  findeo,  - 
baben  wir  nach  36)  '  ^  a,., 

-fl     -r-  i  " 

'  -V.  >.  ■»  .1-       .  ,  J     ,  »♦■.•. 
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,  /s:  ^  ]  i  \     r  I  r  r  ' 

^  ^  <  '  '  '    '  i 
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5»  ^  U  '»»^  '         1  r  k  ti4  ' 

I  I  ©  ®  •    :  ö  ^  ^ 

-  ^  ^  t  'S  '       I  I  I  'S: 

„  e  —  S  ^    '  ^  !    •  2 


I  I 


II 


Weil  nun  ferner 

ist,  80  ist,  wenn  p,  q  die  Coordinaten  des  Brennpunkts  der  Pro- 
jectian  der  Parabel  im  Räume  auf  der  Ebene  der  xy  in  Beiug  ftof 
das  primitive  System  der  xy%  bezeiclmen»  nach  35) 
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Am  den  vorliergeheDiieii  Fonatln  erhält  naii  .daUßb  leiehte  Recli 
snog  ^  . 


51) 


od«r 


m 


Aucli  liodet  mao  leicht  -  ^(^   1  il  ' 


9'  . 


^  -  Zf  -    V     -  -  : 


oder  +  -u.  T  +i-      !    !  r   !   [F'  •  .  . 


54)  1/(^1  —  0)^-^ 


I 


5  J= 


T>nhfr  kanu  man  nuili  42)  tiie  Gleichuni^  der  Dirrrfrix-  dor  Pro- 

der  tüigeudeu  t  ürm  durstelleD:      -'S  "-^      —  ^j?' *  ' 
.56)  («  —  a)      _  «)  -f-  (i^  —      (y  ^  ^ 


1^  1«"  ^ 


Oio  Äxe  iler  Projpftion  <!rr  Parahcl  im  Raunie  geht  durch  den 
ßrf  Tiii])iinkt  {p(/)  und  i^L  uacli  §.4.  der  durch  4io  Puuk.te  (iv^j  UO<i 


oder       "^'^  ~vN: 


»» » . 


(«)(•-«>  (y-/J)-(*-«(af^a)  , 

•       '  =(«-«)  (y-/?)-(y-/»)(^-a) 

die  Gleichunc^  der  Axe  der  Projectioo  auf  der  Ebene  der  sy. 
Führt  man  nun  tür  p  —  «  und  -7  — /S  ihre  ohen  fj^efundenen  Aiil* 
liriicke  ein»  so  erhäit  man  für  die  Gleichung  der  Axe  leiolit 
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59)  («r-a)  (^~«) 

oder 

60)  («-«)  (y~/?)-(Ä-/9)  (.r-a) 

2co8  •»  l(a^a)     —  a  + -rfö) -|- - /J)  {6-^ß-^Me)\ 

Eb  ist  aber  .t 

'  («— «)  («  — a+^6|)^(Ä  — i^)  (Ä  — iJ-hÄ©> 

und  .  V  • 

=s  1  (4»  —  a)i?  —  (Ä — 

61)  G^r-ce) 
/i»  cos           — g)^-H(i^->/S)/?{        — a)g  — 

die  GleichuDg  der  Aze'der  Projection  der  Parabel  in  Raiina  anf 
der  Bbene  der  ofy» 

Nach  56)  ist 

{a  -      (.r  —  a)  -4-  (//  ~  ^)  (,;/  ' 

die  Gleichung  der  Directrix  der  Projectinn  der  Parnhel  im  Räume 
auf  der  Ebeoe  der  xy^  uud  foIgUcli,  wenn  wir  den  Parameter  die- 
ser ProjectioD  durch  /i,  bezeictiDeo,  da  die  Entfernung  des  ffreaa*  ' 
punktp  TOD  dar  Direttrix  der  halbe  Parameter,  d«  i.        iiti  aacb 
den  PriDcipien  der  aiif4jtii€k«n  4»»0m«M»e»<  «iai.vi»»  fi»d#|v: 
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Nm  iit  Uber,  wie  mi«  leicht  fisM,  ,Bttelr  19)  ' 

eot 

ttB4  iiaeh  $8) 
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cos  t* 

Also  ist,  wie  man  durcb  leichte  RechnuDg  findet, 

1       **  '       •  1 


• 


I.  > 

mid  folglich  •  - 

'  fA*  CO«  t» 

MtrlUMclitl) 

oder 

cos 


Es  igt  Dun  noch  tthrig,  die  Coordioaten  des  Scheitels  der  Pro- 
jectiop  der  Parabel  in  Räume  auf  der  Ebene  der  ory  zu  fiodeo, 
wozu  man  auf  folgeadem  Wege  gelangen  kann. 

W0Btt  wir  4er  Mräe  wegen  '  ^  ^^ 

«nd 

MtMi,  M  iM  «teil  41)  ttod  60) 

(a  — o)      — a)H-(^  — iJ)  (y  — /J)  =  — it  cos  s» 

(4-«  (^-, «)-(«-«)  (y-«=:-Ä'  eee  <• 

die  GleichuDgen  der  Directrix  und  der  Axe,  Bexeicbnen  wir  «Iso , 
durch  p\  if  4ie  Coordioaten  des  Durcbscimittäpuükts  der  Directrix 
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uod  der  Axe,  so  ha^en  wir  zur  Bestijiuntui|^,  dies«?  C«ordiiiftl;|eB 
4ie  beiden  Gletchniifi^: 

«u  denen  sidi  •  ...  ■ 


erffiebt.  Hat  mao  mitteljt  dieser  1  urmelo  p'  uod  ^  gefiioden,  so 
eiCäit  mv  die  CoordiMpb  deeSebeitela  der l^ojtflli«»  4eiP 

Parabel  im  Baomo  •  au^er  Ebene  der  ^  .matlelst  der  belLaantcB 
Fotrmeln  •  *  p  •  \; 

da  nämlicb  der  Scheitel  einer  Parabel  jederzeit  das  zwischen  der- 

Dirrctrix  und  dem  BreODpunkte  lieefenJe  fStück  der  Axc  hnlblrtl 
Die  weitere  Kiitwickelua|;^  dieser  Formeln  wollen  wir  dem  Lfeeer 
ttberlasaeii»  -  -         -      ,   —        t     i  -it 


/  4  • 


"        t  1 


i. 


in  I 


Besondere  '  Umformungen  des:  iileichuDg  der 
Flttchen  d^s.zweitei^  Grades^  ne^t  einigen 

Anwendungen  derselben.  . 

'  ^'   Herm  L^  |ttossbrugger  -^'  -"=  ä 

Lebver  der  Hathematik  an  der  Kantonsschule  sn  Aaran. 


I,   ^jne  Fläqhe  zweiten  (^rf^^Jes^  deren  ^(jlleicbYQ^  ^ 


!  1  j  ..«'ir 
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tat,  kann,  wenn  wir  dfejeni^en  Falle  fmberücksichtiget:  lassen,  in 
welchen  sie  in  eine  Linie  des  zweiten  Grade^s,  oder  io  ein  iSystem 
?on  zwei  Geraden  iiberg'efat)  nur  in  ein  System  swvier  reeller  oder 
imaj^inär«?  Ebenen  degeneriren;  |n  dieiem  Fall  aber  mmn  die 
Clleielinnff  1)  die  Foa»: 

aBBttaen,  es  maas  daber  ancb  dieae  mit  der  Glblebung  1.  identiacb 
sein.  Dorcb  dia  ldentificifirüqg  beider  erbalten  .irir  Jolgeqde -Be^ 
itimniiDgagleicbungen  für  die  Coef&cienten  • ,  •  •  J: ' 


.  *  ,\    .1.»/    mI]«  -  r.  »     or»»    ^  '        ,  i\     njf  • 


1  •  k 
I 


Von  diesen  nann  Bedingungsgleichungen  reiclien/  deelia_-apf 
■tiauanDg  der  CoefilicienteD  c,  a\  h\  d  bin ,  und  wir  er! 


Be» 

erked- 

nen  sogleich,  dass  respectire  m%  ks'fA^^i%4  die-, .Wundn  foU 
gender  Gleicbungen  sind:  \  -  ' 


SB' dass  wir.  also 


'.I  >!."»"l« 


•  '  ■        C     MC^^^JB^  £.     ^g^'^^^  'to-  r.hn  '.0. 

baben.  \ 

Wir  können*  aber  ancb  dia  drei  letzten  Gleicfanngen  in  3. 

unter  die  Form: 

.  Vi  . 

bringen.  Diese  sind  nur  in  dem  einzigen  Fall  wahr,  wenn  die 
Gleichung  1.  ein  System  zweier  Fbenen  ausdrückt;  in  allen  übri- 
gen Fällen  werden  die  Verbindungen  der  Grössen  auf  der  linken 
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Seite  des  Gleicbheitszeiehetts  dieser  GleiehoDgen  nicht  gleick  Noll 
sein,  londero  andere  reelle  oder  irnnginäre  Werthe  haben.  Beseich* 
nen  wir  diete  retpefsttva  nlt  fi^,  p"',  p\  so  haben  wir  aUgemein: 


7. 


A 

Dadurch  geht  aber  die  Gleichung  1.  iu  folgende  über: 

-f- V -H      =B  0  . . . . .  8L 

Diese  Gleichung  kanti,  wie  wir  10  eben  gei«igt  b«baji»  jede  Fliehe 

xweiten  Grades  ausdrücken. 

11.   Führen  wir  die  in  I,  5.  gefundenen  Werthe  von 
a\  ,  *  *  in  die  Gleichungen  7.  ein,  so  erhalten  wir: 


2\AC"  -- A'lk ^ AC)  jjn ^Tig) { 


9. 


Daher  folgt  aneb,  daai  die  Gleiehiiog  1«  1«  «in  Sjitea  sweier 
reelle«  oder  imaginären  Ebeneo  aatffrilekt,  wobd  aioio  Weitbe 

voo  p'^  p"t       gleich  Null  sind«. 

Betrachten  wir  die  Glcichiing^pti  in  I.,  3.  ^twas  genauer^  io 

ist  IID8  klar,  dass  zur  [{cstimmung  der  Coefficienten  3,   

nicht  beliebige  secLü  vud  jenen  neun  Gleichungen  aussrelesen  wer* 
iieo  können,  sondern  dass  eine  solche  Wühl  gctroÜeii  werdea  muss,  ' 
daia  Jeder  von  Jeeeii  CoeffieieBten  siue  weoigetee  in  swel  reo  den 
sechs  zu  wählenden  BestiflimuDa^sgleicbiingen  vorkommt;  data  daher 
eine  allgemeine  umgeformte  Gleichung  für  die  Flächen  des  zweiten 
Grades  nicht  nur  allein  die  Form  8.  haben  kann.  Wie  viele,  und 
welches  diese  Formen  sind,  wollen  wir  jetzt  uoterflachen«  Setzen  ■ 
wir  daher,  um  abzukürzen: 

4en  Bncbatoben     atatt  der  Gleichung  mt^^-ji 

«     -     -  *       -  <i4-«'ip-p» 

t  - 

ftAT 
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die  Buchfttaben  iuß)  statt  der  Gleicbang  «^'-1-0'^  =  ^; 

(ay)    •     -  '  - 

und  bemerken  besonders,  dass  jede  der  Grössen  <»,  ^.  r,  .  . .  . 
wenigstens  in  zwei  von  den  sechs  ausiuwählenden  Gleichungen 
vorkommen  muss .  so  ergeben  sieb  uns  folgende  Combinationen  je- 
ner  seclis  («leichungen ,  die  den  eben  gestellten  Forderungen  ge- 
nügen, 

TOSak  r. 


•  •  •  •  IVi 


{(ay)  ({ßy)  Mar) 

((«/?)  («y)         ((«/?)  («r)         ((«ft  («/') ) 

((«rttfrt        'Mißr)  'mCM* 

(«r)  (M;  m 

(«/)  l(«/5J  («/)  ,  ) 

(a/J)  ißrh  Mäbhaß)  (ßy)  ,   W^i  \(aß)  (ßy)  , .  S  VK 

k^r)  ißr)  (ßr)  ' 

$mt  (aß)  («rti  m^Uaß)  (ßrh  m\  .  • .  VII'. 

S5atc  (««  Haß)  (ßy)-, . ..vm 

die  (<^)  (ar)  (fr)  

Die  Aniahl  dieser  Feibiiidungen  sind  in:  r 

r.j  II'.;  Hr.;      fV'.;  V'.} 

^-1.2.3.4.5»        1.2»    1.2.3'    Ii. 2. 3"*"^* 


1 .21  ' 

?r.;  Vit'.;  VIll'.s  IX'. 

i3.2.1      »    3.2)  .  «   ii«!      q  1:2 

Ii. 2. U.2.i"*"*-1.2J»  ^•1,2» 
IIL  ^ 
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Diw  54  BestimmuiigBarteB  der  CoefficieDten  «r,  ^,  o', . . .  •  lai- 
seil  ehtfi  10  viele  rormen  zu,  unter  Tvelcbe  aie  Gleichung  I.  1. 
ffebraebt  werden  kann.  Bezeichneii  wir  daher  -s -4- -f- -f- c 
«U  Jf  und  x  +  o'^'-i-^^M-«'  nit  so  sind  dieie  Gieicliuogs* 
formen  folgende: 

4  )  Mi\  -h  ^     4-^  ^'"•^  =  ^  5 

5'^  MA^p'^  =  0; 

S')  j!fA^-+-  //.r//  +  ^'^  =  0; 

9)  3tN-^  p  a:'  >f-  p  y  4-  /»'"o:  =  0; 

IV)  MN-^  pf^  4- p'y 4- f '"^ = O5 
12)  -H  p"a:y  =0', 

13  )  Mi\  4-        -4-    »  -h        =  ^  i 
U)  iVA^+       +      -h  I»  y  =  0 ; 
15)  MN^p'M  f^'  »  =  0; 

IT)  ^IN-V-p'tf^  H-      4-;>">/ =  0; 

18')  MM + ^'y* + p^y  -i- =  ö ; 

21)  ilfiV  H-       -4-        4-  p"afy= 0; 
22')  MN^p'y»  4-    >:5  4-  ;/    =  0^ 
2a')illA^4-;''^4'|»'*4-y  =0i 
24*)  4ril^4-;»'Är«4-;^^+;^'"=0; 

«5)  iirii^4-^^«+;'  y4-;»'"=Q5 

«e'j  ilfiV4-;^  i'Ä4-p'>y4-;?"  =0; 
2T)  Mi\-\'p'y%'\'P  '^-^p  '  =  ^\ 
'm)  MN-^p'tP^^p'y^P^ 
«y)  JIW+;/SPH-;>"«y4-;»"'=0| 

aiT)  p'^""  4-    .r«  4- 0; 

31')  il/iV4-       4-      4-       =  0  J 

32)  il/A  4- f»'^'  4- 4-/>  >  =  0; 

33)  4fAr4-;9'ar*4-;»>S'+/»"«=sO$ 
34^)  Jflir4- -l-f  V*  4-;»*'«?= 0} 
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35')  MN-\- p'a:^  4-  p  'yz  -h p"'y  =  0; 
36 )  Mi\  ^p  a;^^  p' +  p'"f%  =  0; 
37  )  MH^pY  -i-|^>H-|i"'jP  =  0; 
38-)  j|fA-h|,v+l'''j»+;»'"^srO; 

390  ilfiV-*-  pY  + -4- V =0; 

40')  MN  -4-  ;/y »  4-  ;/':ry  -f-  ;> ' «  =  0;  ■ 

41)  j|fJVH-;^y'-Hi9^^yH-p'"^=0;  , 

43^)  JKy H-  V*  -H  P"^»  H-  /''^^y  =  0 ; 
W)  MN'\-p'a:*-\'p"jC'\'p"'=z^l 

45')  J/iV  -f- f*'^?»  -H  =  0; 

470  iKiV-f-p'y'+#^'*-l^/»"'s=Ö5 

480  Jl^^-I-       +  /^"y  +     =  0 ; 
49')  ^/iV-+-//y^  4-//.ry-f-/?'"  =  0; 

520  iVA^H-  ;>'y'  +  P^'^*  +  ;^"^y = 0 ; 
530  MA-h  pY  +  P"^^  -^p"'  =  O  j 
54')  MA'i'p'jcjf'hp"y-i-p'"a;=:0. 

In  jeder  dieaer  Gleicbnogeo  haben  jedoch  die  CoefUcienteii 
P',  p",  p'"  nieder  andere  Werthe,  welche  jedeamal  ähnlicb  wie 
die  bei  I.  7»  8,  und  II.  9,  beitimt  werden  mosaen. 

III.  Wir  w'ollen  untersuchen,  zu  welchen  Resultaten  diese  Um- 
waodlung^en  der  allgemeineD  Gleicbnog  1. 1.  der  PlXcheo  d«8  iwei- 
ten  Grades  fiibreD  köDoeo,  und  daher  jene  anf  die  Bestimnung  der 
Dnrchsclinittsriirvrn  zweier  Solcher  Flftebeo  «pwendeo. 

Ks  seien  daher: 

a »  H-  Äy*  -4-  Gr»  4-  %A'a:y  -+-  %Ba!%     2  C'y%  \ 


die  Gleichungen  zweier  solcher  Fläcbeo,  welche  wir  wie  io  I. 
unter  die  Formen: 


}  . .  • .  11. 


'(A  +  ay4-Äa?  +  <?)  (« -t- »'y /^'^  4- c  ) 

-t-  J»'«y     P^ly  4-  p"'x  =  0 
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Äebracht  haben,  und  wo  die  Coefficienten  <7,  r,  ar',  V.  c\  p\})%f' 
hier  von  den  in  1.5.  und  11. erefuiidf  neu  Wertiien  nur  darin  ver- 
schieden sind,  dass  in  diesen  u4  =:\  jresetzt  werden  muss,  um  die 
Werthe  von  jenen  sn  erhalten.  Die  Wcrtbe  von  ce,  a\  ß', 
n*^  vf^  ergeben  sieh  ans  jenen  von  ^,  t«  w«^  wenn  ivir 
respective  Ib^  ^»  o.  w.  statt  ,  A\  u.  s.  w.  schreiben,  < 
Uneben  wir  bei  llen  Gleichungen  12.  Und  13.  die  Bedingnigfs 
dnss; 

|i'=3i',  /r=Jf*'}  U. 

sei ,  so  lassen  sicti  diese  nach  Jl*  9.  auch  durch  folgende  Glei' 
chungen  auadriiciien ; 

35'^"  —  B'A"  -i-  C"  —    ±  —  C)  {A"*  —  J})\  _ 

-  ,  }  =  0 ...  It. 


=  0,..  11 


Wir  erhalten  uoter  den  in  14.  oder  15.  IG.  17.  gegebenen  Bedin- 
gungen, durch  Subtraktion  der  Gleichungen  12.  und  IJ.  tolgeode: 

Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,  wenn  zugleich: 

a)  =0  and  x-f-ay  -^/^or  =0 

b)  «-f-^V  +  ^'^+^sO  -  *H-ii'y  +  /rar-f-y'=Ol 

c)  «  H- «ry -f- ^.r -4- c  =  0   -   » -h  a'y-f- /J'ät -|- 0(  *  * 

d)  « -f  -  ö'y  4-  b'a:  -|-c'  =  0    -  »-|-ay-|-/!?vr-f-y=0 

ist;  je  surel  zasaninieDgebSriffe  dieser  Gleichungen  driickes  die 
reelle  oder  imaginäre  Dorcbscnnittslinie  zweier  Ebenen  «ns>  eise 
solche  Durcbsehnittslinie  befindet  sich  daher  auf  der  durch  die 
Gleichung  18.  ausgedrückten  Fläohe,  diese  enthält  auch  nlle  Dnitli- 
achnittslinien  der  Flächen  12.  nnd  13. 

IV.  Durch  die  Annahme  irgend  einer  der  vier  BedingongCB 
in  III.  19.4  werden  die  Gleichlingen  12.  und  13.  auf  folgende^  rt- 
ducirt: 

Diese  sind  aber  wegen  der  Bedingung  III.  15.  identisch,  und  jede 
befriedigt  sowohl  die  Gleichung  12.  als  13.  Bs  drückt  die  Gleichung 
20)  einen  hyperbolischen  Cylinacr  aus.  dessen  Achse  mit  der  Aclise 
der  4  parallel  ist«  und  dessen  Basis  in  der  Ebene  der  aeif  lieft- 
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Beide  Flächen  12.  and  13.  werden  sich  daher  aUch  aut  der  Oher« 
dache  dieses  Cvlinders  schneiden.  Da  wir  unbeschadet  der  lillei- 
chuDgen  15.  lÖ.  und  17.  den  roefnrienten  der  GleichuDg  13.  noch 
verschiedene  Werthe  beileg-en  konuen,  weicht'  doch  den  letztge- 
uauuteu  ^euü^eu,  so  gebt  daraus  hervor:  Duää  es  viele  Flächen 
zweiten  mades  g^ebt,  die  sich  onter  den  io  15.  16*  und  17.  ttusge* 
drückten  Bedingungen  auf  der  Überiläebe  des  Cjlinders  30.  schnei- 
den, und  dass  ferner  je  zwei  jener  Flächen  eich  jedesanl  noch  in  einer 
andern  Fläclic  zweiten  Grades  durchdringen,  deren  Gleichung  die 
Form  18.  hat;  und  dass  endlich  aneh  jener  Cylinder  20.  die  letztem 
Flächen  iu  solchen  Curveu  scJineiden  wird,  die  zugleich  Durch- 
schuittäcurven  der  ersterwähnten  Fläclien  sein  werden. 

V.  Betrachten  wir  die  Gieichuneren  von  1'.  bis  54'.  iu  IL,  so 
küoneu  wir  ohne  ähnliche  (Jniersucbuugeu  zu  widerholen,  folgende 
Resnltate  herleiten: 

a)  Bs  kSnnen  mittelst  der  Glelelinnffen  II.  1'.  2'.  3'.  5'.  6^.  14'. 
ly.  lö'.  18'.  W,  W.  21'.  23'.  25'.  W.  5t.  29'.  30'.  32'.  33  .  35'. 

ZT.  38'.  40\  41'.  42'.  43^  wie  in  IV.  Systeme  von  Flächen 
des  zweiten  Grades  gefunden  w^erden,  welche  sich  alle  auf  eineV 
|f|äche  zweiten  Grades  (0  rtsf  läc  Ii  e)  schneiden,  und  es  wer« 
den  sich  von  diesen  uut  ähnliche  Art  wie  bei  den  in  IV.  bestimm- 
ten I  )ii(  hef),  je  zwei  uocli  auf  einer  underu  Fläche  zweiten 
Grades»  äcbueiden,  die  vorhin  genannte  Ortsfläche,  und  je  eine 
diieser  letztern  werden  durch  die,  mittelst  der  gehörigen  Annahmen 
heitininiten  Flächen»  ebsrakterisirr. 

h)  Ebenso  können  aus  jeder  der  Gleichungen  II.  $'.  9'.  10'. 
ir.  12'.  13'.  17'.  24'.  28'.  31'.  Z^.  kW.  47'.  49*  51'.  52'.  53'. 
54'.  Systeme  von  Flächen  des  zweiten  Grades  gefunden  werden, 
welche  sieb  alle  auf  einem  Cy  lind  er  (0  r  t  s  c  v  II  n  d  e  r)  zweiten 
^^radea  schneiden,  aucii  werden  sich  von  den  Flächen  dieses 
Nystems  je  zwei  noch  .auf  einer  andern  Fläche  zweiten  Gra* 
deä  schneiden. 

t)  Ferner  können  mittelst  der  Gleichung  Ii.  4'.  Flächen^  gefun» 
den  werden,  deren  sämsitlicbe  Dnrehsobnittscunren  in  swei  fike* 
n'e'n  Hegen,  von,, welchen  eine  die  Ebene  der'^  ist,  und  die  an- 
dere dnrch  die  Achse  der  a:  geht.  Die  Gleichtingeu  7'.  und  22'.  die- 
sen zur  Bestimmung  von  Flächen,  deren  erstere  sich  auf  einer 
durch  die  Achse  der  %  crebendeu  Kbcnc,  und  die  letztern 
sich  auf  der  Ebene  und  in  einer  durch  die  Achse  der 
3i  gehenden  Ebene  durchdringen.  Endlich  lassen  sich  mittelst' 
der  Gleichungen  II.  44'.  48'.  Flächensysteme  bestimmen,  von  wel- 
chen die  Durchschnittscurveu  der  erstem  in  zwei  mit  der  Ebene 
Aer  y%  paraHelen  Bbenea  liegen;  die  Darehschnittscnrven  der 
letztern  sich  aber  in  swei  mit  der  Ebene  d-er  m  narsllelen 
Ebenen  beünden.  In  allen  diesen  in  c)  angegebenen  Fallen  nnss 
die  FläAe  111.  18.  in  eine  Ebene  degeneriren« 

Vi.  Wir  wollen  schliesslich  noch  zeip^en,  dass  die  Bedingungs> 
gleichuogen  in  III.  15.  16.  17.  identisch  sind  mit  jenen,  welche  wir 
erhrtlten,  wenn  wir  die  Relationen  zwischen  den  Coefücienten  der 
GleicLungcn  von  den  Flächen  Hl.  10.  un<i  11.  oder  III.  12.  und  13. 
eufsuchen,  welche  statt  finden  müssen,  wenn  beide  Flächen  zu- 
gleich, von  zwei  sich  schneidenden  Ebenen  beriihrt  werden  sollen. 

Da  wir  bei  den  Torherffebenden  Untersnchnngen  Aber  die 
Wehl  der  Coordinalennbenen  M«ina  besondere  Bestinnun^en  ge- 
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maeht  haben,  so  können  wir  jetzt  die  Ebenen  der  arx  und  y«  so 
wählen,  dass  sie  die  Fläche  Iii.  10.  oder  111.12.  berühren.  Wir  tindeu 
für  die  Oleichung  dea  »ScbniUs  der  t^eae  der  jrs  mit  der  Fläche 
10.  folgende: 

I  ■ 

Soli  die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Curve  in  einen  Punkt 
(den  Beriiiirungspnokt),  oder  in  ein  System  s&weier  Geraden  (in 
weichen  ebeufulis  eine  Ebene  von  einer  Fläche  zweiten  Grades  be- 
rührt watdaD  kain)  degeaaifraa»  ao  aiHaa  bekMuitlich  iai  «rataa 
Fall: 

— C<0 

nnd 

uod  im  zweiten  Fuii: 

aaia;  dieie  Relationen  ailaien  zwischen  den  Coeffieiantan  der  Glei- 
chung 10.  statt  finden,  wenn  die  durch  sie  ausgedrückte  Fläche 

von  Her  Kberie  der  J73t  berührt  werden  soll.  Ebenso  erhalten  wir 
für  die  Bediu^ninucen,  dass  die  Ebene  der  von  der  Fläche  10.  ia 
einem  l'uukt  taugirt  werden  muas,  folgende: 

und,  (lass  die  Fläche  10.  von  der  Ebaie  der  ||Gi  io  einaai  ^jrateai 
zweier  Geraden  berührt  werdea  aeil: 

Endlich  ist  bekanntlich  die  Gleichung  einer  Ebene  ^  die  einen 
Kegel  in  einem  Punkte  (a/^  ^,  %')  berührt,  folgende: 

(«'-f.  cy-i-  iro«  -I-  (cv-h  B^-^Jfa^\ 

wo  die  berührte  KegelAäcbe  aelbst  daireb  die  Gleichung: 

a»  -HÄy»  +  Co?»  -h2^'ary-|-2Ä'^»H-2C'ya=0  • ...  27. 

«usgeürockt  ist. 

Der  jClcicbang  20,  wird  aber  Geniige  galeistet,  wenn 


I 
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,  ist.   Elimiiiiren  wir  aus  diesen  Gleichungen       ^,  %\  so  erhalten 
wir  zwischen  den  CoeiEcienten  i^,      A\  u.  i.  w*  folgende  Bedin» 
>  gungsgleichnng: 

(ircy— ^» — (ä*» — r)  (c*» — ^  =sO  . . . .  28. 

Auf  gleiche  Art  erhalten  wir^  wenn  wir  bei  der  Fläche  11.  die 
gleichen  BestinimuugeD  macheu,  wie  so  eben  bei  der  Fläche  10t, 
und  ebeutalls  eineu  Kegel  uunehmen,  desseu  Gleichung: 

+  j^y«  +       -I- + 3(1'^  =s  0 . . . « 29. 

ist,  nod  diesen  von  einer  Ebene  berühren  lassen,  folgende  Rela- 

tiuueu: 


•  •  •  •  90« 

•  •  • ,  31. 

-  ^)  (r» 

-J))=sol 

•  •  •  •  82« 

(Cr  — 33")»- 

•  •  •  •  33* 

1 « • 

Aus  den  Gleicbungeo  22.  23.  24.  25.  26.  27.  28.  29.  30.  31.  32. 
33.  34.  erlialten  wir  aocb: 

B^A"  —  C"  ^  —  C)  {A"^  —  Iß}  =.  0 

f 

B  (  '  —  ^'  =p  V^(n  ^  -  C  )  (C'*  —  B)  =  0 

—  ^'  =i=    (SB  »  —  d)  C^'^  —  2))  =  0. 

Ziehen  wir  die  erete  dieser  GleteliangeD  von  der  fierten»  die  zweite 
VM  der  fünftes^  niid  die  dritte  voo  der  secbiten  ab«  te  erbalteo 
wir  folgende: 

* 

 .    1  =  0...  35. 

=5= !/(»'» -C)  («*»  — 2»i  , 

^'a*    Cr^«  4-  i^'^  -     d=  l/'l  6^'»  —  ß)  (A»*  —  Z^)  I 
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Diese  Gleichungen  sin4  aber  die  nernllchcn  ,  welche  wir  iu  III.  15. 
16.  17.  gefundea  haben.  Wir  srlien  also,  dass  die  iu  II.,  III.  und 
IV.  ffefundenen  Sätze  von  deu  liediuguugeu  abhängig  sind,  dasä 
die  Fliehen  in  III.  10. 11.  oder  HL  12. 13.  zofrleieb  voo  den  Ebenen 
der  M  und  f»  berührt  werden.  Die  Glei(  lumg  37.  driekt  die  Be- 
dingung aus,  dasB  die  beiden  Kegel  in  27.  und  29.  von  den  re- 
spectiven  Flächen  10.  und  11.  Asymptotenkegel  sein  müssen.  Die» 
ses  Wcdige  wird  hinreichend  seiu ,  um  zu  zeigen,  wie  mannigfach 
sich  die  Untersuchungen  über  diel  Ftachen  des  zweiten  Grades  mit- 
•lelst  der  in  II.  gegebenen  Umformungen  der  allgemeinen  fileicbirag 
dieser  Flädien.  venrielfiiltigen  iMsen. 


Synthetischer  Beweis  der  Incommensurabilität 
zweier  Geraden,  die  sifsh  ivie     :  1  verhalten« 

Von 

Herrn  Proiessor  C.  A.  BreUcliiieider 

in  Gotha. 


Synthetische  Beweise  der  iucommeasurabilitat  zweier  grerader 
Linien  sind  für  den  Unterricht  iu  der  Geoinetrie  immer  von  Nutzen, 
und  ea  ist  nur  zu  bedauern,  dass  deren,  so  viel  mir  bekannt,  nur 
erat  nwei  vorhanden  eind,  von  denen  der  eine  das  Verh&ltoiie  der 

Diagonale  des  Quadrates  xu  dessen  Seite ,  der  andere  das  Verhall» 

niss  des  Rreishalbmessers  zur  8ciic  des  eingeschriebenen  Zehen- 
eckes betrifft.  Ich  hoffe  daher,  dass  der  nachfolgende  Beweis  der 
Incommensurabilität  der  Seite  des  gleichseitigen  Dreieckes  und  sei* 
ues  Höhenperpendikeis  den  Lehrern  der  Geometrie  nicht  uuer- 
wflnaebt  aein  vrfrd. 

Es  sei  JBC  (l'af.  V.  Fig.  7.)  ein  jg^leicbscbenkligee  Dreieek, 
in  welchem  der  Winkel  an  der  Grundlinie  30**  beträgt,  so  ist  be- 
kannt, dass  ah  Seite  eines  gleichseitigen  Dreieckes  und  jiC 
als  -f  des  zu  lUm  gehörigen  Üöhenperpendikels  betrachtet  werden 

kann,  und  dc  mgemäss  da«  Verhältniss  jiB  :  jiC=z  \/i  ;  1  stattfin- 
det.  Man  mache  nun 
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C^B^  =  ß^C^     .  ß^C^^Aß^ 
s.  w.  s.  w. 

so  iäsit  lieb  leickt  iiadiweuea,  dus 

i^i?,  ^B,C,=  CC,  =  C,^,  also  iBcb 

^Aß^=ß^Ct  =  C,ß^ 
a.  s.  w. 

%AC  >AB  >AC 

AC  ^AB,  '>AC, 
\Aß^  >  w^/r,  >  ^C» 

U.  8.  W. 

Mto  «US.  Es  fillica  daher  aothweadig  folgende  dleidiiiiigeD  statt: 

Aß  =    AC  -^AB^  oder:  AB  =  AC  '\'  Aß^ 
AC  =%C^ß^^AB^        AC       AB^^  AB^  . 
\AB^  =s 267,  Ä,  H-  AB^         Aß^  =  %AB^  H- %AB^ 
\Aß^  =  %C^ß^-\-Aß^         Aß^  =2Aß^  -h%Aß^ 

II.  8.  W.  Q.  8.  W. 

Es  foifft  hieraus,  dass  die  IVIessung^  der  GruudÜDie  AB  durcli  den 
Schenkel  immerfort  einen  Rest  lässt,  wie  weit  man  auch  die 
Tbeilting  jedes  voraugebeudeo  Restes  durch  deu  uächstfolgendeu 
fortsetaes  mar»  d.  b.  dass  Grundlinie  und  Sehenkel  ineommensnre- 
I.  Bild< 


bei  sind.  Bißet  man  ans  den  Torstehenden  Cileiebungen  anf  be* 
kannte  Weise  einen  Kettenbrueb»  so  findet  man 


^-1  +  -!-  ^i+klü^i/T 


etc. 

^  wie  aus  andereu  Gründen  bereits  bekannt  ist.  Der  ffeuüietrische 
Beweis  des  vorliegenden  Verfahrens  wird  sieb  filr  Anfanger  aai 
'leichtesten  ffestalten^  wenn  sMin  nach  den  Mittelpunkten  D^D^  n.s.w. 
der  Ahaehnitte        Aß^  n.s.w.  die  Geraden  C^D^  u.8.w. 

«eht   Denn  dann  ergiebl  sich  augenblicklich,  dass  die'Jfireief.ke 
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nod  «niMnlMi  JBCooAC^DtCoAC^B^oo  iLB.w.Min  wliMn. 


LH- 

Algebraische  Lehrsätze,  welche  zu  beweisen 

sind* 

■  • 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Sehl ö milch 


Für  jedes  gerade  m  ist  immer 
ferner 


1    .  .    -  /T^ 


Pfir  ein  migerades  m  |[^teii  dagegen  folgende  Gleiebnngen: 


m—\ 


1»)  (»I»  — S»)) 
U*  —  !')  (wt»-^8^)(m»  — 5»)  .  i 

Sämmtliche  ReHbett  werden  eo  weit  fofftgeeetzt«  bis  sie  von  selM 
ebbreeben. 
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Nimmt  man  for  m  einen '  beliebigten  Brach,  so  werden  die 
Reibeo  anendlii^b  nnd  ihre  vSummen  häoig^efl  dann  von  transcenden» 

teo  Grössen  ab;  welche  sind  diese? 
^  Für  jedes  beliebige  a  und  ß  isti 

Ein  spezieller  Fall  dieser  Summimnff  ist  bekannt.  Wenn  nämlicli 
fi  so  ist  4"  ®&>^  äehtor  Brnch,  nnd  ebenso  sind  r» 

zm»9  •  •  •   T    Kehle  Bräche.    Geht  man  daher  zur  Gräoze  für 

wnchsende  si  über,  so  wird  die  linke  Seite  eine  nnendltche  Reihe 
und  auf  der  rechten  nähert  sieb  die  Grösse 


als  ein  Produkt  unendlich  vieler  ächter  Brüche  der  Nall.  Man 
hat  daher 

^  wie  auch  der  Herr  Herausgeber  des  Archivs  in  einem  Aufsätze^  in 
Crelle's  Journal  aTiö;egebcn  liat.  '  / 

BezeicUueu  uir  die  Biuuuiiulkoeiüzienteu  irgend  eines  Expo- 
nenten ^  mit  /io,       ^2  u.  s.  w.  so  ist  for  jedes  o  und  ß\ 


A  •    •  •••mm 

  -Pi   \ 

Ist  eine  der  Zahlen  p  ganz  und  positiv,  die  andere  nicht,  so 
führt  obige  Gleicbunff  die  Summe  einer  unendlichen  Reihe  auf  die 
einer  enolichen  suritä. 

Ist  M  eine  ganse  positive  Zahl»  et  eine  heliebige  Grdsse«  so 
hat  man 

rt-f- 1  .  a-f-2  .  .  .  . .  «-+-»8 
'    1  .  ff-f^  w-f- 1    2  ■  a-Hyi-f-2    3  .  f <  -f-  //  -f-  3 

eine  Relation  zwischen  dem  Wertlie  eines  endlichen  niid  eines  un» 
endlichen  Produkts.  (Die  Punkte  vertreten  der  Kunu  wegen  die 
Stelle  der  Parenthesen«) 


I 
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LIU. 

Verschiedene  Bemerkuageu. 

Von 

Herrn  R.  Wolf 

Lebrer  der  Matheoiaük  au  der  Realschule  zu  Bern. 


m 

I.  Trots  de«,  dait  in  Mverer Zeit  die  baraoniiclieii  Bigvnaelitfteii 

allgemach  EingaDg  in  deo  geometrischen  Unterricht  finden,  bebe 
ich  noch  in  keinem  I<ehrbuche  der  Physik  den  folgenden  Satz  gefun- 
den: Beim  epbäriscb  en  Holilspiegel  sindßild  undGegen- 
stand,  in  Bezi(>biing  auf  Mitte  und  Mittelpunkt  des  Spie- 
gels als  zugeoriloete  Punkte,  einander  harmonisch  zu- 

f eordnet,  —  einen  Satz,  ana  dem  meine  Schüler  seit  Jahren  mit 
er  grösBtcn  Leichtigkeit  rieb  Recbenflcbaft  fiber  dai  Spiegelbild 
geben,  —  weit  leichter  als  aus  der  überall  mitffetheilten  Formel, 
ans  welcher  dieser  Satz  unmittelbar  erhalten  wird. 

II,  Praktisch  nicht  unwichtig  ist  die  Aufgribr:  4  Punkte 
ji,  JB,  Cj  J)  Cfaf.  V.  Fig^.  8.)  liegen  in  einer  Cerad«  n;  man 
hat  die  Distüo^  a  der  Punkte  A  und  B  und  die  Üistuox 
h ^kt  Punkte  C  und  D  ffemeasen,  so  wie  die  scbninbafen 
Distanzen  a,  6^  y  der  4  Punkte  In  Bexiebun^  nnf  Irgend 
einen  Punkt  JE,  Wie  gross  ist  die  wahre  Distnns  a:  der 
Punkte  B  und  C,  Sehr  leicht  ergiebt  sich  die  Lösung  auf  fol- 
gendem Wege:  Noch  den  ersten  Lehren  von  den  projcctivisrhen 
Eigenschaften  (siehe  meine  Lehre  von  den  geradlinigen  Gebilden 
u.  s.  w.  Pag.  56.  Formel  53)  erhält  man 

m       "    X  sin  a  sin 


m-^-b^Jc'  k       sin  (a+^-H}^)*  «in>)r 

und  iiierau«»  ■ 


.   ^  ^— .      g-f-^    I  «        sin  /9  sin 

— ~    2  'S  ^  ^  sin«  sin  y 

Führt  man  nun  zur  Abkürzung  . 


ein,  s<r  erhält  tan  gnnn  einfacb 
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II!.  In  einem  Dreiecke  ace  (Taf.  V.  F\^.  9t.)  werden 
zwei  Winkel  a  und  e  durch  die  Liuicu  af/  und  6e  hal- 
birt;  was  für  ein  Dreieck  ist  es,  wenn  a(I=z6e  wird? 
Diese  Frage  stellte  vor  einiger  Zeit  Herr  Professor  Steiner  in  Ber- 
Up  »n  veraekiedeBe  Matbevatiker  mit  der  Beiierkiittff,  dast  aie  g«r 
■ieht  to  leicht  zu  beantworten  sei,  als  es  zum  Anfang  scheine,  nnd 
dieselbe  kam  seither  auch  mir  zu  Ohren*  Es  ist  nun  allerdings  von 
.  selbst  klar,  dass  das  gleichscheaklig:e  Dreieck  die  durch  die  rra^ 
erwähnte  Eigenschaft  hat^  dagegen  nicht  so  ganz  leicht  zu  bewei- 
sen, dass  kein  anderes  Dreieck  dieselbe  Eigenschaft  hat.  Da  auch 
ich  zuerst  mehrere  Wege  fmchtlos  fand,  so  will  ich  hier  denjeni* 

S^n  «ttbcllen,  *der'  atfcn  loai  Ziele  filiHte.  leii'  ging  van  den  bei>. 
en  folgenden  Bülfssätzen  mmt 

1)    Zwei    Dreieckssciten    verhfilten    sich   wie   die  Abschnitte, 
welche  eine  ihren  Winkel  hälfteude  Linie  auf  der  dritten  Seite 
,  bildet.  * 

2}  Dag  l*roduct  zweier  Dreiecksäciten  ist  gleich  dem  Produkte 
Jener  Abaehnitte,  Tenaebrt  mm  daa  Unndmt  der  bftlfimiden  Linie.  ' 
Hneh  dea  «rsteren  Satse  bat  man 

ce  *  ac      m       ac  •  ce 


Naeb  dfm  iweiten  aber,  mit  Bttlfe  dieser  Wertbe,  Ist 


jr  j\  .      ^  »ac.ae 

aw  •  ««s=  i«d(ce  -         •rf'ss  ^-^^^j:^  H- 
me.C«:=ci(^»c-ci)  +  ^k»S=l-^^~^  +  i»^ 
mmi  Vmm  folgt,  nter  TonaiMtmig  itm  md,  •  <*, 

■ 

T      ce  ac  , 

>^  eine  Gleichheit,  welche  nur  für  ac^=:ce  oder  für  ein 
gleiebsebenkliges  Dreieck  richtig  ist;  denn  wäre  n.  B. 
mc^ee^  so  wäre  auch  ar0-f-a0>>c^-f-aptf,  nnd  um  so  mehr 

ac  re 


'  md  es  wfirde  somit  obige  Gleicbheit  die  Ungereimtheit  4*= — 
^  geben. 

IV.  Ganz  kürzlich  Imbe  ich  eine  von  Praktikern  angewandte 
Rectification  des  Kreises  in  Erfahrung^  gebracht,  welche  mir  gar 
nicht  übel  scheint:  Man  hii|[»ire  die  Sehne  aif  (Taf.  V.  Fig.  10.) 
des  Vierteikreises  in  c  uüd  ziehe  cä^  so  ist  cd  nahe  gleich  der 
Länge'  des  Viertelkreises.  Für  den  Halbmesser  1  ist  nämlich 
edslfiSl  statt  =1,571.  Weon  also  der  Rndtns  gleich  einem 
Pnss,  so  betragt  der  Foblar  erst  eine  Linie,  nnd  am  kann  sich 
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sonr  l«icbt  di«  JRtgil  serkeii«  für  jedfltt  Fm  «um  Xasio  »ta- 

V.  Aufe^abc  für  dichüler.  Es  soll  ciqe  eiofachp  Ton» 
stmction  acgegebeii  weräcD,  nach  der  maD  eio  Dreieck  erhalten 
kann,  das  einem  gegebenen  Dreiecke  äJiniick  und  dem  libalte  Bach 
frfftcli«  n  m^;  «ioe         Zahl  oder  mm  Undk  min, 

VI,  Dia  beste  Werk  io  seisor  Art  atbeiDt 

aein:  Geometi ische  Construetionen  von  F.  von  Eliren- 
herg.  Frankfurt  a.  M.  1841  fol.  Merkwürdig  ht  aber  die  Klo- 
leitiiDg  «u  jenein  Werke  zu  lesen.,  und  zugleich  zu  wisstn,  tlaaa 
jenes  Werk  eine  getreue  Cjuuie  eioeä  Cuustructiouswerkes  ist,  wel- 
cfcM  vot  vialan  JAren  der  MtMiBia  iBMieot^OlNiil  H.  iPt« 
ataWstl  aus  Zürich  für  seinen  Privatgebranoli  ««legte»  lud  dMA 
v«r  eioigen  Jahren  auf  unerklärliche  Weise  Terlorw 

Vir    Nichts  scheint  mir  fataler,  als  wenn  schon  in  den  Kle-  . 
meuteu  einer  strengen  Wissenschaft  dieselbe  iSache  veracbieden  be> 
BBOnt,  ju  derselbe  Name  für  verschiedene  Üiacheo  gebraiieht  wird. 

Für  den  Winkel»  den  ?wei  Ebenen  mil 'einandcur  bilden^  habe 
ich  Bia  einen  andeni  Namen  gebranebt  ala  den:  FlKehenwinkeL 
leli  könnte  ihn  heissen  Ebenen-Winkel»  könnte  dieser  Nene 
nicht  so  leicht  mit  ebener  Winkel  verwechselt  werden.  Ich 
könnte  ihn  auch  allenfalls  beissen  Winkel  an  der  Kante,  nicht 
eben  gerne  Kante  selbst.  —  Nun  nennen  ihn  zwar  Flächen- 
winkel:  Steiner,  Thibaut,  Press,  Hohl,  Külp,  Oiim,  Grüson,  u.  s.  w. 
Dagegen  nenneii  ihm  Keil,  ümpfenbacb;  RaameekeBwinkel 
CreUe;  N  eigungawinkel  zweier  Ebenen  Mollweide,  Grunert, 
BliHB,  Kriea,  Vcgei  o«  i«~w.;  Kante  Reae»- Haaaelt,  Eligel,  Bfokif 
II.  s.  w.  so^ar  Kanten  winket  Naumann/ 

Den  Winkel  zweier  Kanten  nenne  ich  den  Regeln  der  deut- 
schen :Sprache  gemäss  Kanten \vi u  kel.  Ebener  Winkel  >8t  mir 
nicht  bezeichnend  genog  dofür,  und  rückwärts  wieder  ;bu  ähnlich 
mit  EbeBen-WiBi^el.  Bben  so  weeig  LinleamBkei,  QBd  weaa 
dieser  Name  gebraucht  werden  soll,  so  ist  es  beaaer  ibB  stt  ge- 
braucbeu  für  den  einem  Fiäcbenwinkel  als  Maass  entsprechenden 
Winkel.  —  Nun  nennen  ihn  /war  Kantenwinkel  Steiner,  Pross, 
Külp,  u.s,w.  Daffefir**"  Eh  (  u  e  r  W  i  n  k  p1  MoÜweidp,  Hohl,  Grunert, 
Blum,  II.  8.  w.j  Linien  Winkel  Ohm,  Tellkampt,  u.  a.  w. 

leb  bin  bereit  Ansicbten  asderer  Geemeter  Iber  diese  NaiieB 
an  berücksichtigen,  wenn  nar  eine  StiuM  TerbernobeBd  bleibt^ 
»■d  dieaeiB  Umg  eio  Ende  m»AU 
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♦ 

MV. 

Eine  geometrische  Aufgabe. 

Von 

Herrn  &  D.  £.  Weyer 

Aasisteilten  an  der  Sterawurte  ni  Hamboig. 


Zwei  Vierecke  zu^construiren,  welche  eine  Seite  und 
die  beiden  anliegen  de d  Win  k el  gemei Dschaftlich  haben, 
wenu  bloss  die  Seiten  dieser  Vierecke  gegeben  sind. 

Die  Seiten  des  einen  Vierecks  seien 

d 

*  m 

f 

und  die  nnaiogen  des  andern 

>  -  ' 

b\  (P, 

*  wobei  ^  =  ^  als  die  gemeinschaftUehe  Seite  angfisnoiiiiien  werde* 
Die  Winkel  (Aussenwinkel) 

«»  /5»  ^  ^ 

und  / 

seien  so  zu  nehmen,  dass  ^  den  Winkel  bezeichnet,  welcher  von 
der  verhlngerten  Seite  m  und  der  Seite  b  «ebildet  wird  n.  a*  w«;  ao 
llefiert  die  Tetragonometrie  die  bekaniiteii  Forieeln 

iy«4.^»^a^^^2«^  eos  /--l-W  cos  l/?-i-y)  =  0 

i^*^6*^€f*^d^'h^U^6  coa/^+^^^cosj'H-SaV  coB(/J-l-y)=sO 

worin  ß  und  y,  als  die  an  der  Seite  6  liegenden,  beiden  Vierecken, 
gemeinschaftlichen  Winkel,  die  zu  findenden  Unbekannten  sind.^ 

Diese  Gleichungen  haben  die  Form  ' 

A-^B  €08  /}+rco8  ;^+co8  (/?-hr)  =  ^ 
A'-^-B*  cos  ß-^-C  cos  a'  +  coa  (iS  +  y)  =  0, 

wenn  aum  xar  AbkUrzneg  aeUt:  ^ 

•  % 

L 

1 

Digitized  by  Google 


SS        — T— ^» 

.  Die  Eliminatioo  giebt,  wenn  ^^j^=:=/uod  ^^^=.g  ge- 
■etst  wird: 

(1)  .  .  .  .  cos     =  g  cos  ß"\rf* 

Nach  der  Snbttitntim  di«ies  Werthes  in 

^-i-^  €08 /i+Ccos  r  +  cos  (/^-hr)  =  ^ 

•wird  hieraus,  wean  naii  noch 

.  «  . 

'and 

■direiht  und  nach  den  Potenien  ron  eoa  ß  ordnet: 

(2)  -f- (1 + 2««^ -t-«-»  — /*)  cos  /?• 


wohei,  wie  aus  der  Natur  der  unhekanten  Grone  erhellt,  nur  dii 
jenigeo  reelen  Wurzeln,  welche  acht^  Brüche  «ind,  den  Bedingun- 
gen der  Aufgabe  genfigen. 


Berichtignn  g.  ' 

Jo  Nr.  XI.  fies  Literarischen  Berichts  S.  Ii2  Z.  10  ie£c  man  Bon  er 
atmet  Bauer. 
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Literarischer  Berieht 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lehrbuch  der  reinen  Elementttr-Httthemätik  von  Dr. 
S.  H.  A.  Hprliop^,  Prof.  am  Gymnasium  z\i  Frankfurt  a.  M. 
Mit  151  im  Text  eioffedruckten  Fiffuren.  FrAukfort  m M. 
1842.   8.    1  TMr.  ' 

Enthält  <iie  gewöhnlichen  Elemente  der  Arithmetik  und  Aigebru 
hw  sn  den  quftdntiiebeD  Gleichungen,  ebene  Geonetrie^  Sfereonie- 
trie,  ebene  und  'apbäfiache  TVigonometrie  und  die  Lehire  yjio  den 
Regelechnitteo. 

Die  Forst-Mathematik  in  den  Grenzen  wirt  Ii  schaft- 
licher Anwendung,  nebst  Hülfstafeln,  sowohl  iür  die 
FersUeliltsu^ff ,  als  fiir  deii  täglicben  Poretdienst.  per 
Forstwissenstbeft  erste  Hauptabtbeilu  ng  von  Dr.  G.  k$* 
uig,  GroBsberzoffl.  Sächsischem  Oberforstrathe.  Zweite 
stark  vermehrte  Auegabe.  Gotba.  1842.  8.  STfair.  l^ggr.' 


Arithmetik. 


#  k 


BeucdoD,  eldmens  d'avUbadtiqne.  19^  ddit  Parii.  1842.  5  Pr. 
W.  Folter,  Elemente  of  Arilbnetic   l^nilon.  1842.  12.  2  ab. 

Elemeu:»  (l'uritlniietique  et  d'algehre,  a  l'u^age  des  ^coles  de 
Navigation  pur  Fuuruter.  Turne  'Z.  (Conclusioo)  Paris.  1842.    10  Fr. 

Sammlung  von  Beispielen,   Form  du   und  Aufgaben  aus  der  r 
Buchstabeoreclinung  und  Algebra  von  Meier  Hirsch.    6te  durcbge« 
sehene  Aufgabe.  >  Eeriin.  1841,  gr.  8.   1  Tblr.  8  ggr. 

14  . 
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Lebrbucli  der  BucLstabcurechaung  und  Algebra  voo 
A.  V.  Köller,  Pr.*Lieut.  mi<l  L«hrer  vier  Mathematik. 
2te  Abtheil.  Trier.  1842.  gr.  12.  (Urste  und  sweite  Ab- 
iheil.  HThlr.). 

.If'rome  de  la  I^ande:  Tablps  de  logfnrithifaes,  k  sept 
deciiu  a  I  es,  pur  J.  C.  Marie;  iirecedoes  de  plusieurs  tables 
contcuaut  les  caiculs  Ics  [ilus  usuels,  par  Ch.  E.  GaiU 
lery.   Bruxelles.  1842.   8.    1  Thlr.  6  ggr. 

t 

Tables  •(Lorerithms  eomaiHi  «nd  trigOBOttetricalf 

to  five  places,  1842.  8.  3  s. 

Logarithms  (four  figiirei)  and  Antilogarithms.  On 
a  eard.  1  s. 

SamÄluiiGf  n  r  i  f  Inn  r  t  i  s  c  ii  e  r  u  n  d  %lg;"e  b  rai  sch  er  Aufga- 
heu  voD  Dr.  Kr.  X.  l^uiiack.  Prot,  der  Matb.  und  Naturge- 
acbtchte  am  k.  Lyceum  zu  Diliogeo.  Augsb.  1840,  8.  16ggr. 

Sammlung  algebraifcber  Aufgaben,  welche  am  aehr 
aU  1200  Beittpieieo  ^ammt  den  Auflösuqgen  be«tiiht,  und 
worunter  sich  sehr  viele  Musteraufgaben  mit  deren  aus- 
führlichen A  iiflösungfen  befinden,  für  Schulen  und  zun 
Selbststudium  von  Dr.  Fr.  X  I'oilak,  Prof.  der  Math,  und 
Naturiresrhichte  am  k.  F^yceum  zu  Dilin^cn.  Der  SauiDi- 
iung  arilhmctischcr  uud  ulgcbraiiicher  Aufgaben  zweite 
Abt 0 ei  1  u  n  g.   Augsburg.  1842.  8.   20  ^gr. 

Diese  Aufgabensammlung  enthält  in  ihrer  ersten  Abtheilung 
einem  grossen  Reiehthüm  von  Aufgahen  xur  BucbstahenrechnuDg 
ond  zur  AnfliisuDg  gegebener  ^^eichnngen  mit  einer  und  ait 
mehreren  uiibek^innten  (?rössen  des  ersten  und  zweiten  Grades,  so 
wie  auch  zu  drr  l.pltrp  von  den  Proportionen  uud  Progressionen, 
auch  insbesoudere  zu  der  Lehre  von  den  io's  rneudliche  lurtlau- 
fenden  geometrischen  Heiheu,  was  besonders  zu  biliigeu  ist,  zu  der 
Lehre  von  den  Loguritliuien  uod  den  mit  Hülfe  der  LogarittimeD 
anftuldsendeq  Gleicbunp^en^  iu  denen  die  unbekannte  Grösse  ab 
Exponent  erscheint.  Binen  eben  so  grossen- Reichthum  mit  Helfe 
der  Algebra  oder  ^der  G!eiebung%n  auranlösender  «nsammengesctip 
ter  Aufgaben,  die  sich  auf  Verkommenheiten  des  gemeinen  Lebens, 
Gegenstände  der  Naturlebre  u.  s.  w.  beziehen,  enthält  die  zweite 
Ahtbeiluog.  Unter  derselben  befindet  sich  auch  eine  ziemlich  grosse 
Anzahl  von  Aufwallen  aus  der  unhestiinmten  Analytik,  aus  der 
Lehre  von  den  Proiiressiouen,  von  den  Loirariflinicij,  .'iiis  der  Com- 
binationslebre  uud  aus  der  Wabrseheiniicbkeitsrecbnung.  Du  uos 
die  Aufgaben  meistens  zweckmässig  gewählt  scheinen,  und  bbb 
bei^m  Unterrichte  eigendicb  nieht  genug  saieher  An%aben  s«  einer 
möglichst  reichlieben  Auswahl  haben  kannj  so  wird  auch  dieie 
Aufgabensammlonff  neben  den  ihrigen  bekannten  Schuften  dieser 
Art)  von  deneti  besonders  in  neuester  Zeit  eine  grössere  AnzaU 
erschi'  Tion  ist.  manchem  Lehrer  znweÜon  cfnte  Dienste  leisten.  Ins« 
besond(  re  ist  die  an  sieb  allerdings  treltUcbe  Summluug  von  Meier 
Hirsch  schon  so  viel  gebraucht  und  in  den  üaoden  so  vieler 
hchuler,  dass  die  in  neuerer  Zeit  in  griisseirer  Aniiahl  erscbieuesep 
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AvfgabensammluDgeo  jedeofalls  mit  Dunk  aißmoebmeo  sind,  weil 
sie  eine  ziemlich  (grosse  Anzahl  neuer ,  weon  auch  uft  freilich  nur 
im  Ausdruck  uud  den  numerischen  Outey  vmin.derUr  AufgabeOj  ' 
zur  Auswahl  hei'm  Unterrichte  darbieten.  - 

Ksrsef  L<!iitfa4eB  für  dem  Vertrag  der  höbertt  Analy* 

sis,  höbem  Geometrie  uud  analy tiscli«D  Mechanik  von  * 
Dr.  ü.  C.  L.  Lehmui«    Ali!  «iner  Figurentafel«  BerUa. 

im.   S.    1  Thir. 

Dieser  kurze  Leitfadeu  verdankt  den  Vorträgen  des  Verfassers  .  , 
an  der  vereinigten  Artillerie-  und  Ingenieur- Schule  zu  Berlin  seine 
EntstehuDg.  Vod  den  neueo  Uoteniichungen  übef  den  Reit  und  die 
Convergenz  der  Taylor^sclien  uud  Maclaurin'schen  Reihe  ist  nichts 
in  demselben  enthalten,  und  die  Darstellung  der  Priucipien  der 
Differpfitutlrechnung  entfonit  sicli  nicht  wesentlich  von  dem  von 
LagrMMLe  und  Lacroix  eingeschlagenen  Wege,  wodurch  denn  nn- 
türlic^Vuch  die  weitere  Begründung  der  ganzen  Wissenschaft  uud 
ihrer  Anwendung  anf  Geometrie  und  Mecliaoik  bedingt  ^Ird. 

Sammlung  von  matliema^£eiie^n,  namentlich  von  Dif* 

ferentinl-  und  I  ntec^ raiform e^ü  ^  nebst  den  Gleichungen 
u.  s.  w.  jener  kruoiinen  Liuien,'^die  am  häufigsten  Anwpn- 
duucr  finden.    Von  Joh.  Andr.  Schubert.    Dresden.  1842.  • 
H.  TThlr. 

Calculi  Variationum  I ntegralinili  dnulicium  exercitn* 
tiones.  Ai>ctore  Em.  Cabr.  Björling,  Phil.  Mag«  ad  Reg. 
Acad*  Upsal.  JHeehan.  Doc.   Upialiae.  1842.  4« 

System  elliptischer  Bogen,  zur  E rleicbteruug  der 
lutegralrecbnUDg  und  zur  Bestimmung  astronomiseber 
Grössen  bereebnet  von  Johann  Gottholf  Scbmidt,  KÖ- 
nigl.  Professor.   Berlin.  1842.   4.   2  Thir. 

Teber  die  au  sich  sehr  einfache  Kinrirbfnuir  dieser  Tafeln 
spricht  sich  der  Verfasst  r  in  §.  3.  des  Vorbenciits  (S.  III)  auf  iol- 
ffende  Art  aus:  ,,lui  Systeme  bezeichnet  v  den  elliptiscbeo  Bogen 
iur  den  relativen  Werth  der  halben  grossen  Axe  {a)  aad  der  liat* 
ben  kleinen  (^),  die  von  0,01  bis  1,00  fortsebreiten.  In  der  ersten 
Abtbeihing  folgen  die  einzelnen  Wertlie  Ten  <3r=:0,01  bis  «r==0,99 
oben,  die  100  VVerthc  von  //,  u  n  t  en  zur  Sei  tr,  für  jedts  Him- 
derttbeilcben    von  in    der    /.  w<'iten    die    von   6  =  i),i)i  bis 

^=1.00  oben,  die  lüO  VVertlic  vi»n  fi  unten  zur  Seite  und  die 
tiiipüäcbeu  Quadranten.  Dio^ Bogen  habe  ich  auf  15  uod  oft  auf 
mdir  Decimalen  lieredbnet,  Und  ihre  Richtigkeit  durch  Differenz» 
reiben  geprüft ,  aber  nur,  weil  es  hinreic]i<  nd  ist.  11  drucken  las^ 
sem  »ur  Erleichterung  der  Interpolation  sind  2  Differenzreihen  der 
Bogen  beia^cfügt,  welche  hinreichend  sind,  um  die  ersten  6  oder 
7  Decimaieu  df>r  Rogen  zu  finden,  und  (He  man  leicht  tortsetzen 
kann,  wenn  mau  uienr  als  7  Decimaieu  braucht.^'' 

VolUt&ndiges  Tasebenbucb  der  Mänz-  Maass-  und 
Gewicbts-Verbältnisse,  der  Btaatspapiere^  des  Wechsel- 

nad  Bank  w  esens  und  derfjsanzen  ;i  M  n  r  L  ä  n  d  c  r  u  nd  IT  a  n- 
delsplütxe.  ^iacii  d«a  Bedtirfoissca  der  Gegenwart  be<^ 

14» 
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arbeitet  von.Gkriat  Nobaek  und  Friedr.  Nebaek.  Leip» 

sig.  18i2.  8. 

KrscheiBt  in  Heften  k  1%  ggr.  Dw  dritte  Heft  iat  jetet  er-. 
Bchleoen.  '  * 

Wunderbare  ReebneDküDste.  Eine  Saa»ltDg  nueaf» 
leif  ner  nritbnietieeber  Kanetnnfgnben,  mter  kmimmiß^* 

rer  BerücksichtiguDg  der  Znaber-Qnadrate,  lil^elchte 

ihrer  mechanischen  Anfertigung,  und  des  Dominosf^iels. 
II.  s.  w.  Nebst  dem  Anhange:  Der  Kartenleger  zur  frohen 
c^esell.  Unterhaltung  für  Jedermann.  Von  C.  UJjbri.cbt. 
Quedlinburg.  1842.   8.    10  ggr.  '  •     i  t'.ie?f^:i 


Geometrie. 


Elements  of  Geometry:  cousisting  of  the  first  four» 
and  the  sixth,  books  of  buclid,  chierly  from  the  text  of 
Dr.  R.  Slinson;  with  the  principal  theorems  in  [>ro{)orr 
tion,  and  a  course  ot'präctlcal  geometry  od  the  ground. 
Also,  4  tracts  relating  to  circles,  planes,  and  solids; 
witk  one'on  enberical  iieoiietry.  By  Jobs  Marrlen.  8. 
Landen.  IS43.  10  eb.  «  d.  . 

Lehrbuch  der  Geometrie  von  Fr.  Wolff.  1.  Theil. 
Kbenc  fc^lementar-Geometrie,  Trigoa  ometrie,  Theilungs- 
iehre.  3.  verbesserte  Ausgabe.  Berlin.  1841.  gr» 8.  ITnlr. 
16  ggr. 

Die  ebene  Geometrie  nacb  Legeadre,  tob  Morits 

Beck,  Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu  Bern. 
Dritte  unveränderte  Auflage.   Bern.  1842.   8.    10  ggr. 

Ein  ganz  kurzer  Leitfaden  fiir  den  Schulunterricht  in  der  ebe- 
nen Geometrie  nach  I^endre. 

Die  Eleaiante  dejr  ifeoaietriicheB  Aabnlicbkeits-  nad 
Vergleichung8>  Lebre,  nebst  einer  eyatematischen  An- 
lage der  Elemente  der  Formhildung.  Zum  Gebrauch  für 
den  Unterricht  in  der  reinen  Geometrie  in  den  obern 
Gymaasial-Klassen,  von  Dr.  Ludwig  Martin  Lanber^ 
Profeiear  aad  Directar  des  Königlieban  Gymnasiuaia  sa 
Tbara.  Berlin.  1843.  8.  8  ggr. 

Die'se  kleine  Scfarifl;  besteht,  wie' schon  ihr  Titel  aagiabt«  aoe 
zwei  Abtliailungen.  In  der  ersten  e^iebt  der  Verf.  eine  neue  Dar- 
stellung der  Lehre  von  der  Aehnlichkeit,  wobei  er  von  der 
Ansicht  ausgeht,  dass  die  gewöhnliche  Definition  ähnlicher  Figuren 
als  solcher,  in  denen  alle  Winkel  gleich  sind  und  alle  ähn* 
lieb  Ii egendea  <SelteB  in  gleiebea  Ferbiltaieaen  an  eia* 
ander  etehea,  lo^ineb  falAcb  sei,  indem  sie  tolche  Merkaiale  ent* 
halte,  welche  sich  gegenseitig  bedingen,-  wie  a.  B.  in  einem  Drei- 
ecke scboB  die  tSeitea  propoftioalrt  ua'd,  waaa  aor  Uebaraiaatiau 
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mUDg  in  den  Wiokela  vorhanden  ist.  An  die  Steile  dieser  Defini- 
tiüo  älinlicher  Fig-uren  setzt  er  daher  die  iüliz;(Mide  neue:  ,,Gleich- 
naitiige  Formeü  liubco  einerlei  Bild nugsge^etz  (Form  im 
^Dgero  Sinne),  oder  ei&d  ähnlich  (c\:>),  wenn  solche  Ge- 

feab^esieliUDgett  swiiclien  gleiehDamigcQ  Blementen 
eseelbeb  statt  finden  —  oder,ancli  —  wenn  ihre  Con* 
structionen  se  ?ott  einander,  liii  mittel  bar,  abhängig  ge- 
maciit  werden,  dass  die  Formen  congruent  werden,  wenn 
sie  in  fiinem  linearischen  Elemente  ii  hcreinsti  mmen 
nod  gründet  auf  diese  neue  Deliaition  die  ganze  r>e!}re  vun  der 
Aeholichkeit  und  die  üe-wcise  der  übrigen  bekannten  damit  zusam- 
menhängenden  Sätze.  Die  zweite  Abtheilung  enthält  als  Anhang 
%vt  der  ersten  ^,eine  systematische  Anlage  der  Formbil- 
dnAg**  nämlieh  eine  svs^atisehe  Zasannienstelluttg  aHer  ' Re^ 
griflaneatimniungen  und  Sätze  der  Elementar  •Geometrie  bis  an  den- 
jenigen Abschnitten,  welche  in  der  ersten  Abtheiluug  vollständig 
behandelt  sind.  Ohne  hier  weiter  auf  das  Einzelne  eingehen  und  uns 
aof  eine  Kritik  der  Schrift  eiolr^ssen  zu  können,  glaimen  wir  docli, 
dass  dieselbe  der  Beachtung  allerdings  nicht  uuwerth  ist.  und  dass 
die  neuen  Ansichten  des  Verfassers  wohl  eine  genauere  Prüfung 
verdienen,  welcher  wir  dieselbe  denn  auch  hierdurch  empfohlen 
baben  wollen. 

inledniug  tili  Geumetrieus  (Jtbfniuff,  ^Jgg^^  uppu 
Eaclidis  och  Archimedis  Grander,  Samt  rämpai  efter  de 
8wenska  mätnings-aitten.  Af  Anders  Wikströsi,  Math, 
ocb  Log.  Lector  i  Calmar.  äjette  Uppiagan.  Orebro, 
Lindh.  8.  24  sk. 

Lärobok  i  Geometrien,  innefattande  grunderna  fÖr 
läran  om  Linier,  Ytor  (Planimctri  och  Landtniäteri}, 
solida  Fl2;iirer  (  S  tere  o  m  e  t  r  i ) ,  samt  de8kri|*ti\  (ieometri 
af  C.  J.  L.  Aliuquist.  Tredje  Upuiagan  Oiwerbedd  och 
Tillökad.   Stockholm.  1842.  8.   1  Rdr.  16  sk. 

Darstellung  der  Grundeigenschaften  der  Prismoide 
von  Job.  Heinr.  Trang.  M&ller.  Gotha.  1*842.  4.  6  ggr. 

Zwei  practische  Tabellen  für  Techniker  und  Mathe» 
■stiker,  aafgestellt  von  einem  Teebniker.  Altona.  1842. 

1^  8  ggrl 

Die  erste  dieser  beiden  Tafeln  enthält:  „Die  Kreisnmfänge 
Qod  die  Kreisflächen  in  Kreiszollen,  Quadratzollen  und  Quadrat- 
fussen ausgedrückt,  bei  gegebenen  um  die  beständige  Differenz  von 
TT  Zoll  wachsenden  Durcnmessern  von  \  bis  100  Zoll."  Hie  zweite 
'Tafel  enthält:  „Die  Oberfläche  und  den  Kubikinhalt  von  Kugeln, 
deren  Durchmesser  nm  die  Differenz  von  4  gegebenen  Maass- 
dobeit  bis  zu  12  derselben  wachsen.**  Unter  einem  Kreiszolle^ 
Wacher  Ansdruek  soitst  nicht  eben  ffewdhnlich*  ist,  versteht  der^ 
Verfasser  den  Flächeninhalt  eines  Kreises,  dessen  Durchmesser 
einen  ZbU  lang  ist.  Diese  kleinen  nnr  10  Blätter  fdllenden  Tafeln 
sind  auf  vier  Deciraalatellen  berechnet,  und  auf  schönes  starkes  Pa- 
pier mit  sehr  deutlicheii  Ziffern  gedruckt   lieber  ihre  Genauigkeit 
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kann  nur  ftfierer  Geliniueb  «Btoehclileii.  Sie  kÖDnen  M*m  U«l«r* 
riebt  bei  der  iielire  von  Kr«iie  und  xpn  4er  Kttgel  ah  BaEem^l- 
b9cb  gebmaclit  w«r^«o.  '  * 

Table  des  diametres  du  cercles,  depui.s  1  jusqu^a 
avec    airea  et  circonf^reaces  corre&^uu liuotes  par  J. 
Cochaux.   Bruxelles.  184iL   8.   8  ggr. 

De  panetiB  Biognlaribus   curvnram  alffebraicamm 
simplicis  cnrvaturae  disquisilio.    Aaetore  F.  N*  Ekman.* 
Farisiift  (Lipaiae).  1842.   8.   12  ggr. 

Specialen  d iaq uisi tionis  curTaruor,  qu%e  iis  quai'ti 
ordiais  aequationiba«  eontineatur^  in  quibni  quantita« 
tibas  yariabilibaa  or»  pares  tanlam  expooeatafl  triba> 
*antur.     Disaertatio   quam   ampt.   pliiiosopbor.  ordinta 

auctorit.ite  in  AcademiaVratisIuviensi  pr»»  «summis  in 
pbilosophiii  lionoribus  rite  obti neu dis  die  Xlll  M.  Aug*. 
A.  MOCCCXl.L  publice  defeadet  auctor  Joannes  Tbeophi- 
Ins  Mauritius  Jakobu    Vratislaviae.  4«   16  ggr. 

Der  I^reis  von  Plückers  trefflicben  Aoalytisch-g-eo  me- 
trischen  Eutwickelung-cn.     Essen.  1831.     2  Bde.     'i.  ht^ 
neuerlichst  durch  die  Vcrlagabaadlao^  YOU  5  Tblr.  20  Ügr.  auf 
2  Tbir.  herabgesetzt  worden.  ^ 


Piciküschc  Geometrie. 


Der  selbst)  (*h  rende  practische  Geometer.  Eine  po- 
puläre Anleitung  zur  ßrrccliiitjng  geometrischer  Flä- 
chen u  nd-  K  öit|)  e  r ,  zur  J^ösuug  der  i  ii  technisclien  Ge- 
werben V  0  £  k  ü  ui  me  n  den  geonietiiacheD  Aufgaben  und 
aun  pratttschen  FeHnedaea.  Zuaftcbst  für  Gewerba- 
leute und  Landwi«rtbe  bearbeitet  vds  F.  HerrnanUi 
Grimma.  1842.   12.  8  ggr. 

Handbucb  der  höheren  und  niederen  Messkunde  oder 
gründliche  Unterweisung  in  der  gewöhnlichen  Feld-  , 
meeskunst,  so  wie  zu  grösseren  geodätischen  Aufaab- 
men,  au  geographigcbeu  Triangulirnngen,  bartfmetri- 
geben  Uöhenmessungen,  zu  Nivellements  und  zur  Inatro- 
mentenlehre.  Nach  dem  neuesten  Standpunkte  der  Wis* 
.8en8«haft  bearbeitet  von  Dr.  Fr.  W.  Barfuss.  Mit  14  li- 
thographirten  Foliotafeln.  Weimar.,  1842.  8.  ^  Tblr. 
12  ggr.  .  ' 

Der'  Zweck  dieses  Werkes  eines  sehen  dnrcfa  mehrere  Arbci« 
teil,  lasbesondere  iu  Scbuidacbers  astroiiomiBdien  Nackridttea,  röban 

■  * 
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liebst  bekaooteo  \  erfassen»  ist  durch  seinen  Titel  iiiareicUeüd  lie> 
MiehiMlf  «od  wir  glaube«  dawelbe  Praktiker^  besoBilcrs  weg«R 
Mber  Deudicbkail  e«|ifebUn  zu  «liir&o»  wollen  Ab^r  auf  der  en- 
dero  Seite  aiieb  nicht  Verbebieuj  .wM  wir  lu  denselbeii  yermiMt 
haben.  Ziientt  scheint  uns  m  dMBelbi)|i  überbaapt  ein  sjstemati- 
scher  Ffidm  zu  feblcu  oder  wcnig^stens  nicht  vollstäudip^  fest  g*e- 
halten  zu  sein,  welcher  sich  durch  das  i^anze  Werk  Lindurrh  zieht, 
wobei  wir  Jedoch  s:cro  zugeben  wallen,  duss  es  eio^cnthumiiche 
ScbwicrigkcUt'u  liui,  in  einein  L<*hrhuche  der  (jlrodiisie  einen 
solchen   Faden  zu  verfulj^eu.    Üass  ein  solcher  möglichst  streng 

Sitenatieeliirr  C>ang  aber  ungeacbtet  der  praktischea  Natar  ^der 
odasie  daanoeh  vaa  der  grossen  Wichtigkeit  ist,  wird  auf- 
te  Stelle  einleuchten,  wenn  man  überlegt,  dass  nur  auf  diese 
Weise  der  Lehrling  eine  volUüiiidi^  deytliobe  Einsicht  in  die 
öffentliche  Mutur  und  den  eigentliclipn  Zweck  aller  g'endäti- 
^hen  Arbeiten  von  den  kleinsten  bis  zu  den  grössten  rrlnTinnn 
kann.  Feruer  scheint  uns  der  Verfasser  der  CoordinatcnmctLude 
cioe  zu  geringe  Aufmerksamkeit  gesciienkt  zu  haben,  da  die- 
selbe jedenfalls  für  die  Geodäsie  von  der  grössten  Wichtigkeit  iät, 
wobei  wir,  um  nur  etwas  SSnfcielUe  hervorzuheben»  n,  A«  an 
die  schöne  Auflasnogp  des  Pethenet'scben  Problema  yen  Ganss 
(AstroaoHiiache  Nntshricbten.  Nr.  6.),  an  Flansen's  schöne  Auf«« 
lösung  einer  andern  geodätischen  Aufgabe  (Astronomische  Nach- 
ri(liten.   Nr.  und    äbnliclie  Arbeiten    anderer  Mathematiker 

enuüern.  die  sich  alle  der  Coordinatcnmethodc  vorzugsweise  bedie- 
oen.  Ler/(<'re  Aufgrabe  und  die  von  Clausen  in  Nr.  4-50.  der 
iistrouoiaiacben  Nacbriciiteii  i^ei^ebene  graphische  Auilüsung  derselben 
hätten,  um  dies  beilauiig  zu  bemerken,  wulil  auch  eine  besondere 
Berücksichtigung  verdient.  In  einem  Werke,  wie  das  vorliegende, 
welches  nameDtlich  auch  eine  Darstellung  der  böhern  CSeodisie  lie- 
fern  ulid  eine  Anleitung  zu  geograpbisclien  Trianffulirungen  gehen 
seil,  wä^a  wohl  eine  allgemeine  analytische  Theorie  der  Feh* 
ler  in  ebenen  und  sphärischen  Dreiecken  ganz  an  ihrem  Orte  gewesen, 
wenn  aueh  der  Verfassor  allerdings  in  drn  einzelnen  vorkom- 
•Beuden  Fällen  dir  iiKJulirben  Fehler  imuier  berücksiicbfigt  und  in 
Rechnung  zu  nfhaieu  geielirt  bat.  Am  meisten  abt^r  LüLeu  wir  eine 
vollständige  in  s  Einzelne  gebende  Anleitung  zur  Ausführung  der  lu 
seneser  Zeit  lilr  alle  grössereu  geodätifohen  Arbeiten  so  wichtig 
gewordeneui  auf  die  Siethode  der  kleinsten  Quadrate  gegründeten, 
^genannten  Ausgleichungsrechnungen  veruisat.  da  dasjenige,  was  « 
über  diesen  hocbwiebttgen  Gegeostand  auf  8.  301— rS.  305  gesegt 
Worden  ist,  nach  unserer  Ueherzeugung  kcinesweg^s  zur  voHstänoi- 
gen  Belehruns;  eines  Geodäten  welcber  grössere  Arbeiten  snines 
Fachs  auszutuliren  beabsichtigt,  hiureicbt.  Nelnm  n  wir  nun  liierzu 
Qoch,  dass  das  U  erk  von  den  Lebreu  der  .siilikruiilisc  hen  IVigono- 
■etrie,  dieses  neuem  tiir  die  höhere  Geodäsie  so  überaus  wichtigen 
Tbeib  der  reinen  Mathematik,  so  gut  wie  gar  keinen  Gebrauch 
■nacht  *),  so  werden  wir  in  den  Augen  der  Leser,  auch  ohne  nun  ' 
Vd  eine  in's  Einselne  gebende  Kritik  einsnlassenv  gewiss  gerecht» 


Das  Wenige,  was  in  §.  18.  über  die  geodätische  Linie  gesagt  weiden 
ist,  kann  dieses  Urtheil  nicht  entkräficn. 
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fertigt  ene^ieiBen,  wenn  wir  4i«  in  deaMiben  i^egebM«  Dtiitol- 
long,  wenigstens  in  Besug  auf  die  btthere  Geodäsie,  liem  neecilea 
Standpunkte  der  Wissenschaft  nicht  ganz  entsprechend  ßnden  können. 

Auch  hem<>rkpn  \rir  noch,  duss  der  Verfiasser  gar  nicht  auf  die  Er- 
leiehterung  und  Abkürzung»  oft  wiederkehrender  Rechnnofren  durch 
Tafeln  Kücksiclft  genommen  hat,  so  wie  denn  z.  B.  in  tler  Lehre 
von  dem  Höhenraesseo  mit  dem  Barometer  4ie  Bereebnnoff ,  Kin- 
ricbtoeg  eod  der  Gebraaeh  der  trefBiebeo  GanitisebeD  Tafeln 
hätte  geseigl' werden  sollen,  die  aneh  leicht  lelbit  in-  das  Werk 
hätten  aiifcrenommen  werden  können^  da  sie  nur  etwa  den  Raum 
zweier  Seiten  in  Anspruch  genommen  haben  würden,  wodurch  der 
praktisebeo  Aii^ühnno-  tie^  haroüetrischcn  Höhenmessene  jedenfalls 
c^rosscr  Vorschub  geieiülei  wor<ieu  wäre.  Ungeachtet  dieser  Ausstel' 
liingen  wiederbolen  wir  aber  ^ern  «nser  Im  mngange  ansgespracbe« 
nee  Urlbeli,  dass  das  Werk  insbesondere  wegeu  seiner  durch  die 
meistens  sehr  ausführliche  Darstellung  bewirkten  Deutlichkeit,  unter 
den  im  Obigen  angedentcteD  Beschränkungen«  verdient,  von  Prak- 
tikern nicht  unbeachtet  gelassen  zu  werden. 

Bei  Gelegenheit  dieser  Anzeige  machen  wir  die  Leser  oocb 
darauf  aufineAsam,  daes  von  dem^ 

Traitd  de  Gdoddsie  par  Pnisiant.  2  vol.  in  4« 
in  diesem  Jahre  eine  >  dritte  Anegabe  (Preis  40  francs)  eracbienen 
ist,  iificr  die  wir  nücbstens  weiter  an  bericbten  Veranlaamngr  neb*  , 
neu  werden. 

L^Art  du  Nivellement  et  l'A|)plitcatiuo  de  cei  art  ä  la 
eonifrnetion.  des  rentea«  cbemne  de  fer  et  de  grande 
coinmunicatien,  par  S.  dn  ftrenii.    L  et  ^  Partie.  Partie 
IM2.  8.  4  Pr. 

Trigonometrisches  Xivcllement  der  Oder  von  tfder- 
berj^  unterhalb  Küstrin  bis  zur  österreichischen  Grenze. 
Ani  Befebl  des  KSniclichen  Pinans-MinisterH  ansge* 
.fflhrt  in  den  Jahren  1839  und  1840  von  C.  Heffmann-,  Ban- 
Conducteur  und  Bau. Referendar,  und  Cand.  Salzenberg*  ' 
Mit  2  Uebersiehtskarten.  .Berlin.  1841.  4.  .  2  Thir.  12  ggr. 

Beiträge  zur  tjicographie  Kurbessens  und  der  umlie- 
genden Gegend.   Zweites  Heft.    Kntbalteod  die  Messun- 

Sen  der  Jalire  1835,  1836  und  1837  nebst  der  definitiven 
ereclnung  der  i^anaen  Arbeit,  xnr  Gnindlai^e  für  die 
'weitern  Vermessungen  in  Kurhesseo.  Von  Prof.  Dr.  Ger- 
ling. Cassel.  1839.  (Brst  jetxt  in  den  Bnebbandei  ge- 
kommen).   8.   I  ThIr. 

Auä  ketuein  Üuche  wird  man  sich  mit  den  för  die  höhere  Geo» 
'  däsie  in  neneter  Zeit  so  wichtig  gewordenen,  hnf  die  Metbode  der 
kleinsten  Quadrate-  gegründeten,  sogenannten  Ansgleiebnnffsreeb* 
düngen  besser  bekannt  machen  können  als  aus  dieser  in  jeder  Be» 
zTphung  trefflichen  Schrift,  welclro  Niemand,  wer  sich  mit  afrössern 
geodätischen  Arbeiten  zu  beschattigen  beubsiclitip^t:,  unbeactitet  las- 
sen snilte,  und  dieselbe  kann  daher  iu  der  so  eben  in  Anree^ung- 

Sebrachteu  Beziehung  in  vrewisser  Rücksicht  dem  oben  augezeigteu 
nebe  von  Herrn  l)r.  Barfaiss'  nur  Ergänzung  dienen. 
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Mechanik.  . 


Verbuch  einer  tteuen  BegriloduDg  der  G run dielj re u 
der  Mechanik  ¥on  Joh.  Aodr.  Schubert,  Prof.  der  ma- 

.  theni.  WiesAsehaften  an  der  technischea  BildaDfraan* 
stall  zu  Dresden.   Dresden  and  Leipzij^.  1841.   8.   12  ggr. 

Der  Verf.  finde|fli|K  strengeren  Beweisföhrongen  des  Sataetf 
Tom  Parallelogramm^SR*  Kräfte  und  den  Uebergang  zu  den  von 
demselben  abhängigen  Gesetzen  weder  sehr  bequem,  nocb  efeg-nnt, 
und  sagt,  dass  dem  Anfäoger  namentlich  die  wahre  Krfassuntz;  die-  *  . 
ser  Grundlebren  ungemein  schwer,  ja  dass  mancher  hierdurch  von 
einem  gründlichen  Studium  der  Mechanik  ganz  abgeschreckt  werde. 
Deshalb  versucht  er  einen  andere  Weg  einzuschlagen,  indem  er 

'  snaielist  «das  Gartedaniscbe  ErSflenaass  aeweisety  hierani  dasPrin« 
cip  der  Tirtoellea  Geschwindigkeiten,  femer  die  Bestiianinng  dep  ' 
Mitteldrnckes  för  Drücke  in  einer  und  in  vemchiedenen  Ebenen, 
nnd  sodann  die  fibrigen  Lehren  der  Statik  ableitet.    £ine  Kritik 
dieser  Darstellung;  \n  "wissenschaftlicher  Beziehung,  namentlich  in 
Rücksicht  auf  Schärte  lier  Begritt'e  und  Beweise,  würde  hier  einen 
?iel  zu  ufrossen  Raum  einnehmen,  und  durch  blosse  kurze  Bemer- 
kungen köiiote  in  dem  Verf.  leicht  die  Vermuthung  erweckt  wer- 
den, dass  ihm  unrecht  geschehe,  weshalb  wir  dieselben  hier  lieber   ,  • 
amz  Unterdrücken  nnd  Ihllen  lassen  weBen»  Was  aber  die  vea  dem 
^T.  bePm  Ilnterriciite  ^Machten  Brfehrting^n  betrifft,  so  nifissen 
wir  offen  gestehen,  dass  denselben  die  nnsrigen  gerade  entgegen- 
gesetzt sind«   Denn  nach  uosern  Erfahrungen  haben  Schüler,  die 
roD  einem  gründlichen   und    strencfpo   Studium   der  elementaren 
Theile  der  reinen  Mathematik  zu  dem  Studium  der  elementaren 
Mechanik  übergingen,  sich  durch  die  strenge  Darstellung  des  Pa- 
rallelograitiTTies  der  Kräfte  immer  e:anz  besonders  befriedigt  g-e-     .  . 
fiihlt  *),  und  sind  gerade  durch  diese  an  die  Strenge  der  euclidi- 
wben  Geometrie  so  lebhaft  erinnernden  DacsteBnngen  gans  beson- 
ders SU  einem  gründlichen  npd  ansluhrlichen  Stodium  der  flfecbanik 
angeregt  nnd  für  dasseihe  gewonnen  worden,  indem  sie  bäufig  . 
fiberrnscht  waren «  >gana.geg[en  ihre  nicht  selten  vorgefasste  Mei-  ,^ 
iiung,  in  der,  einen  so  praktisch  oder  technisch  klingenden  Namen 
wie  die  Mechanik  führenden  Wissenschaft  die  Strenge  der  Begriffe 
und  der  Beweise  des  alten,  von  ihnen  so  liebgewonnenen  Euclides 
wiederzufinden.   Auch  haben  wir  immer  die  Bemerkung  gemacht,  dass 
durch  die  strengen  und  nach  unserer  Ueberzeugung  grösstentheils' 
•ehr  eleganten  Hcrleitungen  der  übrigen  Geaetne  mr  »bäkansdem  Pa- 
rallelogramme der  Kräfte,  die  jedeanills  da«  beste  Mastereioer  streng 
•ystematiscben  nnd  TÜllig erschöpfenden  Darstellnng  eraer  ganzen  Wts-  ' 
senschaft  liefert,elas  schwerlich  durch  irgend  etwas  Anderes  in  demsel- 
ben Grade  und  mit  demselben  Nutzen  ersetzt  werden  kann,  das  Inter- 
esse an  der  Wissenschaft  nur  fortwährend  desto  mehr  gesteigert  und 
erhöhet  wurde,  je  weiter  die  Lufwicklung  fortschritt.    Wir  würden  w 
daher  das  grösste  Bedenken  tragen,  un^e  Vorträge  über  Mecba* 


*)  Fast  immer  haben  einige  aus  eigiieni  Antriebe  umfassende  Arbeiten 
über  die  verscbiedeaeu  Beweise  de^i  Parallelogrammes  der  Kräfte  unter- 
i^nmsn» 
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nik  mit  dem  Cartesianiscben  Kräftemaass  und  dem  immer  eine  c:?- 
wisse  Duukellieit  uod  Ihiltestimmtheit  ^unicklassentien  Begriffe 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wie  der  \'erf.  will,  zu  begiDoeo, 
und  können  hiernach  den  von  dem  Verf.  in  Vor8chlag  gebrachten 
Weg  in  methodischer  Rücksicht  —  indem  wir,  wie  schon  er- 
wftbat,  die  vo«  der  «trennen  .WWenschaft  genuichleii' Aafar^niii- 
ffea  jetit  gar  aiclit  weiter  in*a  Auge  fassen  «— «aur  für  ?tr> 
fehlt  erklären,  aad  müssen  jeden  Lehrer  vuu  dessen  BefolgUD(|( 
drtagend  abratheu,  da  durch  daaaalben  da9j^||dium  >der  Mechanik 
den  grössten  Theil  seiner  die  ganze  \usbildSpp  des  Mathematikers 
so  sehr  lürderudea  Kraft  nach  unserer  üeberzeuguog  vadiersa 
würde.  » 

Versuch  einer  objectiveu  Begründung  der  Lehre  von 
der  ZuaaiBOieBBetiung  der  Kräfte  van  Dr,  B*  BoUaeU 
Atti  dea  Ab^andlttugea  der  Kdnigl.  Bobmiacben  CreselK 
atebafi  der  Wisaenschaften  (V.  Folge  Bd.  2.)  baaonders 
abgedrttokU  Prag«  1842.  4.  vt  ggr. 

Handhucli  der  Merhauik,  mit  Bezug  auf  ihre  Anwen- 
dung und  mit  Im  so  n  derer  Rücksicht  auf  ihre  Darstel- 
lung ohne  AiMveuduug  der  höhereu  Aualysis  bearbeitet 
von  C.  11.  A.  Ku^äer,  6rossherxogl.  Uadischeni  Hot'rathc 
und  .Professor  aa  der  polytecbnUehen  Sebnla  m  Karls- 
rnhe.  mt  13  Hibogr.  Tafeln.'  Karlerab«.  1843.  8.  4TiaL 

Dieses  mit  grosser  Gründlichkeit  Terfasate  Handbuch  der  MedB 
nik.  enthält  ausser  der  Darstellung  der  tbaaretischen  Lehren  Ml 
Mechanik  fester  und  flüssiger  Körper  die  wichtigsten  Anwendun- 
gen dieser  \Vi?;«ienschattca  in  so  grosser  Vollständigkeit  mit  (ort 
währender  Rücksicht  auf  die  neuesten  Erlinduogeu  wie  nnsers  Wis 
sens  wenig  andere  Werke  von  alinlicher  Tenden*,  weshülli  wir  das 
selbe  2U  einem  gruudlichcu  Studium  der  theoretischen  und  prakti 
aeben  Meebanik  insbesondere  allen  Technikern  angelegentlich  empfob> 
len,  «ad  die  Uebeneugung  haben,  dass  es  au  dessen  Beförderung  qmI 
der  allgemeinern  Verbreitung  der  neaern  Erfindnogen  auf  dem  Ge* 
biete  der  uraktiecben  Mechanik,  und  einer  gründlichen  Benrtbei- 
lunp^  derselben  aus  dem  theoretischen  Gesichtspunkte,  gewiss  bei- 
tragen  wird,  Dass  der  Verf.  die  Anwendung  der  höhern  Analjsii 
zwar,  wo  es  oline  zu  grosse  VVeitlautit^keit  anging,  vcrmiedcs, 
aber  keiueswegb  giuizlich  ausgeschlossen  liat,  sichert  ilii  i^em  Werke 
noch  einen  besouderu  V  orzug.  Die  t  igureutafeln  siud  zwar  nicht 
in  grossem.  Maassstahe,  aber  doch  mit  für  ihren  Zweck  hiniel« 
ebender  Deutliebkeit  nttd.Sebärfe  ausgeführt,  (lebrigeaa  acbliesit 
aieb  daa  Werk  an  dea  Verfr.  früher  erscfaieneaea  Handbncb  der 
Statik  mit  Beaiebung  anf  ihre  Anwendung;  Karlsrnba. 
1830»  8.  au.-  a.  ■  . 

Handbuch  der  Mechanik  fester  kür[Mr  und  def 
Hydraulik.  Mit  vorzüglicher  Rücksicht  aut  ihre  An- 
wendung in  der  Ar^itektur,  aufgesetzt  von  Dr.  J.  A. 
Eytelweio.  Dritte,  iRt  einem  Anhange  vermehrte  Auf* 
läge.  HerauBgeyeben  voa^  A.  Freiberrn  yon^  Poi^ataet. 
Mit  ^  Holaacbnitten  und  6  Kunfertafelal  'Leipzig.  18IS* 
8.  3  Thlr.  a 
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Der  hocbf^nliente  Verf.  dieses  in  so  Tiebn  Bexiehnngen  ans- 

fezeichneten ,  vorzüglich  für  deo  Praktiker  so  braiielibaren  Hand-  . 
uchs  der  Mechanik  fester  Körper  unH  der  Hydraulik,  welchen  ein 
anhaltendes  Augenübel  hinderte,  sich  der  Bearbeitung  der  nothig 

fewordenen  dritten  Auflage  selbst  zu  unterziehen,  übertrug  dieselbe 
eshalb  dem  auf  dem  Titel  genannten  Herren  Herausgeber,  welcher 
iir  der  Forrede  austubrlich  von  den  Grundsätzen,  welche  tho  bei 
der  Herausgabe  leiteten,  Recbeincbaft  abgelegt  bat  Wir  .bener« 
ken  bier  lo  dieser  Beslehaag  nur,  dasa  die  Binriobtueg  des 
Bachs  im  Wesentlichen  ganz  unverändert  geblieben,  und  dass  also 
auch  jetzt  noch  die .  Hydraulik  bei  Weitem  als  dessen  Haupttbeil, 
die  5fechanik  fester  Korper  eigentlirli  nnr  als  eine  Finlritunp;  za 
derselben  zu  betrachten  ist.    Einzelne  BeuierkuuLi,*  n  im  tlieoreti- 
S(  Ijcn  Tbeile  hat  der  Herr  Herausgeber  gleich  im  Texte  eiuge- 
scIiaUet,  überall  aber  auf  die  neuere  Literatur  vollständig  hinge» 
wiesen.    Beigegeben  ist  dieser  neuen  Auflage  ein  sich  in  den  frü« 
b^ro  Anflageu  nicht  findender,  an^  mebrem  Tbeilen  bestehender 
Anhang,  dessen  einielne  Abschnitte  folgende  sind.  I.  Absebnitt. 
Ueber  den  Ausfluss  des  Wassers  durch  vertikale,  rechtwinklichte, 
eben  freie  Oeffnungcn^  wenn  dieser  Ausfluss -frei  uni  ohne  Hin- 
dernisse erfolgt.    11.  Abschnitt.    Untersuchungen  über  die  Bewe- 
gnnp:  des  Wassers,  wenn  auf  die  Contraction,  welche  hpim  Dnrcb- 
gange  durch  verschiedene  OelTnungen  stattfindet,  und  auf  den  Wi- 
derstand, -welcher  die  Bewegung  länjj^s  den  Wänden  der  Behältnisse 
verzögert,  Rücksicht  genommen  wird.    IH.  Abschnitt.    Von  der 
Bestimmung  der  Was^ermenge  eines  Strömt.    IV.  Abschnitt«  . 
Deber  Anordnung  der  Söhren leitungen  mit  Versweignngen  und  die 
s  Bestimmung  ihrer  Abmessungen  unter  gegebenen  Umständen.  Ab* 
schnitt.    Oeber  die  Bewegung  des 'Wassers  in  Röhrenleitungeo, 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Druckhöhe  über  der  EinmUn^ 
dung  der  Leitröhre     Die  m  den  frühern  Auflagen  sieh  findende 
„Tafel  über  die  (i  e  s  c  b  w  i  o  d  i  ixkeit,  welche  ein  Körper 
durch  den  freien  Fall  e  rlangt'Mst  in  dieser  neuen  Ausgabe 
weggelassen  worden,  weil  sie  selten  gebraucht  wird,  aber  1'  Bo- 
gen einnimmt,  und  die  in  ihr  enthaltenen  Angaben  immer  leicht 
Unmittelbar   nach   der   bekannten   eint  iclien   Formel   c  =  2V^^X 
>    =      15^  •  ^  =  T^^y/Ä  (beinahe)  berechnet  werdeu  könncD. 


Praktische  Mechanik. 


Bresson,  Carl,  Lehrbuch  der  Mechanik  in  ihrer  An- 
wendung auf  die  physischen  Wissenschaften,  diQ  Künste 
und  Gewerbe.    Aus  dem  Franz.    Leipzig.  184*2.  4. 

Erscheint  iu  Lieferungen  a  12  ggr.  mit  Kupfern  in  Folio. 

Guil.  Bd.  Weher:  De  tribns  novis  librarum  construeii- 
darum  metbodis»  Gottingae.  1841.  4.  8  ggr. 
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Astronomie. 


Populüre  AttroDomie  oder  Upterricbt  fiber  aaUe- 
■itluclie  Geographie,  Aslrononie  und  Kalenderwesen 
TOD  G*  Ä.  Schiiinaiiii«    Neue  Aasg.    Quedlinburg.  18^ 

laggr. 

lieber  das  far})ige  Licht  der  Dojip  cl  sti"  rne.  Versaeh 
einer  diis  Brudle^'sche  Ahe  r  rati  o  n  s-T  h  c  o  r  e  m  als  intc- 
grireudeu  Tbeil  in  sieb  scbliesseoden  ullgeui eiaeo  The- 
orie. Vuo  G.  Doppler.  Aus  den  AbbaDdlungeD  der  k. 
bdbn.  Geieflicbaft  der  Wiisenikcbaften  (V«  Folge,  Bd.1) 
beeondere  abgedruckt.  Prag.  1842.  *  gr.  4.  4TbTr. 

Wir  werden  später  auf  diese  Abbandlung  surückkomnien. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  fiir  184i.  AufVer- 
aulussu[]g  der  MinistcrieD  des  Unterricbts  uod  des  Han- 
dels herausgegeben  von  J.  V,  Encke,  Director  der  ber- 
liner Sternwarte.    Uerliu.  1841.    8.    'd  Thlr.  4  ggr. 

Das  Berliner  astronomische  Jahrbuch,  welches  von  seinem  er- 
sten Erscheinen  im  Jabre  1776  an  bis  jetst  nur  fUr  die  BenutsuDg 
der  darin  enthaltenen  Angaben  Ton  Seiten  der  Astronomen  bestlmiit 
war,  erhält  mit  dem  Jahrgänge  eine  auch  für  die  Folge  bei- 
>  subebalteode  neue  Einrichtung,  indem  künftig  auch  die  Datu  darin 
enthalten  sein  sollen ,  welche  hauptsächlich  tür  den  Seefnbrer  von 
Interesse  sind.  Deuizut'olo^e  sind  jetzt  zu  seinem  frühem  InlKikCi 
welchen  wir  als  hinreichend  bekunnt  voraussetzen,  |jin/iia;ekommeo: 
1.  Mond -Distanzen  für  IHU  auf  S.  277  — S.  V20.  2.  Parallaxe  und 
Halbme^säer  der  Planeten  tür  1844.  3.  Lage  deb  Mond  -  Aequators 
für  1844.  4.  Bewegung  der  mittleren  Länge  des.  Mondes.  5.  Ta- 
feln snr  Bestimmung  der  Breite  durch  Beobachtungen  des  Polsr- 
steros  ausserhalb  des  Meridians.  6.«  Hälfstafeln :  l^fel  I.  Kefrac- 
tionstafel.  Tafel  II.  Zur  Verwandlung  der  Stern -Zcir.  Tafel  III. 
Zur  Verwandlung  der  Stern -Zeit  in  mittlere  Zeit.  Tafel  IV.  Kin- 
fache  Interpolation  bei  einem  Intervall  von  12  Stunden.  Tafel  V. 
Corrections  -  Tafel  für  die  zweiten  Difterenzen.  In  einem  Anhanffe 
wird  endlich  über  Fisiru  htung;  des  Jahrbuchs  eine  sehr  ausföhrlicne 
Nachricht  uud  zu  dessen  Gebrauch  eine  sehr  vollständige  Aulei- 
lUDg  gegeben.  Jeder  Jahrgang  erscheint  künftig  drei  Jahre  vorsm. 

So  sehr  nun  auch  auf  diese  Weise  das  Jahro.ncb  seiner  eigent- 
lichen Bestimmung  als  unentbehrliches  Hiilfsmittel  bei  den  astrono- 
mischen Beobachtungen  näher  geführt  wird,  und  so  sehr  sich  alle' 
Beobachter  und  Seetahrer  dem  schon  so  vielfach  verdienten  Herren 
Herausgeber  zu  dem  wärmsten  Danke  für  diese  neue  Einrichtung 
verpflichtet  fühlen  müssen:  so  werden  doch  auf  der  andern  Seite 
alle  theoretischen  Astronomen  mit  Bedauern  die  schönen  Abhaod- 
lungeii  vermissen*,  mit  denen  früher  der  Herr  Herausgeber  jeden 
Jahrgang  schmückte.  Enthält  auch  die  Vorrede  nicht  die  be- 
stimmte Nachweisung»  dass  diese  Abhandlungen  künftig  wegbleibes 
sollen I  so  sind  4ocb  weder  in  dem  Jahrgonge  für  1844»  noch  ts 
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4eB  iiieli  bereite  eracliieteneo  Jebrgaoge  fnr  1845  deMrleiehen  tke* 
oretisch^'  AbhamUniigeB  eatheltee ,  so  wie  deno  auch  iUierlMUi^  die 
Eiertebtiiiig  iicider  JahrgiBge  darabaoe.dieielbe  uL 

TonnaissaDce  des  teaia,  penr  Ten  1845 «vec  Adäitioas. 

Pari«.  1842.   8.  3  TWr. 


»  -9 

Physik. 

*  > 


Die  ersten  Elemente  der  g-esammten  Naturlehre  zum 
Gebrauche  für  hüiiere  Schulen  und  Gymoaäieu  von  Ür» 
Georg  Wilbel«  Muncke.  Vierte  verbeseerfte  Auflage 
nit  swei  KuoferUfelv.  Heidelberg.  . 1843.  8.  90  ggr. 

Die  EinriAlBBg  dieser  vierten  Aafiage  des  voritebendea  bin* 
reiclieod  bekannten  Lehrbuchs  ist  im  Wesentlichen  ganm  dieielb* 
reblieben  wie  in  den  Yorhergehenden  Auflagen.  Die  neuern  Bai* 
defknnffen  sind,  so  weit  es  &t  ZwecJi  des  Baebes  gestattete,  be» 
rucksicEtigt  worden.  , 

Die  iNaturlehre  nach  ihrem  gegenwärtigen  Zustande 
^  Mit  Rücksicht  (auf  aiathematische  Begründung  darge- 
sUtlt  von  Dr.  Andreas  Baumgartaer.  Siebente  Anfinge, 
roD  Genaantem  und  Toa  Dr.  Aadreas  t.  Bttingsbansea 

Seneinschaftlich  umgearbeitet  Bf it- aebt  Kaafertafela* 
Ficn.  1842.   8.   4  Thir. 

D^e  so  eben  erschienene  siebente  Atiflnge  dieses  trefflichen 
liebrbucbs  der  Physik  unterscheidet  sich  von  den  frühem  nach 
<le8  Verfassers  eis^eueu  Worten  hauptsächlich  in  folgenden 
Punkten.  ,,ln  der  Statik  wurde  der  in  den  früheren  Auflaf^en  vor- 
getr^ene  Beweis  Ducbayla  s  für  den  Sutz  vom  Parallelogramme 
«er  KjrgfU(  dareb  eiaea  anderen  ersetst»  der  in  der  Hanptsiche  mit 
Tor  laager  Zeit  Toa  deai  treflliebea^  dentachen  Matbematiker 
Lanbert  gegebeaen,  aber  wie  es  sebeiat  wenig  beachteten  Be» 
weise  des  genannten  Satzes  nbereiastimmt.  Dieser  Beweis  ist  von 
dem  Uebclstunde  frei,  Hic  Zusammensetzung-  der  auf  einen  isnlirteo 
F'Jiikt  wirkenden  Kralte  auf  Prämissen  zu  grüuden,  welche  das 
Vüiiiandenseiü  eines  Systems  unveränderlich  verbundener  Puukte 
voraussetzen  und  uuf  Kigenschnften  eines  solchen  Systems  beruhen. 
IKe  Lehre  vou  den  Capillarphäuomeueu  tropfbarer  Flüssigkeiten, 
die  SStse  von  dem  Glelcbgewtchte  der  Gase,  die  Hygrometrie  er- 
bielt  eine  gaas  nene  Bearbeitang.  Die  Lehre  voa  der  schwingen* 
<ien  Bewegung  der  Körper  wurde  als  ein  selbstständiges^knzea 
^^Mtndelt,.  dessen  Principien  auf  gleiche  Weise  der  BetiHnung 
^Jf^r  Wasserwellen,  der  Erklärung  der  Erscheinungen  des  Sclinllcs, 
wie  auch  der  Undnlationstheorie  des  Lichtes  zum  Grunde  gelegt 
werden  können.  Im  zweiten  Thcilc  schien  es  passend  die  Abschnitte 
Vom  Magnetismus  und  von  der  Elektricität  jener  vom  Uchte  uud 
▼oa  der  Wärme  vorangehen  zu  lajjseu.    Abgesehen  von  dem  he^ise« 
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reu  Zasaminenbanffe ,  der  dadurch  in  die  Wärmelehre  sfebracht 
wird,  welche  seit  Mpironi''8  Arbeitco  dpr  Kenntuiss  der  ^Ipkfrici- 
täUlehre  uicLt  meiir  entbe  hren  kann,  luibeu  die  Lehrer  der  l'hysik 
an  'unseren  Cuiversitateu  uud  Lyceeu  uicht  mehr  mit  den  Schwie- 
rigkeiten sn  kämpfcu,  welebe  vordMi  lUe  veräiidarlidie  Witterung 
des  Friihjabres  den  wichtigsten  optnchea  Versuchen  in  den  Weg. 
legte.  Sämaitlieiie  vier  Abaclinitte  erscheinen  radikal  ongearbeitet) 
in  der  I^elire  vom  Magnetismus  sind  die  Principien  der  Arbeiten 
von  (jiniiss  autgeoommen,  die  Lichtlehre  wurde  direkt  ans  der  On- 
dulationstheorie entulckelt,  der  Vortrag  der  Wärmelehre  erhielt 
durch  die  wichtigen  neuen  Funde  fiuf  diesem  Gebiete  eine  verän* 
derte  Geatelt  ui^d  gewichtige  Ziisatse.  Am  neisten  war  die  Gib*  ■ 
rang,  in  der  die  WiaseMcbaft  sich  befindet,  und  die  Schwierigkeit 
allen  Anforderungen  zu  genügen,  hei  der  Bearbeitung  der  Elektri- 
Cttätslehro  fiihlliar:  die  schöne  Anwendiincr,  welche  Po  ü  2; c  n  d  o rf 
von  dem  Ohm  scheii  (»esetze  »ut  dip  Theorie  dpr  zusaiiuiicn i:;-oseti6' 
teu  SäUile  machte,  kam  uus  trat  xu  (jesicbte,  ab  die  vuu  der  Kjek- 
Irtoitiit  kaiMMadeB  Bogen  bereite  abgedrackt  waren;  wir  kalten 
dieselbe  für  zu  wichtig,  um  ibr  nicht  noch  einen  Platz  in  eine« 
Nacbtraffe  zu  widmen,  den  vrir  am  finde  dea  Buebea  folgen  lassen, 
um  so  dem  Loser  die  Wissensrltnft .  ko  weit  es  in  BBSereO  ILimfteil 
atebt,  in  dem  neuesten  Zustande  zu  übergeben.*' 

Pouillet's  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie 
für  deutsche  Verhältnisse  frei  hearhcitet  von  Dr.  Job. 
MüUer,  Lehrer  der  Physik  und  Mathematik  au  der  ReaU 
scbnle  an  Glessen.  Hit  1000  in  den  Text  eingedruekten 
Holzschnitten.  2  Bände»  jeder  von  40  Bogen,  gross 
Octav.  In  Lieferungen  von  6  Bogen.  Jede  Lieferungf 
12  ggr.  Braonscbweig  bei  Fr.  Vieweg  und  fi$obn.  1842. 

Wir  werden  spSte^  anf  dieses  Werk  zuruckkomnien. 

Die  Physik  iu  ausführlicher  populärer  Darstellung 
Na ch  dem  geprenwärtie^en  Zustande  dieser  Wissenschaft," 
mit  den  bis  auf  die  neueste  Zeit  darin  tre machten  ll)rfin- 
üuugen  und  Entdeckungen,  für  die  (jehilUeieu  beiderlei 
Geseblecbts  bearboitot  von  Dr.  J»  H.  IL  Po|>bo.  Mit 
202  A^bliduagen  anf  30  Tafeln.  Brater  Band.  ^Ziiricb. 
1842. 

Tob  diesem  Buche  sind  bis  jetzt  die  ersten  i  LieferuDgen  in 
unsere  Hände  irelangt  Das  f.anze  soll  aus  sieben  LieferuDgen  be* 
stehen,  von.  denen  jede  12  ggr,  kostet« 

Handbuch  der  Physik  tür  Unterricht,  und  Selbstbe- 
lehruug,  mit  i  m  m  c  r  wiih  re  n  d  e  r  Be  zieh  uns'  auf  Anwen- 
dun|^^Vou   Job.   Pb.   Neumauu.     LrbLer   Üaiid.     Jte  ztt 

eioiiPdnrebans  neuen  Werke  umgestaltete  Aaflare. 
MitTKapfertafeln.  Wien.  1842.  8.  ä  TbIr.  12  ggr. 

Wir  werden  späterhin  nach  dem  vollständigen  Rrscheinen  der 
3teB  Anflöge  dieses  in  mebrfaeber  Besiebung  empfeblenspertben« 
ans  seraen  frühern  AuiageB  biniticbend  bekannten  Werks  auf  das- 
-selbe  surückkoouMii. 
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Od  the  conoexion  of  tbe  physical  scicncnR.    fly  Mary 

* 

Goil.  Rd.  Weber:  Dejil'i  bombycioi  vi  elaitica.  Got- 
tingtte.  1841.   4.    8  ggr.  • 

Die  Lelire  voQ.4cr  Wärme  und  Luft  niit>  bee^interer 

Rücksicht  auf  die  elUägltcben  Erscbeieangen  und  g|pr<- 

wer blieben  Anwenduns^en.  Vorlesunjren,  gehalten  zu 
Jever  i  in  \V i n  t  e  r  18*^  vor  einer  V  ersam  inl  ii  n  e:  von  Herren 
und  Uumeo  von  W.  U.  Breunecke.  Jever.  1842.  8.  VZ  ggr. 

What  is  a  VoUa^  Battery?  By  Rosina  H.  Zomlla*' 
2«fl«  6  d.  184^ 

,  .  Ri'pcrtorium  der  Physik.  Eine  Zu  s  amra  en  s  t  e  1 1  ii  ri  g 
der  neuereu  Fortschritte  dieser  Wisse  u scii aft.  Band  Vi. 
Mit  zwei  Figureotaieiü.  Üerliu.  1842.  8.  2  Thlr. 
>  Dieaer  sewste  Band  dei  bekaantea  sehr  verdienstUeben  R^er-  . 
ioriums  der  Physik  enthält  zwei  Abschnitte.  Der  erste  von  A.  see- 
bek  bearbeitete  Abschuitt  ist  der  Akustik  gewidmet.  Der  zweite 
von  Peter  Riess  bearbeitete  Abschnitt  lietert  einen  zweiten  Be- 
richt über  die  Fortschritte  der  Klektricitätslchre ,  und  ist  als  eine 
Fortsetzung  des  im  zweiten  Baade  des  Repertoriums  gelieferten  ersten 
Berichts  über  dteseo  wichtigen  Tbeil  der  Physik  lu  betrachten. 

Annalen. für  Meteovoiogie,  Erdttagnetismus  und  ver- 
wandte n  e  CT  e  n  s  tä  n  d  e ,  rcdigirt  von  Ornnorf,  Koller, 
.  Kreil,  Lamont.  1*  I  i  e  n  i  ti  r,  Slict'fel,  herausg^egeben  von 
Dr.  J.  I^ainont,  Consei  vator  der  Königlichen  Sternwarte 
bei  München,  u.  s.  w.  Jahrgang  1842.  I.  Heft.  Mit  einem 
Steindrucke.  MüDcheii.  184%  &   1  Tbir.  ; 

Von  dieser  schon  in  Nr.  VI.  S.  103  des  literarischen  Berichte 
Torlätifig  angekündigten,  der  Meteorologie  und  dem  Erdmagnetis- 
mus vorzugsweise  c-ewidmeten  neuen  Zeitsrhrift  ist  nun  das  erste 
Heft  wfrklicb  erschienen,  und  hat  den  tulgenden  Inhalt. 

Stündlicher  Gang  der  Temperatur  und  des  Luftdruckes  iia 
JMire  1841,  mit  BttlflB  regiitriiender  Inatmaiente  nit%esei€bnet  an 
der  König].  Bterawvrte  bei  ÜMnehen,  redneirt  von  Herrn  Leonhardt 

Mittlere  Temperatur,  und  mittlerer  Barometerstand  für  die  Mo- 
nate, abgeleitet  aus  den  vorhcrürlienden  Beobachtungen. 

Dunstdruck,  heohachtet  an  <ier  K.  Sternwarte  hei  München  1841.  • 

Neue  iSinrichtuog  des  Psychrometers,  vuia  lier  iusgeber. 

Magnetische  Beobachtungen,  angestellt  im  Observatorium  der 
K.  Sternwarte  bei  Manchen,  im  Jahre  1840. 

Zueammeaatellnng  der  t&glichen  meteorologischen  Reobacfatan* 
gen  von  Regensburg,  Würzburg,  Hof  und  Leipzig»»  1841. 

.  Zusammenstellung  der  monatlichen  Mittel  des  F.nftdruckcs  und 
der  l>m[»era(ur  in  l^andsberor,  Uegensburg,  HnrLi  h  uireuteld^  Gün- 
zenhausen, Ansbach,  Neustadt  an  der  Aisch,  Wurzburg,  Uil'euheim, 
Hef,  litipzig,  Cronberg; 

Mittlere  magnetische  Dcdittatieo  in  Hänchen,  TOm  Herausgeher. 

Mcteoroloffisebe  Uebersieht  des  Jahres  1841 ,  ans  den  Regena> 
bniger  Beobaebtungen»  von  HeKor  Frot  Scbmüger. 
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Erdbeben  und  Frdstössc  in  den  Jahren  1839,  1840,  IHM,  nebst 
Antrabe  der  gleichzeitig  iu  Freysing  stattgehabten  Aaniieniog^  des 
Barometers  von  Hrn.  Lyceal-Professor.  X.  Meister. 

Differential -Instrumente  für  mu^^neiiflclie  DeciioatioD  und  Hori- 
ia0tel*lDteiitititt  TM  Hen«igeb«r. ' 

?emitcbte  Nach  rieht««  vom  HermiMgeber.  H«gB«twehft  StS- 
fMig  Vom  25.  Sept  1841.  —  Supplemental  lostmctions  for  the  use 
of  magnetical  Observatones.  —  Inductions-Inelinometer  von  Hrn. 
Prof.  Lloyd.  —  Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  zb 
Prag,  erster  Jahrgang.  —  Annuaire  magnetique  et  m^t^rologiqM 
4a  eorps  des  Ingenieors  des  mines  d^e  Rnssie,  1839.—  Avmg  wm 
'  eiB«B  Briefe  des  Hrn.  Golla.  —  Periodiseke  Aeiideniag  der  Honzon- 
tal-Intensität von  Hern  Pro£  Hansteen.  —  Äussnc  aus  einem  Briefo 
'  des  Brn.  Prüf.  Hansteen.  —  Auszug  aOB  einem  Brirtc  des  Hrn.  Direc- 
tors  Valz.  —  licf^clir^'ibungdes  übser  ^^atoriums  in  Dublin,  von  Hrn.  Prot 
Lloyd.  —  Correctionder  absoluten  Intcnsitäts- Messungen,  wegen  des 
iu  den  Magnetstabeo  iuducirteu  Muguetiärnus,  vom  Herausgeber. 

Man  wird  hierm  den  reichhaltigen  nnd  lehrreidieB  Inhalt  4m 
TorUegendeo  ersten  Hefts  dieser  neuen  Zeitschrift  eriieraeB«  Wir 
werden  den  Inhalt  e|D«s  jeden  Hefts  in  nnserm  litvnriieheB  Be- 
richte mittheilen. 

Alle  Nittheil uneben  für  die  Auualen  von  ^össereoi  Umfange 
bittet  der  Herausgeber  ihm  durch  die  G.  Franz'&che  Buchhaudluiig 
in  München  snkonimen  sn  lassen.  # 

Witternngsknnde»   Mit  RScksicht  auf  vermnthliche 

Witterung  überhaupt  und  des  Jahres  1842  insbesondere. 
Von  Pb.  Stipftcl,  Prof.  an  der  G ro ss b crxogl.  Badischeu 
polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe.  Karlsruhe.  1842». 
k    l  Thlr. 

Der  Inhalt  dieser  filr  Wciterbeohnchter  rieles  Interesennte  ent- 
haltenden Witterungskunde  ist  folgender. 

Vermnthliche  Witterung.  Ursachen  der  Wärme.  Ursachen 
der  Erkältung.  Leitung^  def  Wärme.  Bewölkung  und  Niederschläge. 
Veränderung  des  Luftdruckes.  -l^iuäuHä  des  Mondes.  Perioden  der 
'  Witterungswechsel.  Rücksicht  auf  den  Einfluss  des  Mondes.  Ver^icbie- 
ining  der  Perioden.  Feratttblicbe  Witterung  im  Allgemeinen«  ?ennnth- 
liehe Witterung  im  Cinnelnen. '  Die  Penchtigkeit  der  LnfL  Di e  W i  nd e» 
Chronik  der  ti^itteruug  frühcrct  J ahre  %u  Knrisf nhe^  Wit- 
terung auf  einigen  Punkten  des  Grossherzogthums  Ba- 
den vergiicbeu  mit  jener  zu  Karlsruhe.  Des  Jahres. —  Der 
Monate,  wo  bei  jedem  Monate  immer  die  drei  Hauptrubriken:  Wit- 
.  terungscharakter.  Regeln  für  die  VVetterveränderungeo,  Vermutbliche 
Witterung,  nntersehleden  sind,  und  vonflfflieh  dns  Jahr  1842  heriick- 
sichtigt  ist;—-  Der  Jahreszeiten.  —  Den  ScTiIuss  machen  Tabellen  fiher 
die  \Vitterung  der  Jahre  1839, 1840, 1841  und  aller  Jahre.  —  Grossen 
Fleiss  hat  der  Vf.  u.  A.  auch  auf  die  Sammlung  der  sogenannten  Volks- 
und Bauernregelo  über  die  bevorstehende  Witterung  verwendet, 
die  für  einen  Jeden,  wer  überhaupt  6iun  tür  dergleichen  Dinge  k^^t, 

gewiss  vieles  Interesse  hohen  werden*,  nnd  In  dea-voriiegendea 
uche  sich  in  einte  fiberrnsehend  grossen  Anznhl  finden.  Wir 
halten  die  Sanunlung  derselbiui  dnher  für  reeht  t erdienstlieh. 


Digitized  by  Google 


Literarischer  Bericht 


Geschichte  der  Mathematik  und  Pbysilc 


Versucli   einer  kritisclien  Geichiehte  der  Algebra«  ^ 

Nach  den  Quellen  Itearbcifot  von  Dr.  G.  H.  F.  \pssel- 
munn,  Privatdocenten  un  der  Lniversität  zu  Kotiis^s. 
berg.  Erster  Tbeil.  Die  Algebra  der  Griecben.  Berlin. 
1842.    8.   2  Tblr.  6  ggr. 

Der  Verf.  sa^t  in  der  Vorrede:  „Bs  war  nicht  «eine  Absicht, 
am  ätiern  Geschicbtswcrkon  eine  Menij^e  bistorischer  Data  zu 
eiccerpiren  und  dieselben  in  eine  frisclic  Form  giessend  dem  Publi- 
kum ein  angenebnirs  Unterb.iUung.sbucb  zu  iielern,  aus  welrliem 
Weniger- Tutcrricbtetc  alienfulU  bie  und  du  aucli  etwas  Neues 
lertieu  könoteu.  Kbeiiso  wenig  \»s  es  in  lueinem  l*lanc,  ein  Üun« 
glomerat  fluehttfi^  voo  der  OberBäclie  autgeraffter  Thatsacbeo,  dio 
man  nacb  Willkübr  reckt  und  modelt,  auf  das  Prokrustesbette 
eines  pbilosopliiscben  Systems  zu  spannen,  leb  wollte  wie  der 
Titel  besagt,  eine  kritisobc  Gcsclitcbte  »ärbreiben,  ich  wollte  die 
Geschichte  der  Algebra,  nicht  wie  die  '^rruditiuu  sie  lehrt,  fsondero 
wie  feie  sieb  aus  dem  ausdauerndeu  und  gewissenhaften  Mudium 
der  Quellen  ergiebt,  erforschoD  und  demffenäM  treii  darstellen;**  — 
Je  länger  leider  das  Feld  der  GeMhirata  der  Matfaenatik  braeli 
gelegen  bat,  uad  je  ichwieriger  und  seltener  die  Verhindung  aus- 
gebreiteter Sprachkenntuisse  mit  den  ndthigen  mritbemutischen 
ketintiiissen  sein  dürfte,  desto  donkenswrrtlier  ist  jedenfalls  jeder 
neue  Anhuu  dieses  Feldes  aufxunehmeu.  Eine  austlihriiche  kritische 
Würdigung  dieses  Werks  müssen  wir  den  ausscbliesslicb  der  Kri- 
tik gewidMefen  Zeitschriftea  ilberlassen. 

Galileo-Galilei.    Tju  seinem  Gedächtniss  im  xweiten 
Säcularjahr    seines  Todes.     I.    8ein   Leben   und   seine  ' 
Werke,  von  Lihri.    Aus  dem  Französischen  mit  Anmer- 
kunjieu  von  F.  W.  Caruvt^.    Mit  Ahliiiduug  der  fiitatue  Ga- 
Illei^s  tu  Klorena.  Siegen  und  Wiesbaden.  1818.  8.  ISffgr.'  • 

Der  Uehersetxer  scheint  bei  dieser  Arbeit,  der  man  an  nenra« 
ren  SHellen  picht  undeutlich  anmerkt^  dass  sie  eine  Ueberselsttng 
ist,  gaaa-  andere  ali  aiatbeBatiscbe  Teadensen  an  vert'oigeo^ 
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Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lebrbucli  der  Matliematik  für  die  obern  Klassen  bu- 
berer  LebraDstalten  TOB 'J.  A.  Grunert.  Erster  TheiL 
AllgeiDeioe  Arithmetik.  Dritte  vermehrte  uod  verbea- 
lerte  Aasgabe.   Brandenburg.  1843.  8. 

Diese  sc!ion  so  bald  iiöflti^»-  irewordene  dritte  Ausgabe  meinea 
bekauuteti  iA'brbucbs  der  allgeuieiueu  Arithmetik  für  die  obern 
Klassen  höherer  Lehranstalteu.  (Die  dritte  Ausgabe  der  Stereome- 
trie ist  schon  früher  ersciiicnen.  Die  dritten  Ausgaben  der  Trigo- 
nemetrie  und  ebenen  Geometrie  werden  nicbetens  erscbeinen.) 
glaube  ich  mit  Becht  eine  Terbeaserte  und  vermehrte  Ausgabe 
nennen  zu  können.  Verbesserungen  sind  überall,  wo  es  nöthig 
war,  vortrenoriimcn.  Unter  iNn  Verraehriintren  nenne  ich  nur 
n.  A.  Claus»'ris  neue  Aiitlosunc  des  in  eil  ik  üilen  Kalls  durch 
die  ketteubrüche ,  mehrerer  unücrur  Zusätze  hier  nicht  weiter  iM 

f'edenken,  da  die  frilhem  Ausgaben  bekannt  genug  sind,  und  da- 
er  die  Vermekraagen  den  Lesern  auf  der  Stelle  von  selbst  in  die 
Augen  füllen  werden.  Dabei  habe  ich  aber  Sorge  getragen,  die 
Einrichtung  so  zu  treffen .  dass  die  frühem  Ati-^iraben  neben  der 
dritten  immer  noch  ohne  alle  Schwierigkeit  aut  den  Schulen«  IfQ 
das  Buch  bereits  eingeführt  ist,  gebraucht  werden  können. 

G« 

System  der  Mathematik  von  Professor  Dr.  K.  HnmmeL  1.  Tbeil* 
Die  Arithmetik,  gr.  8.   Wien.  1842.   1  Thlr.  8  ggr. 

Die  reine  Elementar -Malhemntlk  nach  den  f^ebrbüchern  des 
Prof.  M.  Ohm  für  die  uutern  Klassen  der  Gymnasien,  Militär-, 
Gewerbe-  und  höheren  Börgerscbolen,  sowie  auch  fär  den  PriTot- 
Unterricht  von  C.  Nübel.  Mit  einem  einleitenden  Vorwort  des 
Herrn  Prof.  M.  Ohm.  1.  Tbl.. Elementar- Arithmetik.  WeseL  1842. 
gr.  12.   12  ggr. 

Goetz,  Prof.  Dr.  J.,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymna- 
sien und  höhere  Lehranstalten.  %  Band.  —  Auch  n.  d..  Titel: 
Die  ebene  Geometrie,  die  analytische  und  ebene  Trigonometrie 
und  einige  Sätze  ans  der  Polvgonometrle.  gr.  8«  Zerbst.^842b 
1  Thlr.  18  ggr. 

Goetz,  Prof.  Dr.  J.,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  .Gymnasien 
und  höhere  LebranstaUen ,  3.  Band,  »  A.  u.  d.  T.  Die  Stereo« 
metrie  nod  sphärische  Trigeneraetrie.  Blit  3  Fignrentafeln  (in 
gr.  4.)   gr.  8.  Zerbst^  1842.  9  ggr. 

Urban,   Seminarlehrer,   das  Gebiet   der  niedern  Mafhematik. 
Zum  Gebrauch  iür  die  Oberklassen  eines  NchulIciirerstMiiinarii ,  für 
höhere  Bürger-  und  lital&cbulen  bearbeitet,    gr.  8.    Berim.  1^43.  - 
1  Thlr.  4  ggr.  # 
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ElpmrntT  di  aritiD^tica,  con  alcuoe  oozioni  di  cj^eometna  lineare 
ad  UBO  delle  scuole  eleneDteri»  Torino,  1841.   In  8.  45  sc. 

1 

Chamber's  Edncational  Courae;  Treatise  od  Practica!  Slatbe- 
naties.  Bj     Bell.  %  Vdla.  12,   1842.  clotli  8  ah. 


Aritbmetik. 


Ein  Beitra:;   /nr  ^  rrcitifaMninLC  <h'^  Ftcciii  ruinf «'rrirbf??  lirnl  ih's 
iiiatlienyiti»rlieD  Unterricljcs  ubcrUuupl;  von  1".  Ucime.  üeriiu. 
gr.  8.    8  g^r.  '  .  . 

3000  f^elöste  Rcm  i  K  iiaufj^aben  für  Elemeotarsrliulen,  so  eWgeo 
ricbtet.  dass  sie  io  eiuigen  Äug^eTiliUcken  in  geli(>riger  Mcnp:c  und 
^fr^«  lii(Mlptt!tf»it  jr**!johcn,  und  ilire  Auüösungrn  clifn  so  schnell  c^e- 
prütt  weiil'  ii  koiitun,  )icrausg;e£!:('lieu  vou  äcbittidij  Pfarrer  uud 
Scbuliubpectur.    1  rjer.  1842.    ü  ggr. 

Leitfaden  für  den  Unterriebt  in  der  Arithmetik  ia 
den  oberen  Klasseo  der  Gymnasieo.  Nacb  OI>ni.  Von 
Dr.  Julius  Hartmann.  I.ehrer  ani  Gyainatiam  an  Marburg. 
Marburg.  1843.    8.    12  ggr. 

Scbun  der  Titel  sagt,  dass  dieser  Leitfaden  nacb  Obm  be- 
arbeitet ist.   Ir^dess  bat  der  Verf.  keiaeaii^eges  Obm  aar  flüchtig 
eiLCernirty-  aondcro  ist  bäufisr  seiaea  eignen  Weg  gegai^geo,  uad 
daa  Bucb  ist  'allerdings  i3a  eine  aelbilatändige  Arbeit  an  be-  ' 
traehten. 

.  Marek  mann,  N.W.^  Regoebog.  8.  Kjoebenbavo.  1841.  04sk•- 
Raingo,  6.  B,  J.,  l^lälaentB  d'alg^bre,  contenant  lea  principea 

dtt  caicul  »Ig^brique  et  dn  calcnl  analytiqne  jusqu'uux  ^quations  da 
aecond  d^gr^  inclusivemeDt,  de  nombreuses  applications  a  Taritbrne- 

tiquc  universelle,  et  un  recueil  d'exercircs  et  de  prohlemes  vari^s; 
3.  Edition,  revue  et  corrig^e,  gr.  in.  8.  Möns.  1842.  1  Tblr.  12  ggr. 

Lef<(ibnre  de  Ponrcy,  tiecont  d'algebre.    In  8,   Paris.  1842. 
7  Pr«  SO  c 

Tbe  Principles  of  Arithmetic  and  Algebra,  containing  the  most 
importaut  parts  of  tbose  subjects,  witb  u  variety  of  exampIcK.  By 
W.  Bs  Uotsoo,  M.  A.  Pembroke  College,  Cambridge.  .2.  Edition.  8. 
London  and  Cambridge.  1842.  9  sh. 

r 

Tbe  general  tbeory  and  Solution  of  eqnations  of  the  higber 
Orders:  wberein  it  is  attempted  to  bring  tbe  metbods  of  Horner, 
Budan,  8turm  and  Fnurirr,  eapecially  tbe  latter,  neurer  to  per. 
fection,  as  resppcts  tbeir  practical  appiication  to  udvanced  eqaatiüos 
etc.   By  J.  R.  iouug.    2d  ed.  greatty  enlorged.  1842.   15  s«  cloth» 
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Kritische  BefracbtuDg-  eiuiger  i^ebren  der  reioea  Aoalysis, 
welchen  der  Vorwurf  der  Ungereimtheit  gemacht  worden  ist,  von 
Profeiior  Dr.  F.  Sebneisser.  Frankfurt  a,  d.  0.  1842.  gr.  4. 

8,  ggf- 

Differential  and  Integral  Calcalua,  hj  A»  de  Morgan.  Loadon. 
1842.   14  sb. 

NnoTo  ealcolo  delle  funxioni  ascendenti  e  diaeeuilenti,  oiiia 
ealeolo  divisioDiile,  die  G.  Ceroni,  dottore  in  matem.  Estratfo  dai 
biniestri  IV.  e  V.  del  1841.  dp^li  Annuli  delle  scienie  del  Regno 
Lomburdo  -  Veneto.  Ticenaa.  1841.  In  4.  L.  1.  74. 

I.os^arithmische  und  lop^arithmisch  -  trigonometrische  Tafeln. 
Zum  öffentlichen  Gebrauche  in  höhern  Schulen  überhaupt  und  filr 
jeden  MatheBatikbeflissenen  insbesondere  von  Prdfessor  G.  von 
Winkler  (von  Briiekenbrand).  2.  fehlerfreie  Ausgabe.  Wien.  1^ 
gr.  a  21  ggr. 


Geometrie.  > 


Lebrbneb  der  geonetriMben  Pormenlebre  1.  Tbeil.  Plaoimetri* 

sehe  Formenlehre.  Eipe  Vorbereitung  auf  das  wiasenschiiftlicbe 
Studium  der  Mathemiitik  für  Schüler  der  Gymnasien  und  höheren 
Bürgerschulen  und  ein  Handhuch  für  l^ehrer,  von  Dr.  Jul,  Hinke» 
Gjfmoasial- Lehrer.   Nordbauseu.  1841.   gr.  8.   18  ggr. 

Leit&den  der  geometrischen  Formenlehre  1.  Theilt  Planimetri* 
acbe  Formenlebre.  Für  Schüler  der  Gymnasien  und  höheren  Bür 
gerschulen  von  Or.  J,  Ulmke,  Gymnasial -Lehrer.  Nordbausev. 
1841.   gr.  8.   6  ggr. 

Leiifuüpu  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Elemeotar-Geomctrie, 
besonders  aum  Gehrauch  in  Schnteu  von  J.  F.  H.  R Osenberg. 
3.  verb.  Auflage.   Hamburg.  1842.   gr.  8.   6  ggr. 

Fundamente  der  Geomrfric.  Vom  Professor  Dr.  M.  G. 
Poiicker.  Erster  his  vierter  Cursus.  Congruenz.  Paral- 
lel Ii  nien  uiiii  Aehn  lieh  keif.  F I  h  c  Ii  c  n  i  n  Ii  a  1 1  geradliniger 
Figuren,  eioi'uche  Kigen schatten  des  Kreises.  HTle« 
mente  der  ISeometrie  des  Raums.  Mit  285  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.    Mitau.  1842.  8.    18  ggr. 

Diese  enififehleoswerthe  Schrift  scheint  uns  die  Beachtung  der 
Lehrer  recht  sehr  7.u  vertHenen,  und  wir  selipn  namenflirli  auch 
mit  Verlangen  den  hcideo  folgenden  Theilen  entgegen,  welche  fol* 

f enden  Inhalt  huhcn  werden:    Metrische  Relationen,  regelmässige 
ielecke,  Kreishereebnung.   Geradlinige  und  sphärische  Trigono* 
Metrie.  Inhalt  der  Kürper.  Analyaiometrie  erster  Tbeil  i  Löinag 
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der  Aoff^abeo  durch  geometrische  uüd  trigotaoiietrische  Analygia; 

Sectio  rationis,  spatii,  determiiiata.  Coordinateolehre,  Gleichung 
der  geraden  Lini<^  und  des  Kreises,  ebene  Oerter.  Parametrie,  He- 
rüliruogen,  barmonisehcr  Schnitt,  CoIIineation.  Aiialysiometrie 
zweiter  Theil:  Jucliuatioaes,  kubische  und  biquadrutiscbe  Glei- 
chungen. Kryfliallonetrie.  —  Mao  wird  bieraas  zng^aich  den  reicli» 
halti^en  Inhalt  dieser  Schrift  erkennen. 

Beiläufig  bemerken  wir  biebei,  dass  der  Verf. ,  filiher  (1841« 
Alitau)  auch  ein  cmpfchlcnswerthes  RerlienbucI»  Lerausges^ehen  liat^ 
welches  vorzüi^Iich  die  (  l^eiie  <it;istesthätigkeit  der  Scliuler  hei'm 
Reclienuuterricbte  a#  wecken  uud  in  Anspruch  zu  oehmeu  bezweckt. 

,    Pancker,  Prof.  Dr.  91.  6.^  geonretriscliea  ABCbuch  oder  faoil* 

dert  Hauptsätze  aus  den  Fundamenten  der  Geometrie,  Trijordnometriea 
Metrik  uud  Stereometrie  in  ihrer  Anwendung.  Eine  Zugabe  fUr 
jElxamiiiaDdeo«   gr.  8.   IMitau.  1842.   12  ggr. 

A.  Sautel,  cours  de  g^ometrie  et  de  irigunom^trie.  6.  Edition. 
8.    Paria.  1842.  5  Fr. 

Elementi  di  gcometria  piana  di  SSoecbi.  Cou  aote  di  A*  M. 
liegen dre.  In  8.   Mapoli.  1841. 

Uerg,  P.  €..  Led^etraad  ved  den  foerste  geomelriake  Under- 
TiianiDg,  med  Figurer.  8,  Rjoebeuhavu..  1843.  82  ik. 

Kauffmann^  Priceptor  K,  F.,  und  Ober  -  Reallebrer  Cb. 
Scliwenk,  Aufgaben  itus  der  darstellenden  Geometrie.  1.  Abtb« 
gr.  8.   iituttgart.  1842.   brock.  18  ggr. 

A  Treatise  in  wbich  tke  Blementary  Properties  of  the  Ellipse 
•re  dedueed  fron  tbe  Propertiea  of  the  CirclOi  and  Geomctricallv 
demonstrated.  By  tbe  Duke  Someraet  8.  1842.  dotn 
9  ab.  6  d. 

Von  den  sphärischen  fiiEiicn,  welche  dtirch  den  Schnitt  einer 
Kui^el  uud  der  Uiodrebuu^äuLci tlacheu  deä  zweiten  Grades  eot- 
•leben,  Ton  Dr.  N.  Giniber g.   gr.  8.  JBresIau.  1842.  6  ggr«  '* 

Die  Uebertrac^ungsprincipien  der  analytischen  G e o < 
metrie.  Von  Dr.  \.  Druckenmüller,  Lehrer  der  Math,  am 
Gymnasium  zu  Düsseldorf,  Erster  Band.  Trier.  1842. 
8.    2  Tblr. 

Ceber  diesea  den  IJebhabern  der  analytiaebeo  Geometrie  aebr 
sn  empfeblende  Werk  erklärt  sieb'  der  Berr  Terf.  au  Anfange  der 
Vorrede  auf  folgende  Art:   „Wie  nach  dem  Princip  der  Keciproci* 

tät  von  Gergonne  und  Poncelct  sicli  ein  Punkt  und  eine  cre- 
lade  Linie  entsprechen,  so  stellt  die  CoIIineation  von  Möbius 
zwei  gerade  Linien  oder  auch  zwei  Funkle  in  abhängiger  Lage 
einander  gegenüber  und  die  von  Magnus  und  Steiner  einge- 
führte neue  Art  der  Verwaodachafl,  welebe  ala  CoIIineation  der 
aweiten  Drdnua^  angesehen  werden  könnte,  setzt  an  die  Stelle 
einer  geraden  Linie  einen  Regelschnitt,  der  durch  drei  feste  Punkte 
geht,  darum  aber  auch  an  die  Stelle  eines  Punktes  eiuen  Kegel- 
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ichnltt,  wdeber  4ft\  fnit  gerade  t^niev  berlbrt.  Neben  enaa^ 

hergebend  war  jedes  dieser  drei  Principien  eine  Qaelle  der  schön- 
sten Entdecknngea  in  der  neuem  Geometrie,   Da  alle  Eigenschaf* 

ten  (!pr  Linien   einer  hpHrbiücn  Ordnung;  niemah  ohne  Analogie 
Lei  den  Linien  anderer  Orduuni^en  stehen,  sii  habe  ich  es  versucht, 
UD  die  Stelle  der  kouischen  Directrix  in  der  bisherigen  Polaren« 
constmction  eine  beliebige  Linie  höhern  Grades  zu  setzen.  Der 
Erfolg  fibertraf  neine  Brwartangen.    Dadlireb,  dati  icb  für  die 
Polaren  der  terscbiedenen  Ordnungen  aicht  eine  geometrische  An- 
schauung^ sondern  einen  analytischen  Ausdruck,  der  sich  durch  ein 
einfaches  Symbol  allnremein  darstellen  lies<t.  nl^iiDefinition  zu  Grunde 
legte,  war  die  Verbindung  solcher  Ausdrucke  und  die  Kntwickelung 
der  Ktgenschafteu  dieser  i'uiuren  auf  dem  einfachsten  und  elegao- 
teafen  tVege  möglich.   Keine  einzige  der  nerlcwilrdigen  Besiehino 
aren,  in  welchen  die  gewöhn  lieben  Polaren  unter  einander  und  ii 
der  Directriic  stehen,  nicbt  einmal  eine  d^r  metriacben  Relationen 
gellt  dabei  verloren;  sie  veralljjremeinern  sich  nur  nnd  rille  bishe- 
rige Uebertragungsprincipien  ordnen  sieb  nis  besondere  Falle  unt*^r 
das  hiermit  festgestellte  allgemeioe  Princip  der  Reciprucitat,  wie 
es  in  der  iweiten  Abtbeilung  entwickelt  ist.   Es  tritt  bei  ebenes 
Pigaren,  auf  welche  ieb  auch  beaebränkt  habe,  nicbt  bloss,  wk 
bisl  ler,  ein  Punkt  mit  einer  ^i^eraden  Linie,  aotidern  auch  sovohl 
der  Punkt  als  die  gerriHe  Linie  mit  Curven  der  verschiedensteo 
Ordnung,  so  wie  die  letztern  unter  sich,  in  unmittelbare  Gegensei- 
tigkeit.   Der  Keim  zu  allen  diesen  üntersucliungen  lag-  für  mich 
in  den  Trunsfurmatiunsächemen ,  welche  in  der  ersten  Abth.  Kap.l. 
4.  6i  niedergelegt  sind  und  später  «11  der  geometriscbeD  Interpre- 
tation der  Constanten  einer  beliebigen  Gleicbunff  xwiseben  swei 
Veränderlichen  geführt  haben.   Die  Polgemngen  lagen  aabe;  ich 
habe  mich  begnügt,  darauf  hinzuweisen  und  einige  beispielsweise 
BD'Aufiihren.^^    So  viel  hier  nur  ganz  im  Allgemeinen  über  den 
Standpunkt,  welchen  dieses  einen  der  sciiönsten  Tbetle  der  neuern 
Geometrie  ans  einem  sehr  allgemeinen  Gesichtspunkte  auflfassende 
Werk  einninait. 

in  Nr.  463,  der  astronomischen  Nachrichten  befindet 
sich  ein  sehr  schöner  Aufsatz  des  Herrn  Prof.  Jacobi  zu  Köniß:»- 
berg:  lieber  einige  merkwürdly^e  Cur\oiitheorcBie,  not 
den  wir  später  im  Archive  zurückzukommeu  iiuÜeo. 


Geometrie. 


Winter,  G.  A.,  leicbtfassliche  Anweiaang  inr  Peldneaaknnst, 

so  weit  diese  für  das  gewöhnliche  Leben  anzuwenden  ist.  Für 
Stadt •  und  Dorfschulen,  so  wie  zum  Selbstanterhcbt.  Leipzig* 
1843.   8.   2  ggr.  .  , 

Instruction  für  die  nraeiiiehe  AvfiiftbBW  Mit  Mantieb  und  Kipp- 
regel. Cassel.  1840.  10.  H  ggr. 
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Klemm,   Assessor,  Mitglied  des  statistiscb  •  topogr.  Bureau, 

L.  W.,  die  Laüdcs -\ nrmossung  und  die  in  ihrem  Gefolge  befind*  ' 
licheo  Arbeiten,  erläutert  durch  die  im  Königreich  WürtemberGC  zur 
Ausführung  gekiiiiiinene  Verines^uug.     1.  Heft  1.  AbtU.    Auch  u. 
d.  T.    Die  triff uoumetriä£liü  Auluabme  eines  Landes  1.  Ahth.  gr.  8«  - 
Sliitlffan.  1841   14  grr. 

(S.  Literariscber  Berieht  Nr.  IV.  S.  68). 

Leitfaden  für  den  Unterricht  im  militärischeik  Aufnehmen  von* 
Herrn,  von  Plebwe»  Premier  -  Lieutenant.  Berlin.  1841 .    gr.  .8. 
1  Tbir. 

Sebreiber,  G.,  Vorlesungen  über  praktische  Creometrie,  sre- 
balten  an  der  Groaaberxogl.  polytecbniscnen  Schnle  sn  Karlsrnne« 
1.  Tbeil.  gr.  4.  Karlarnbe.  1842.  2  Tblr.  18  ggr. 

Hierl,  Prüf.  J.  E. ,  Lehrbuch  der  höhern  Vermessungskunde, 
oder:  Anleitun":  zur  trif^onometrischen  Bestimmung  der  Punkte  auf 
der  Erdoberflaclie  und  der  Höhen  der  Berede.  Mit  3  iitbogr.  Figu- 
ren-Talein.    gr.  8.    Augsburg.  »842.    1  tblr. 

Conaid^tion  iur  les  levera  topographiques  et  enploi  d'nn  non- 
vel  instmnient,  le  m^trograpbe-topographique,  dana  $es  aortea  d*op^*v 
rationa,  par  J.  IM.  Am  ei  in.   1842.   3  Fr. 

Application  de  la  g;'<?ometric  h  la  topoprrapliie ,  rnnfenant  le 
cours  de  topographie  fait  a  Tecule  miiitaire  de  Saint- Cyr;  pur  F. 
C.  Duhousset.  ^  edit.    In  8.   Paris.  1842.   10  Fr. 

Regnauit,  Traile  de  geouieirie  praiique.    lu  8.    Avec  11  plan- 
cbea.  Paria.  1842.  5  Fr. 

A  X^ittiae  on  Eogineering  Field  Work;  eomprising  the  Prac- 
tiee  of  Sanreying,  Levcllingf,  and  Laying-out  Works:  with  Diasrrams 
and  Plates.  By  P.  Bruff,  C.  £.  Part  2.  Levelliog  8.  1842. 
cloib  6  ab.  6  d. 

Spiegel  -  Niveau,  ein  neues  und  voilkommeu  sicheres  Instrument 
zum  Wttsserwägen.  Eine  technische  Mittheilunjg^  für  den  Land-, 
Waaaer-  nnd  Mraaaenhau,  wie  aoeb  fnr  landwirtbacbaftlicbe  Bnt- 
wäBBerung  von  Romerabanaen.  Leipzig.  1842»  8«  6  ggr. 

Rösling,  Prof.  Dr.  €.  L.,  Angabe  einer  ganz  neuen  höchst 
einfachen  und  wohifcilcu  Schrotwage,  mit  allen  nöthigen  Vorleb- 
reu  zum  Nivelliren.  2.  Ausg.  8.  Augsburg.  1842.   9  ggr. 

Tafeln  zur .  Ausrechnung  der  Seigerteufen  und  Sohlen  der 
Flaebenadinilre  bei  dem  Markscheiden ;  zum  Gebraocb  f&r  Bergleute, 
Waiaerban-Ingenienra,  n.  a.  ir.  Ffir  sebntheilige  Etntbeilung  dea 
LängenflMaaaea  anaammengeatellt  vom  Markscheider  C.  F.  Lesch- 
Der.  Herausgegeben  vom  Kisszeicbner  C  W.  Weinbold,  gr,  4. 
Freiberg.  1842.   I  TbIr.  16  ggr.. 
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Weitbaeh,  Prof.  Snl.»  Tafel  4«r  vielfadM«  Suaa  «ad  Gori- 

BUS,  zum  Gebrauche  für  practische  Geometer  und  üechaDiker  über- 
haupt  und  für  Marksclieider  beaoaiei«.   Las,  8.  Leipxig.  1842^ 

A<1  Ii  p mar,  Pfof.  d.  Mathenintik  J.,  die  Lehre  vorn  Steinschnitte, 
zom  Gebrauche  für  Civiliogeoieure  uud  die  Studirenden  an  Bau- 
schulen, böhereo  Gewerbsscbuleu  uihI  polrtechn.  Lebraostalteii. 
Ans  de«  Franaöa.  frei  bearbeitaC  nad  durch  Zotätza  ber<»iebert  vod 

0.  Mö  II  Inger,  Prof.  der  Mathematik.  Auch  unter  d.  Tit.:  Isome« 
triüche  ProjrctidDslehre  (Perspective).  Wissenschaftlich  he£rründct 
und  in  ihrrr  Anvvendunsf  auf  «las  tpclinische  Zeichnea  bearbeitet 
von  IVI  ö 1 1  i  ri  (•  r.  Anupwan^ifer  Theil.  15.  u.  8.  Lipforunor,  Scbluss, 
Lex.        äiulutliurn.  1642.    bruch.  4  Thlr.    Couiplett  'iexL  gebeft. 

9.  Atlas  cari.  8  Thlr. 

Laeraiz,  Le^aBs  da  gdamdtrie  «ppliquda  ans  arti.  Is  4 
▼araaillea.  184S.  5  Fr. 


Trigonometi^ie. 


Elemente  der  ebenen  Trigonometria  und  Stereometrie.  Lehr- 
buch für  die  oberen  Klassen  der  Gymoasirn  und  Realschulen.  Von 
F.  Ii.  Stegmann,  Dr.  und  f.elircr  der  !\latb.  und  Physik  an  der 
Realschule  und  Privaldoceot  au  der  Uni?,  zu  Marburg.  Marburg. 
1843.   8.    16  ggr. 

Lefebure  de  Fourcy,  j^Umenta  de  triffonomeirie.  In  8.  Paris. 
184^  «Fr, 


Mechanik« 


l^i^ments  de  m^canique  par  Kater  et  Lardner.  Tradoit  de 
Panglais  par  Cournot.   Paris.  1842'.    12.   5  Fr. 


ittk's  Treatiae  on  Hydranlics.    Royal  8.   1842^  L.  L 
1  8.  (In  Afliarika  enebieDen)* 

W.  Wal  ton,  a  collection  of  problaiai  in  illastration  of  tba 
prinaiplei  af  tbeoratical  aadianiet,  8.  CaMbrldga.  1842.  16  ah. 
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Praktische  Mecliaoik. 


Otto,  J.  B.  F.,  TafelD  für -den  Bombenwurf.  Berlio.  1842. 
8.   1  Tbir.  8  ggr. 

Nötbiffste  Vnrleliren  aus  der  Meebanik  und  Hjdranlik,  mit 
neueb  hyurauirschen   lA'lirpn    für  /u   dpn   !5prprljnun?en  der 

Wasjserräder  u.  s.  w.  besten  Ausinitteluiigpu  aller  (»escliwiaditckei- 
teu  uad  Gefalle  <les  Triebwassers,  und  mit  ciuer  Besclireibiiuo:  eines 
eiofacheu,  wohlfeilen  und  zum  Messen  in  verächiedeneu  ^Fiefen 
branchbareD  Wassergescbwindigkeitdinessers ,  vom  Prüf.  Dr.  Ck.  L. 
Röaliog.    Augsburg.  1842.   gr,  8.    15  ggr. 

Der  Masch inenarbe'iter.   fjebrbucb  der  praktiscbeo  Meebanik» 

in  welcbenr  eine  AufT'risung  der  Terscbiedenen  wicktigeo  Sätze  der 

prakt.  ^lecli;iiiik  mit  Hülfe  der  Arithmetik  und  Klementat-filpometrie 
g^pc:elieü  worden  ist.  Kin  unftithelirlirlier  Führer  für  küüf(it;e  .Me- 
chaniker, und  den  Gewerhschulen  gewidmet,  vom  Civil  -  Ingeuieur, 
Professor  C.  Armen gaud.  Aus  dem  Fraozös.  von  Dr.  C.  Hart- 
■tann.   Augsburg.  1841.    gr.  8.    18  ggr. 

Bresson,  Trait^  ^Mnentaire  de  m^canique»  appliquee  eox 
Sciences  physiqnei  et  aus  autres.    Mecaniqne  des  eorp^  solidei.  ' 
lo  4.  Avee  atlas.  Paris.  1842.   25  Fr. 

Lcbrbiirh  der  iMeclianik  in  Ifirer  Anwendung  auf  die 
physischen  W  i  ss  e  n  sc  ii  uft  e  n ,  die  Künste  und  Gewerbe 
von  Carl  Hressnn.  Aus  dem  Französischen.  Leipzig. 
1842.    4.    IVeis  jeder  Lieferung  12  ggr. 

Von  diesem  Werke,  welches  in  seclis  Lieferungen  erscbeioen 
soIL  sind  bis  jetzt  swet,  die  Grnndlebren  der  8laük,  die  Seilmaschine 
Bild  die  Ketteolinie  entbaltende  Lieferungen  in  unsere  Hände  ge-  • 

J  a  r  i  e  z.   Conrs  4\im,  de  m^anique  industrielle.   2  vols.  An- 
gers. 1842.  8.   4  Fr. 

Weis  buch,  Prof.  Jul.,  Untersuchungen  in  dem  Gebiete  der 
Meebanik  und  Hydraulik  auf  eigene  Beobuchtnngen  und  Versuche 
«gründet.  1.  Abtb.  —  Ancb  u.  d.  T.:  Versnobe  über  den  AusOnsn 
den  Wassers  durch  Schieber,  Hähne,  Kluppen  und  Ventile»  ange- 
■teilt  und  berechnet. '  gr.  4.   Leipzig«  1842.   2  Thlr.  16  ggr. 

Theorie  der  Kraft  sich  bewegender  expansihler  flüssiger  M;is- 
sen,  oder  des  pneumatischen  Drucks,  vorzÜG^lich  der  Luft,  mit  Au- 
wendung  der  Kraft,  w  elche  die  Luft  auf  \V  mdmühlenflügel  ausübt, 
TOD  \V.  Fickicr,  lujreuieur  Prem.  Lieuleu.  a.  D.  und  Wegebau* 
milder.  Crefnld.  1841.  gr.  8.   }2  ggr. 

KBoehenbsneri  Directof  der  Benlschnle  in  Meiningeu,  K. 
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W.,  <1!«  Statik  der  Gewölbe,  mit  Rücksiebt  aaf  ihre  Anwendnog 
entworfen,   gr.  8.  Berlio.  1842,    18  ggr. 

0  Ii  Tier:  Tb^oHe  opfom^Criqne  de«  enfrreoftgea  deetiadi  b  traoi* 
nettre  le  mooremeDt  je  jrotation  eotre  deox  axes  eitude  ou  dob 
•itnde  dans  nn  B6me  plan,  4.  Parie.  1843w  10  Fr. 


Optik. 


Analytiiche  Optik  von  Dt.  L.  J.  Selileieraaclier» 
Groeelierzugli ch  HeesUcl^ein  Oberbaodireetor  und  Di-' 
rector  des  Grosslierzofflichen  iMneeaeia  n«  a.  Erster 

Tbeil.    Darmstadt.  1842.    8.    5  Tbir. 

Der  Herr  Verf.   liat   sieb   in  diesem  Werke  heraüht,   die  zur 
CoDStruction  der  optischen  lustrumeote  erforderlicheo  Formeln  mit 
BerttcksicbtiguDg  aller  merklicben,  in  und  ausser  der  Aza  itattfia« 
denden  AbwelehnDgea  nn^  der  dabei  io  Betraefat  iKomneadeit  Ne* 
benumstände,  für  ein  beliebiges  System  von  sphäriseben  brecbeodea  * 
Flächen  zu  entwickeln  und    dieselben   nicht  nur  ant"  diejenigen 
Prohleine  anzuwenden,    bei  denen   eine  approximative  AuflösuTif^ 
hioreicht,  sondern  vermittelst  der  Methode  <!er  kleinsten  Quadrate 
auch   auf   diejeuigeD  Prubleioe,    welche    eine  geoaue  iveuutoiss 
der  AbweiehuDffen  erfordern,  indem  er  die  letateren  als  die  Pebler 
betrachtet,  welche  darcb  jene  Methode  so  klein  ala  möglich  ge- 
macht werden  sollen;   Hierdurch  gelangt  er  zu  Formeln,  welche 
die  Grundlage  bei  allen  seinen  rnlcrsurhunii^en  über  die  Deutlich- 
keit) Gestalt  und  Liige  der  Bilder  ausmacikcti  und  dazu  dienen,  die 
bei  der  Coostruction    der  Instrumente  willkuhrlich  gebliebenen 
Grdssen  so  zu  bestimmen,  dass  dadurch  die  grösste  Deutlicbkeit 
und  die  grösste  AebnKebkait  mk  dem  («egenstande  erhallen  wer^ 
deo  kann«   Der  zweite  Tbeil  wird  insbesondere  den  allgemeineB 
AnwoHflnngen  der  im  ersten  Tlieile  entwickelten  Theorie  niif  CAd- 
ser  und  J?>pieö;el  jiewidmet  seiu,  sodanu  die  durch  die  Krtalirutig 
geleiteten  specielh  n  Atjwenduncfen  derselben  aut  die  g^ebräuchiichen 
Instrumeote ,  und  Tutelu,  um  die  Dimensiooeu  der  iDstrumeote  mit 
Leichtigkeit  bereebnen  n  kdoaen.    Eine  Aaieige  dieses  Werks 
aad  eine  ausführliche  Aufgabe  des  dabei  zum  Grande  gelegten  Pla- 
nes befindet  sich  schon  in  Poggeodorfs  Aonalen  der  Physik  und 
Chemie.    Ud.  WV.  S.  1,  nnd  die  drei  ersten  Kapitel  sind  schon  in 
dem  9ten  und  lOlen  Bande  der  Zeitschrift  für  Physik  und  Mathe- 
matik  von  Baumgartner  und  y.  Ettingshausen  abgedruckt  worden. 
Deber  ein  mit  so  grossem  Fleisse>  und  Zeitanfwande  abgefasstes, 
eine  aiebt  geringe  Anaabi  neuer  Dnlersnebaagen  eatlialftendea 
Wtfk  hier  in  einer  an  kurzen  Anzeige  ein  Urtheil  fallen  zn  woU 
len,  möchte  sehr  voreilig  erscheinen,  da  insbesondere  eine  Prüfung 
der  vielen  und  zum  Tbeil  sehr  weitläuli^ren  allircmcineLi  analyti- 
schen Rechnungen   nur  durch  ein   sehr  surgfaltiL^es  Studium  des 
ganzen  Werkes  gewüuoen  werden  kann.    8o  viel  aber  iasst  sich 
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mit  Bestimnitheit  behaupten,  dass  dieses  W(rk  von  Keinem,  wer 
sich  für  die  Theorie  der  optischen  Instruincutc  und  deren  Venroll- 
kooimnung  interessirt,  unberücksichtisrt  cr^iasseu  werden  darf.  Dass 
die  KdDStier,  welche  sich  mit  der  Verfertigung  optischer  Instru- 
mente besekaftigeD,  nicht  im  Besiti  der  «nalytiacnen  KenotDiiee 
sind,  welche  dieses  Werk,  insbesondere  auch  aus  der  nenero  ana- 
lytischen Geometrie,  in  Anspruch  nimmt,  ist  bekannt  p^cnug.  Sehr 
zweckmässicr  wird  es  daher  gewiss  sein,  wenn  der  Herr  Verf.  am 
Ende  des  Werks  seine  gewonnenen  Resultate  in  einer  für  Künst- 
ler allgemein  verständlichen  Sprache  zu^atomenstellt^  und  die  von 
ihm  fSr  den  xweiten  Tbeil  irersprocfaenen  Tafeln  in  einer  mttgliehit 
l^rossen  Ausdelinung  liefert,  wodnrcb  er  sieh  gewiss  ein  weient- 
liches  Verdienit  nm^die  praittiicbe  Optik  erwerben  wird. 

Göthens  Farbenlehre,  16  Tafeln,  und  27  Tafeln  zu  dessen 
Beitragen  zur  Optik,  nebst  Erkläruug.  Als  Nachtrag  für  die  Besit> 
ler  von  Göthens  aäMntlichea  Werken  zu  allen  erschienenen  AnsgA* 
ben.  gr.  4.  Stuttgart.  1842.  broch,  2  Tblr. 

Chevalier,  E.,  die  Mikrosk<>pe  und  ihr  Gebrauch.  Oder  voll- 
ständiges Handbuch  der  :>1ikrographie.  Bearlieitef  unil  mit  Anmer- 
kungen, so  wie  mit  einer  Abhandlung  über  die  katudioptrischen 
Linsen  versehen  von  Dr.  F.  8.  Kiräteiu.  Quedlinburg.  1843.  8. 
1  Tblr,  12  ggr. 

Lettres  nu  profcsseur  ^l.  S(  irr  de  ^lontpellicr.  sur  Pemploi  des 
verres  de  luucttrs  dans  Ip  tr;tit(  ment  tic  quelques  attectlOUS  OCUltti- 
rcB,  par  Fl.  Cunicr.   BruxcUcs.  1842.   t)  ggr. 

Die  Anwendung  dei-  iBometrischen  PerspectiFe  voti  Jos.  Joji* 
liup:,  Architect.  Ans  dem  Kngl.  toü  Carl  tob  König.  Wiett.l8w. 
gr.  8.  21  ggr.'  ^ 

Till»  I.U'iiH  nt?  of  Linear  Perspective- .  and  tl-f»  rrojectiou  of 
S»hadows:  udapted  to  tbe  use  of  Mathomalieai  and  DravvinffClasses 
and  Private  Studcuts.  With  Ol  Uiagrams  ou  Wood.  By  W.  Bar- 
nes, of  8t  Jobn's  College,  Cambridge.  12.  1842.  clotb  2sb.  6d. 


Astronomie; 


C.  F.  Blunt,  the  beauty  of  thc  heavens;  a  pictortal  di^play 
of  tbe  astronomical  pbenomena  of  the  universe;  witb  a  lecture  on 
astronomy.  4.   London.  1842.  2^  sb. 

I>ie  Erd-  und  Mondbahn.  Zur  Erläuteruno^  einer  neuen  Ver- 
aD^ch^tulichuugsmaschine  des  Brd-  und  Mondlaufes,  ein  Vortrnp:  in 
der  Lebrerconffirf nz  zu  Lrrncfensalza  den  7.  October  und  2.  Decem- 
ber  1840  gehalten  von  Dr.  F.  A.  ^lunther.  gr.  8.  Sondershausen. 
1842.   12  ggr. 
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L'anti-Coperoic,  astronomie  nouvclle,  luiyie  d«  piuaieuri  pro- 
biemes,  par  P.  Matalene.  1812.   4>  Fr. 

Die  SonDeofiDsterniss  von  8,  Juli  1842*,  Iteacliriebeo  von 
Stampfet.   Wien.  1842.  6  ggr. 

De  annuIo  Saturni  commentalua  est  Elto  Martini 
Betma,  Mus.  List.  Bat.  publ.  cooservator.  Lugduni  Bata- 
vorum.  1842.   4.   3  Thir. 

Dieses  Werk  «nthält,eine  fleissige  ZasammeDstellong  der  bis- 
Berigen  ÜntenuchoDgcn  über  deu  Riog  des  Saturn.  SVaa  dem  Vf. 
besonders  eigenthiimllcli  ist,  giebt  er  selbst  iu  der  Vorrede  mit 
folgenden  Worten  an:  ,.Postquain  consiliuin  cpyi ,  banc  inateriam 
tractandi,  boc  inf)rimis  statm'bam,  ut  nodorurn  amiuli  Saturui  iucli- 
.  Qutiunem  locumque  i^uoad  eclipticuui  uccuratiuä  lieterminarem,  qu^m 
adhae  faetani  foerat.  Quoin  vero  haiS  io  re  occupatus  essem,  plnri- 
man  eidem  operam  tribuebant  clarisslmoram  AstroDomorum  non* 
nulH,  praesertim  Bessel  ae  Strave,  qaomni  studio  et  doctriaa 
miiltiim  me  protVclsse  jrratus  ajrnosco.  Hanc  scilicet  parfem ,  quam 
pruecipue  tractandani  mibi  proposuerum^  diiigentius  et  copioaius  ela* 
Borare  conatus  sum.^' 

^truve,  F.  6.  W.}  Additemeotnai  io^iaeDsaras  mieroaietricas  * 

Stellarum  dupliciuni  editas  aono  1837,  exhibens  meusuraa  Dorpati 
annts  1837  et  1838  institutas.  Adjerta  est  disquisitio  de  parallazi 
onaua  stellae  a  Lyrae.   4  oioj.  Petropoli.  1840.   13  ggr.  ' 

R.  F.  V.  liütfuiuuu:  \  uilälaudiger  liimmelsatlas  für  Freunde 
nad  Liebhaber  der  Sterokuade,  aacb  den  vorzüglichsten  Hüllaquel- 
len  and  eigenen  Beobacbtung^n  gezeichnet.  2te  durcbgesebena 
Auflage,  qa.  i  Roy,  Fol.  Stuttgart.  1842.  3  Tblr.  20  ggr. 

Kleiner  astronomischer  Alniunacb  auf  das  Jahr  1843.  Vorzug- 
lieb  £üiu  Geiirauch  der  Seeleute  heraosgegeben  vom  Professor  Dr. 
H.  Karsten.   4.  Jahrg.   Lex.  8.   RostooL  und  Leipzig.,  12  ggr. 

_  -  * 

Kalender  für  alle  Stände  1843.  Herausgegeben  von 
C.  L.  von  Littrow,  Atljmikten  der  k.  k.  Sternwarte  an 
Wien.    Wien,    8.    12  ürgr. 

In  diesem  Jahrgänge  iindet  sich  ausser  der  gewöhnlichen  bis 
auf  Minuten  berechueteo  kleinen  astronomischen  £pbemeride,  der 
geograpbischea  Lage  der  vorzüglichsten  Städte  nebst  ihrer  Entfer- 
nung von  Paris  und  vielen  andern  insbesondere  fUr  deu  Österreich!* 
sehen  Kaiserstaat  nützlichen  Notizen  auch  ein  an»  dem  Englischen 
übersetzter  Aufsatz:  (Jeher  die  Einrichtung  und  Behandlung  von 
Chronometeru ,  Pendel-  und  Feder- Uhren.  Von  Edward  J.  Dent, 
Uhrmacher  Ihrer  Majestät  der  Königin  Victoria  und  Sr.  Königl. 
Hoheit  des  Prinsen  Albert  von  Sachsen-Coburg,  Mitglied  dar  Royal 
AstroBomical  Society,  u.  s.  'W.,  welcher  für  Liebhaber  und  Besitier 
gjeaauer  Ohren  manche  nützliche  Bemerkungen  enthält,  undf  durch 
vierseba  recht  gut  ausgeführte  Holaschaitte  erläutert  ist. 

Naturwissenschaft!  ich-astrouumiäc  Ii  es  Jahrbuch  für 
physische   und   nalur hiäturiächc   Himmelsfors&her  und 
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Geologen  mit  dm  für  die  Jalirc  1^4^^  und  1844  vorausbp- 
stimmteD  Ersc  h  e  i  u  u  n  e  n  am  Himmel.  Herausgege  bea 
von  Fr.  v.  P.  (>  r  u i  t h uise d.  Fünftes  Jalir.  Stuttgart« 
1842.   8.   2  Thir.  10  ggr. 

Der  Herr  Herausgeber  betweekt  bekmiDtlieli  dnreh  dieiei  Jahr-* 
bueb  TonBgKch,  der  beschauenden  Himmelaknnde  imflier  mehr 
Eingang  zu  verschaffen,  derselben  Freunde  zu.  gewinnen ,  und  die 
sowohl  durch  ihn.  als  auch  durch  Andere  gewonnenen  Resultate  zu 
sammeln  und  bekannt  zu  machen.  Auch  dieser  Jahnj^ancir  enthält 
neben  der  gewöhnlichen  ll!|ihemeride  wieder  eine  grusäu  Menge  von 
Notizen,  tbeib  aetroDomischeii ,  tbeili  i^ologiscoeo  lobalts, 
die  folgendeB  prHtaBero  Auf«i|tse.*  1.  Die  nicht  leocbteDden  Welt- 
wolken. II.  Allgemeine  Methode,  die  Höhen  der  Gebirge  und  die 
Tiefen  der  Ringtlachen  auf  dem  Monde  zu  messen  und  zn  berech- 
nen. III.  Von  der  Nahir  der  Lichtnehe!  am  Fixsternbin) inel. 
I\  .  Fragmente  zur  Physik  des  .Mondes  (in  aipltabetiscber  Ordnung; 
vierte  Fortsetzung).  Ausserdem  wird  Nachricht  von  den  neuern 
aitroDomiscbeD  Kotdeekungeo  und  den  ivicbtigero  theoretiscben 
Arbeiten  gegeben.  Vieles  kommt  natürlich  ttber  die  grosse  Son- 
nenOnsterniss  vor^  und  manche  allgemein  interessante  Notizen,  wie 
X.  B.  folfifcnde  (S.  119)r  .,ln  dem  Herrclife  Arap^o's  über  eine  wis- 
senschaftlicher Z^ve<  halber  untern oiii in«  tie  Krdumsefflung;  kommt 
die  höchst  merkwürdige  Angahe  vor:  dass  auf  dieser  Keise  der 
Austrat -Ocean  an  xwei  weif  von  einander  gelegenen  Stellen  Bit 
einem  Senkblei  sondirt  wurde,  welches  eine  Länge  von  24000  Fuss, 
also  ungefähr  einer  deutschen  Meile ,  oder  gleich  der  Höhe  des 
Chimborazo,  und  des  noch  auf  denselben  getliürmtcn  österreichi- 
schen Sclineet)ergs  hatte,  und  doch  nicht  den  Grund  erreichte!  An 
der  Wiedernufwindung  dieses  Riesenseukbleis,  des  längsten,  wel- 
ches noch  jemals  2ur  Ergrüodung  irgend  einer  Meertiete  auffewen- 
det  worden,  nuissten  des  Ungeheuern  Gegendroekes  der  Wasser- 
schichten jener  nie  snvor  erreichten  Tiefe  halber  60  der  stämmig* 
sten  Mutrosen  2  Stnndeu  \än^  nng'estrengt  arbeiten,  und  als  es 
endlich  heraufgezop:eu  war,  fand  es  sich,  dass  der  massive  metal- 
lene Cvlliuder,  worin  ein  I^leertiefeii -Wärmemesser  von  Bunten  eio- 
geschlüsscu  üich  hefaud,  durch  deu  entsctziiclien  Wu^iäcrdruck  ganz 
abgeplattet  worden  war. 


Physik. 


Somervilie  nn  thc  connexion  pf  the  nbjsical  sciences.  6tk 
editiou.    1842.   8.    10  s.  6  d. 


Leitfaden  sum  Cfnterriebt  ili^d^r  Physik  fiir  Gyppna- 
sien  und  höhere  Bü rgersch u le,i^  T tfll  H.  Ij.  Boltke,  Doctpr 
der  Phil,  und  Lehrer  der  Math,  an  der  Luisenstädtisch» 
höheren  Stadtschule  zu  BeriU*  Mit  .4  Figurentttferltii^ 
Brandcuhurg,  1842.  8  irgr.        '  *  -<^tP>,ii>,^i 
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Ein  ganz  knrzer,  our  das  für  vScbuIe  Nothwendige  ent- 
baltendc,  bloss  diejcniorcn  mathf^triiit  is(  he n  Kenntnis^ie,  welche  der 
Schüler  aus  Tertia  niitliriogt,  vornusäet^eude  I.pitfaden  der  Physik, 
mit  blosser  AodeutuDg  der  Beweise  ia  dem  mathcmatischea  Tbeile. 

Die  Phyiik  in  «usführlicber  populärer  Darstella».. 
Necb  dem  gegenwärtigeii  ZasUnile  dieser  WisseDscbaii^ 
u.  s.  w.  von  Dr.  J.  B.  M.     Poppe.  Zweiter  Beod.  Züricb. 

1842.  8. 

M.  s.  Lilrrarisrlipr  Rprirhf.  IX.  S.  148.  Das  Buch  ist  mit  die- 
sem zweiten  Baode  beendigt  üer  i'reis  des  Manzen  ist  3  Tblr. 
n  ggr. 

Descriziooe  di  un  appareccbio  loeomotore  applicabile  alla  dire« 
sione  de'  globi  merostatici«  DI  IL  ArgeatalL  In  8.  Sinigaglia. 
1840. 

Theorie  ^lementaire  de  Ia  capillarite  suivie  de  ses  principales 
applicutions  h  Ia  plivsique^  a  I;t  chimie  et  auz  corps  orgaotses  psr 
Ariur.   lu  8.   l'aria.  im.   6  Fr. 

Versuch   einer  ocueu  Erkläruogsweise  der  electrischeo  Er- 
scheiuuogeo  von  Dr.  U.  Heiosch.   Nürnberg.  iS\i.   8.    12  ggr. 

Nene  Brfakrungen  und  Entdeckangeii  im  Gebiete  des  Electre- 
magnetismus.  (Von  Stieglits.)  Als  Fortsetzung  der  Schrift:  Die 
Dnmpfkraft  ersetzt  u.  s«  w.  Lex*  8.  Leipzig.  1842.   8  ggr« 

Luftelectricität,  Erdinagnetisimis  und  KrankkcitscoDstitutioD 
von  Dr.  L.  Buzorini,  Oberamtsurzt  in  Echiogen.  i^eile-Vue  bei 
Constanz.  18  U.   Lex.  8.   3  Tblr. 

Stttrgeon*s  leetnres  on  Electricity.  London«  1842^  12.  5  sh. 

Biet,  Memoire  sur  Ia  vraie  Constitution  de  l*atmospbere  ter- 
restre.  In  8..  Paris  1842*  5  Fr. 

Meteorologia  universale»  ecc.  Di  De  Luca.  In  8.  Napoli.  1811. 

Maf^netische  und  tneteorolugiäche  Beobachtungen  zu  Pnt^,  ia 
Verbindung  mit  mehreren  Mitarheitern  ausgeführt  und  auf  öffent-  « 
üebe  Kosten  keransgegebeo  von  K»  Kreil,  Adjuncten  an  derk.k« 
Sternwarte.  2.  Jahrgang.   Vom  L  Aneust  1840  bis  3L  Jnll  184L 
Prag.  1842.  3  Thir.  20  ggr. 

(M.  s.  Literariscker  Bericht.  Nr.  V.  &  83). 

Graphische  Darstellung  der  VVitterunfi^)  beobachtet  und  gezeich- 
net vom  Prot  Dr.  Maedter.  qu.  i  Folio.  Dorpat  und  Moskau. 
1842. 

Meteorologische  Beohachtnngen  au  Bodenbaeh  bei  Tetscben  in 
Böhmen,  31«  52'  dsdieber  Länge,  50«  W  30''  nürdlicber  Breite 
und  403,2  pariser  Fuss  ülicr  der  Nordsee  im  Jahre  1841,  von  Seidlf 
Forstmeister.  Nene  Folge  1.  Jahrgang.  Prag*  1842.  gr.  8*  12  ggr* 
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S.  A.  d'Hombres-Firmas,  recuell  de  m^inoireB  et  d*obser~ 
fatioDs  de  pliTsique,  de  m^t^orologie,  ü'agricuUure  et  d*biitoire  pa* 
(urelie.    2  V  ul.   8.    Nimes.  1S42. 


Vermischte  Schriften. 


Anfgaben  aus  der  Geometrie,  Stereometrie»  Trigonometrie, 
Geodäsie^  Astronomie  und  Fbysik.   Zu  rebuii|feii  im  oumeriacheii 

Reeboen,  besonders  mit  Logaritlinicn.  NVhst  einem  AnlKitip^e,  eot- 
lialteod  ciuige  schwerere,  allgemeioe  und  besundere  ^ L<)nietriscbe 
Anfnrahen  vou  Dr.  G.  A.  Jaho,  Lebrer  der  Matherntttik.  gr.  8. 
L.en»iig.  1842.    1  Tbir. 

AngekÜDdigt  8iod:  Heteorologiaclie  und  naturliUto ri- 
eche Aonaleo.  Herausgegebeti  von  Alexander  Theodor 
Nahl,  welche  xo  Cassel  in  der  Luckbardt'schen  Buch- 
handlung erscbeinco  und,  wie  es  scheint,  eine  Art  meteorologi- 
scher und  naturliistorlsclier  Zeitung^  bildon  sollen.  Allerdingrs  hal- 
ten wir  es  für  zweckmässig,  dass  die  in  den  Zeitunn^cn  so  häufig 
^  vorkommenden  Nachrichten  über  meteorologische  und  andere  Natur- 
Ersi  hl  i  nuno;en,  da  dieselben  so  Laulig  übersehen  werden,  an  einem 
Orte  i^eäummelt  werden.  \ur  muss  der  Herausgeber  aus^ser  den 
deutsehen  dann  auch  Tomil|;lich  alle  aHsländuehen  Zeitungen  volU 
ntändtg  ausbeuten,  da  namentlich  letztere  inshesondere  in  kleinern. 
Städten  fast  nie  zu  haben  sind  und  gelesen  werden.  Der  Preis 
fiir  den  .lalir&rang  in  der  Stärke  TOn  %t  bis  30  Bogen  gross  8.  ist 
auf  2i  Tblr.  festgesetzt. 

Mathcmatiscli  e  Abbandlungen  der  Koni  geliehen  Aka- 
demie der  Wiss e u sch  aften  zu  Berlin.  Aus  dem  Jabre 
18i0.   Berlin.  1842.   4.    1;  Tblr. 

Inhaltt  1)  Cr  eile:  Ueber  den  Werth  nnd  die  Eigenschaften 
der  Brüche,  deren  Zahler  nnd  Nenner  die  verschiedenen  zu8|imdien* 
geliörigen  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  ersten  Grade  zwischen 
zwei  ^^inzen  Zahlen  sind.  2)  Kncke:  Ueber  die  Störungen  der 
Vesta  durch  Jupiter,  Saturn  Und  Mars,  berechnet  von  den  Berren 
Dr.  Wolfers  und  Galle. 

In   den   js^elehrten   Anzeigen    der  Königlich  bayeri^ 
ficbeu  Akadeiuiti  der  Wisseoscbat'teu  zu  München.  ISO, 
a.  m.s  V.  Stein  heilt  lieber  sein  Photpsteter  snr  Hessuug  der  Licht-' 
menge  der  Gestirne»  Heber  dio  Anwendung  der  ^elescopspiegel 
stt  astroAOHiisclieii  Ii essinstrunienten. 

Mcmoric  della  reale  Accademia  dellc  scienze  dl  To* 
rino.    iierie  seconda.    Tomo  II.    Torino.  18^0.  4. 
enthält  folgende  mathematisch -physikalische  Abhaudlungen : 
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«  Notiee  sur  les  treaUenent  de  terre  que  Pon  a  (^proüY^dftu 

9  provincc  de  Maurienne  depuis  1p  10.  Dccembre  1838  juiqa*tti 
IS.  Mars  1840;  {»ar  >I(instMg;tieur  A     x  i  s  BiHier.  LV. 

Caicul  ile  In      tisite  de  ia  terre  pur  i^.  F.  Meuabrea.  pag.  305. 

Mciuvemeiit  d'un  Pendule  conipos^  lorsqu\)n  tient  compte  du 
rayoD  du  C)'Iindre  qui  lui  «ert  d'uxe,  de  celui  du  cousbioet  sur 
leqoel  il  repose,  oiosi  qae  le  frotteatent  qni  i^y  d^veloppe;  par 
L.  F.  Menttlireii.  pa^.  360. 

Sur  la  determination  de  Ia  density  moyenne  de  ta  terre  d^daite 
de  TobservatioD  da  peodule  fuite  ä  l'Hospice  du  Mont-Ceoi«  p>r 
Mr.  Carlini  on  septenl^re  Note  de  Charles  Igftaee 

Giulio.  pag. 

Serie  seconda.    Tomo  III.    Torino.  1841  enthält: 
Kxpericuceä  sur  Ia  r^sistence  des  fers  forges  dont  od  fait  le 

plus  d'usa^e  en  Pi^moot;  par  Charles  Ignace  Giulio.  pag.  175. 
Exp^rieoces  sur  le  foree  et  sur  TdlasticKd  des  fils  de  fer;  par 

Charles  Igoaee  Giollo.  pag.  275. 

Det  KoDgelige  Danske  VidcDskabernes  Selskales  natnrvidens« 
kabelige  og  inatTiematiske  Afliandlinger  8.  Deel«  Med  33  T»vler« 
Kjoebenhttvo.  Iä^*2.   Imp.  4.   2  Thjr.  13  ggr. 

Verb  aud  ]  u  i!  i^'cn  der  scb we i z e r i sch e o  n  ii t  u  r fo rsc h en- 
den GebelUi  büft  bei  ihrer  Versammlung  zu  Zürich  ciea 
2.,  3.  und  4.  Aurgust  1841.  26ste  Versammlung.  Z&rleh*  & 

Diese  Verhandluogco  eotbaUea  ausser  mehreren  kürsereo  Bemar- 
kttogen  folgende  kierber  gehörende  Aufsätze: 

Anxeige  einer  Specialgcscbicbte  der  Naturlehre  und  ibrer  Bttlfs* 
wisseii^'(  it>0Q  von  Hudolf  Wolf,  Lehrer  der  Mathematik  is 
Bern.  S.  'H)-). 

Ucbtr  .spiralteüer- Wugeo  von  Berm  Oeri,  Mechaniker  in 
Zürich.  S.  212.  ' 

Memoire  sur  P^Iectricite  utiuosiiberi(|ue  par  Monsieur  E.  Plan« 
tamour,  professeur  d^astronomie  k  PaeadMe  de  Genive.  S.  17^ 

Annuaire  pour  Tan  1842,  pr^seut^  au  Roi  par  le  bureau  des 
loDgitudes,  avec  Additions  d'Arago.   Paris,  1842,    18,   |-  Thlr« 

Bulletin  de  la  classe  physico -  uuitbt^matifjue  de  l'Academie  Im- 
periale des  ^«cienccs  tJe  Saint -Petersbourg.  Tome  1.  24  Nomhret. 
gr.  4.    St.  Petersbourg  et  Leipzig.  1842.   2  Thlr. 


M.  Piltet,  Sssocid  cnrrespondant  de  PAcad^nie  det 
Sciences  de  Turin,  a  mis  k  la  disposition  de  cette  Acad^nie 
wne  somme  de*  10000  Fr.  pour  (|u;iir'^  prix  qui  seront  deccrnea 
piir  eile  a  des  uuvrat?es  scienfillquet)  [noprcs  ä  scrvir  d*iiicrotiuciiüii 
a  IVlude  de  ia  pbysique,  de  la  chimie,  de  la  m^aoique^  et  de 
Pastronomie.  Voici  Texpos^  du  progrumme  *pubH^  a  ce  sujet  per 
la  classe  des  sclences  physiques  et  matkdmatiqnes  <le  cc  ceips 
eeTMt: 
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f,L'Acad^me  croit  deroir  indiqaer  en  pei  4e  tmU  PespiH  dans 
fo^el,  conform^ment  anx  vues  du  fondatftir,  det ront  IteO  «mpM 

los  ouvrages  siir  Icsrniels  t'lle  atim  h  proDoiicer. 

Faire  couuuitre  ki  svieiic«  pour  la  faire  aimer;  exposer  SfNi 
T^ritable  objet  et  Kes  principales  conqu^es  pour  metire  eo  ^videoce 
C4Mte-f»  ffnindenr;  aioatBcr  !•  mite  q«*elle  a  in  :m  Irajer  f^mr 
engager  ies  lecteurs  ä  j  eDtr«r  et  k  U  ^rntumir  .ttote  entuk«; 
tracer  rhistoire  de  ses  progres  et  de  ses  ^garements  pour  eo 
devoiler  Ies  causes  et  Ies  ronsdquences :  iudiquer  Ics  obstacles  qui 
arretent  ou  qui  raicntisseiit  sa  marchc,  [uiur  exciter  k  Ics  frauchir; 
n'en  dissimuler  oi  les  difÜcutteä ,  ni  Ies  lucunes;  reodre  sensibles, 
Mr  des  «xemplet  eonvenablement.  clioisls  et  ddvelopp^»  Fesprit  et^ 
la  poissance  de  ses  metbodea;  ne  rieo  ntettre  qui  pnisse  iaterrOB* 
pre  la  cbaine  de  sea  d^ductions;  ne  point  attirer  Tattention  sur  des 
objets  secondaires  en  In  (Irtntirnant  des  points  Ics  plus  saülnnts; 
aopprimer  ce  qui  pourrait  etre  expo8i6  que  d'une  maniere  in- 
exacte  ou  trop  incouiplete  eoiployer  tuujours  le  lauguge  figuureux: 
de  la  scieucc ;  Stre  coocis  saos  obicurit^  noble  saus  enflure,  simple 
«ana  Tulgarit^^  teile  eat  la  tiebe  aiiaai  diffieile  qa'  honorable  que 
devront  s^imposcr  lea  antenrs  qui  aspireront  k  ebtenir  le  suffrage 
de  l'Acad^roie.  Iis  tronveront  dans  les  prdfaces  des  m^moires  et 
des  mtre»  uavragea  de  JLagrange  dea  modelea  parfaita  d'expoaition 
et  de  stvle. 

Uu  prix  de  2500  Fr.  est  promis  au  coucuurs  puur  cbacun  dea 
ou?riigea  aaivaota,  aavoir;^  !*•  une  introduetioQ  ä  l'^tude  de  la 
pbyai^ue;  2<^.  une  introductioo  k  T^tude  de  la  cbinle;  3^.  une  in- 
troducüon  k  T^tude  de  Uaatronomie  *).  —  Cbacun  ouvrage  devra 

constituer  une  exposifion  rapide  des  f»rinri|iiiles  applications  de  la  ^ 
scieoce  qui  eu  fonnura  l'objet,  mise  <'iuta])l  ({iic  possible  k  la  port^e 
des  lecteurs  qui  ue  possedeiU  que  les  counaissances  ^l^mentaires 
que  comprend  ordiuairemeut  reusci^nemcut  des- Colleges.  Pour  la 
pb^sique^  la  ebimie  PAead^aiie  nfexigera  paa  que  toatea  lea  partiea 
qai  formeot  aujourd^hui  Ic  doniaine  de  cea  deux  aciencea  aoient 
expos^es  avec  la  ai^me  ^tendue.  Les  concorrents  pourront  donner 
plus  de  d^veloppement  a  cetles  (\n\  leur  paraitront  yilus  importantea  ' 
ou  plus  suscepttbies  d'etre  prescutees  d'une  mauiere  contorme  au 
but  du  concours.  L'Acudeiuie  verrait  avec  plaisir  que,  dans  l'intro- 
dnctioii  k  l'^ude  de  la  m^anique,  ob  imiatftt  avec  anetqu«  dtendue 
aar  la  partie  exp^riraentale  de  lavadence  pour  en  deduire  les  prin- 
cipes  dout  on  d^veloppera  ensuite  Ies  cons^quences  au  moyen  de 
l'analyse  et  de  ht  tr;6ompfrie.  Enfin,  daus  Tintroduction  I'^tude 
de  l'nstroiioiilic,  Ies  concurrents  devront  s'atf aclicr  surtout  a  Texpo- 
sitiüu  de^i  pbenoiiienes  Celestes  et  des  luethoiit.s  d'observatiou,  eo 
n^euipruataut  a  la  m^canique  Celeste  que  les  cuusideratioos  et  les 
rdaultata  lea  plna  aimplea  et  tes  plus-  auaceptiblea  d*6tre  prtentöa  • 
aoiia  une  forne  dl^meotaire. 


•)  So  heissen  die  Worte  in  deoi  Jonmal  (rinstitiit.  No.  452.  25.  Aout 
1842.  p.  304),  aus  welchem  dies  Frograimn  entlehnt  ist.  Jedenfalls 
ist  aber  hier  ein  Fehler,  da  aus  deui  ganzen  Programm  hervorhebt, 
daas  ea  faeist«i  muas:  3*^.  une  introductioii  ä  Tetude  de  la  mecanique-, 
4«*  une  introduction  a  Tetade  de  l'aatronomie. 
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Les  sRvants  de  tout  pnyn  sont  admifi  a  concoarir.  T^rs  manu- 
scrits  devront  ätre  remis  «u  secr^taire  de  TAcademie  des  ^iciences 
de  Turin  avunt  le  1.  juillct  1846.  Aprils  avoir  proüODCe  sod  j»g^e- 
ineDt,  rAcaddmie  »reudra,  d'accord  avec  ics  auteure,  les  dUpositious 
convenables  pour  nMnrewioD  det  oavrages  eovroimds»  II«  Pilltl- 
VVil  ayuat  bien  vouiu  mettre  aosia  k  ui  diijpoutloii  de  TAeaddüM 
4m  fooda  »deefMuna  k  e«t  obj«t/* 


Berichtigung. 

Tn  dem  Titel  der  Abbaudlung  XIX.  S.  119  «.  ai.  ^Aargau''  statt 
„tu  Aar^au.'' 
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Uterarischer  Beridit 


Cescliichte  der  Blathematik  uad  Fbysik* 

■ 


Wif  boten  hier  die  Anzeige  zweier  zwar  scbon  früher  mcbie- 

ÄB,  uns  aber  erst  jetzt  durch  die  Güte  ihres  Herrn  Verfasser^  be- 
nnt  gewordenen  I?>chrifteD  nach,  da  dieselben  wegen  ihres  in 
vielfacher  Beziehung  interessanten  Inhalts  der  Aufmerksamkeit  der 
Leser  des  Archivs  recht  sehr  empfohlen  zu  werden  verdienen: 

Notice  sur  G^rard  Moll^  n^  a  Amsterdam  le  18  Jan- 
Yler  1785>  moti  den«  U  mdilie  ville  le  17  ianVier  1838; 
^iir  ll«etelet,  -Seordlliir«  |»er«4tiiel'd€  l'Acadenie  ro- 
jm\9  d0 'Bfvxalles,  4itf*eoCeiir  de  l'ObierTatoire  de  la 
■i^me  rille  etc*   Brnxelles.  lS3d. 

Notice  sur  Jean  GuilJ.  Garnier,  memhrc  de  l'Aca- 
d^mie  royale  des  ä(  ienccs  et  hell  es-lettres  de  Brnxel- 
les;  par  A.  Quetelet,  Secrt-taire  perpetuel  de  l'Acad^- 
mie,  directeur  de  TO bscrvatoire  de  Bruxelles,  etc. 
Iraxelles.  1841.  i  . 

Beide  Mäniier»  .Üeren  Leben  Herr  Qnetelet'fii  diesen  beiden 
SclirifteiL  anf  eine  böcbtt  anaiebende  Weise  besebreibt,  werden  den 
Pbryflikern  und  Mathematikern  binreicbend  bekannt' sdn»  Garnier 
weniger  durch  Entdeckungen  und  Erfindungen,  mit  denen  w  die 
Wissensehrtff  hereieherte,  als  durch  eine  grosse  Anzahl  von  ihm 
verfasster  matheniatischer  Lehrbücher,  durch  seinen  traite  de  me- 
t^orologie,  und  vorzügHch  als  Mitherausgeber  der  beiden  ersten 
Bände  der  trefflichen  einen  reichen  Schatz  insbesondere  auch  für 
Lehrer  an  höheren  Uoterrichtsanstalten  höchst  nützlicher  Bemerkun- 
gen nnd  Aufgaben^  enthaltenden  C.orresponilance  matb^mäti* 
qne  et  physli^ne,  publice  par  MM.  Garnier,  Prof.  de  Ma- 
thdmatiques  et  d'Astronomic  a  l^Universit^  de  Gand, 
et  Quetelet,  Prof.  de  Mathcmatiqnes,  de  Physique  et 
d'A??trf>nomieal'Ath(<n6e  de  Bruxelles.  AG  and.  TS25.  26.,' 
derea  Herausgabe  aber  Herr  Quetelet  vom  dritten  flande  an 
allein  übernahm.  Garnler's  Leben  bietet  besonders  durch  seine 
grosse  Bewegtheit,  und  durch  die  vielen  merkwürdigen  Personen, 
mit  denen  er  iu  Berührung  kam,  grosses  Interesse  dar.  liudet 

f^dUI.  17  ' 
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den  imtaiimtteK  «oo  nU  volkomen  alt  nU  ouvolkopm  «nlMKe* 
tallen,  opffesttld  teo  dieiiäte  4«r  Scholmi  e»  Gynaip«  g>v^ 
Te*s  Grmiib«gcw  18421  30  c. 

LeiclitfassUclier  practischer  Uoterricht  zum  vortbeil haften  Ge- 
brauche der  LogariLhiaen ,  um  mittelst  derselben  Uie  scliwierigsten 
uud  ausammcQgesctztesteu  mu^efnatiacheo,  aU  auch  kaufmänniaiBhei 
R^clmiiiigtii  aof  die  ei^&oklte  und  kfineite  W^iae  «nswifnlferen» 
von  J.  B*  Montag»  beim  Amt  AiMnfftUc  «a  Brfnrt  I#eipug.  1841« 
8.  4  ggr. 

Bauer,  J.  die  Log^arithmen  und  die  Gräozen  ihrer  Zuver- 
lässigkeit, die  Gaussischeii  Log^uriUiiueu  für  Summen  und  DiÜerca- 
zeu  und  zur  logarithmischen  Auflösung-  der  quadratischen  Gleichun- 
gen. Für  eiue  auf  strenge  Theorie  gegründete  Anwendung,  gr.  S. 
Münster.  1843.  12ggr. 

Baabe,  J,  L«,  die  Dlffereasial  aad  iajtegralrediBvng  mxi  Funetio- 
«ea  nehrerer  Variabeln.  (Der  DifferenziaT-  und  Integralreehaaag 
2tea  Tbeilea  lata  iAÜ^  gr.  8.  Zäcicb,  1843.  3  TUr.  8  ggr. 


Qeometriei 


Lelirgfang  der  Elementar  >  Geometrie  für  mittlere  und  niedere 
Volksschulen  von  L  Sobolewski.   Erfurt.  1843.   10  ggr. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Geometrie,  von  Dr.  P« 
Bredow,  Gjmnamallebrer.  Jates  Heft,  Planimetrie.    Oels.  tMKi 

8-  «ggf* 

Praktische  Anleituno^  zur  Auflösung  geometrischer  Aufgaben 

und  zur  Krfindun^  des  ^{pwpises  geometrischer  Lehrsätze,  gestützt 
auf  eine  nustührliche  Erläuterung  des  Wesens  nits  grometrisciiea 
Satzes,  von  Dr.  E.  S.  nnijer.  Mit  vielen  durch  die  Steinpresse 
«ingedruckten  Figuren.    Krturt.  1843.    gr.  8.    1  T]|iU.  8  ggr, 

»  >  ■  . 

G^mdtrie  st^r^m^trique ,  ou  coUectioa  .de  fi^uraa  a&  eaito*» 
pour  faeiliter  P^tude  de  la  g^om^trie,  pör  L.  Dapin.  In  4.  Paris* 
U  Bogen  nit  48  Figur«»  ia  Cartan).  Vm. 

Analyse  appliqu^'c»  k  la  creom^trie  des  troig  dimanekina}  pac  Ct 
F.  A.  Leroj.  3.  ediüon.  Piris.  1843.  8.  5  fr. 

R{>sume  de  Icgons  de  g^om^trie  apalviique  et  de  calcul  iadnit^ 
iimal  par  Beianger.   8.   Paris.  1842.   2  Thlr.  gi^r. 

4  Tfaatiaa  in  wbiefc  Iba  SUai^alaiy.  Propact|ea  of  tba  BlUfü 
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are  dednoed  from  tbe  Properties  of  the  Circle,  and  geometri- 
cally  demoBstrated*  B?  the  Dake  of  Soaersiit.  Land.  1842» 
9  ah.  d  d. 


PraktUK^e  Geometrie* 


Nene  eiofiiche  trigonoMctriidie  Methoda  die  Höben  der  Berge 
XU  nesfleDy  ahne  sie  an  besteigen,  bewirkt  durch  die  AufQndung 
clc^r  wabren  terrestrineben  Eefruction  yon  Dr.  F.  P,  t.  Graitbaisen» 
Profenar  und  Ritter«  München.  1842»  gr.  8*  8  ggr. 

Leitfaden  bei  dem  Unterrichte  in  den  Anfangsgründen  der 
practischen  Feldmesskunst,  mit  Vorausschiekung  der  erforderlichen 
arithmetischen  ud4  geometrischen  Qulfsätze.  Zum  Gebrauch  in  Ge* 
werhs-,  Bürger-,  und  Landscholen  bearbeitet  van  Woeifer,  Ver- 
»easungs-CommiMfir  nod  I^ebrer.  Gatba.  1840.  41.  8.  12  ggr. 

Th.  Raetz,  pract.  Zeichealebrer,  Geometrie  für  Künstler  und 
Handwerker.  Ein  Lehrbuch  zum  Selbstunterricht.  2ta  verb.  und 
Termebrte  Aufl.  gr.  8.  Berlin,  1842.   1  Tbk.  8  ggr. 

Anleitung  zum  Aufnehmen  von  Land^iitern^  zum  Feldmessen 
and  Nivelliren.  Von  A.  Bolotow.  (In  russischer  Sprache).  8.  St. 
Petersburg.  1842. 

Practiscber  ünterrlcbt  itt  IVifellireii  oder  Messeo  der  Haben  «. 
a.  w.  Mit  ^  Kapfera.  2to  Aai^be^  Baatxen*  184  gr«'  8,  8  ggr. 

Tbe  Princtples  and  Practice  of  F^andenc^inooring',  Trigonome- 
trical,  Snbterraneous,  and  Marine  Surveying«  with  an  Appendix^  by 
Cb.  Bourns.   8.,  London.  1842»   15  sh. 

...  - 

Die  geometrische  Zeicheukunät^  oder  die  Lehre  von  den  gea>» 
'aietrlscbea  Projectiaaen  und  >brer  Brieaehtung  ,ra  3  Tbeilea;  Tai» 
Broeeker  f.,  ArtHlerie  ^  LIenteaaat  aad  Lebrer  an  der  KSnigl. 
Preawi.  Olx  rfeucrwerker- Schale.    Mit  12  Kupfertafela.  Berlia, 
Fosea  Und  Bromberg.  184^«  gr«  8.  4  Tbir.  8  ggr. 


Trigoiibiiieteiew 


A  Treatise  on  Plane  and  Spherical  Trigonometry.  By  the 
Rar.  T.  G.  Hall«  M.  A.  Pfiaft  jrf  Hathoaiatiw  in  King>  College, 
Landan.  3»  edit.  liOadan.  1842^  7  ab*  6  d. 
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Mechanik. 


PoiDSot.  Elements  de  statique,  guivis  de  quatre  m^moires  sur 
la  composition  des  momenta  et  des  aires.  8me  ^dit.  Paris.  1842. 
8.   6  Fr.  50  c. 


.:.^*.  iMii  ni;>  V  Praktische  Mechanik.  ^  H; 


^- Der  practiscbe  Maschinenbauer,  Ton  A.  V.  Demme,  practischem 
Maschinenbauer.  9.,  10.  und  12.  Lieferung.  Mit  94  lithographir- 
teo  Abbildungen.   Quedlinburg.  1842.    8.    6  Thlr.  20  ggr. 


.  .  Astronomie. 

>  *• '  / 1 

^  Tbeodieee.  Eine  Reibe  von  Dialogen  von  Dr.  E.  Ä.  von  Scha- 
den. 1.  Band.  Auch  unt.  d.  Titel:  Orion,  oder  über  den  Bau  des 
Himmels.    Carlsruhe  und  Freiburg.  18-12.    gr.  8.    l^Thir.  15  ggr. 


Eldmens  d'Afitronomie ,  par  C.  Loupot.  Paris.  1842.  8.  5  fr. 
50  Cent.         .  %     «  j/iiii^  '^ir"         -  .acßiJ:;» 

^  Astronomische  Untersuchungen  von  F.  W.  Bcssel,  Geheimen 
Regierungsrath  und  Professor  zu  Königsberg.  2.  Band.  Königs- 
berg. 1842.    gr.  4.    5  Thlr.  8  ggr. 

Wir  werden  nächstens  auf  dieses  wichtige  Werk  zurückkommen. 

^  • » 

Astronomische  Beobachtungen  auf  der  Königlichen  Cniversi- 
täts- Sternwarte  zu  Königsberg,  von  F.  W.  Besse!,  (geheimen  Re- 
gierungsrath und  Professor.  17.  bis  20.  Ahtb.,  vom  1.  Januar  bis 
31.  Dccemher  1831  —  1834.  Königsberg.  1835.  1836.  1838.  1840. 
Folio.    2  Thlr.  16  ggr. 

» 

Berliner  Astronomisches 'Jahrbuch,  für  1845.  (Der  Sammlung 
Berliner  astronomischer  Jahrbücher  70.  Band).  Auf  Veranlassung 
der  Ministerien  des  Unterrichts  und  des  Bandeis  herausgegeben  von 
J.  T.  Encke,  Director  der  Berliner  Sternwarte.  Berlin.  1842. 
gr.  8.    3  Tblr.  4  ggr.    >  •  « 

S.  Literarischer  Bericht.  IX.  S.  146.     *        ^^'^«^       '  ^'.  '^  , 

Principales  tables  de  M.  de  Mendoza  (pour  la  tr^s- prompte  ti' 
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dnction  des  distaneee  de  la  Inne)  revuea  ete.  «vee  de  titm,  d^ 
expIicatioDs  eu  fran^au  et  en  -uglMSi  par  L.  9ichard.A  Iii  4 
Paris.  1842.   7  fr.  50  c 

M^moirs  of  the  Royal  AstroDomical  Suciety,  Volume  12th. 
With  16  piates.   London.  1843.   4.   25  sli. 

■    ,  •  ■  • 


Physik. 


Grnndriss  der  Naturlebre,  oder:  Darstellung  der  Undulatiotij 
als  -wesentlicbp  fJrundlaG^e  der  o^esamintcn  Naturkunde,  und  als 
Schlüssel  zu  vielen  i»elieiiuuiääeu  der  Natur.  Mit  sorgfältiger  üm> 
gehuog  aller  Uypotkeseu,  auf  rein  matliematiscke  l'riucipi^u  ge- 
gründet, fOB  M.  RubroB.  Wien.  1841«  gr.  9.  2  Ttdr. 

Rede  über  den  Einflm»  der  Natorwissenscbaften ,  bei  Ueber- 
nabme  des  Prorectnrats  an  der  üntversität  2u  Jena  am  6.  Angast 
1842  gebaUen  won  Dr.  £•  Uuscbke.    Leipzig.  1842.    Lex.  8. 

J.  H.  HelhratV»  YolVs-Natorielire.  lOi  Aafi.  Bfoek  dem  Toda 
des  Verf.  zoni  dritten  Male  baarbeilet  Toa  J>  CS.  Fiicher.  Biaa»* 
lebweig.  1843.   1  Tblr. 

Die  Experimpntal -Phvaik.  Zum  Selbst- Unterrichte  für  Gebil- 
dete und  zum  Gebrauclie  lo  Real-  uuil  poljteclioiscbeu  Schuleo. 
Nach  der  dritten  Anfl.  dee  Praiizdeiecbea  4ea  Mareet,  Pro£  sa 
Genf,  übersetzt  von  G.  Kissling.  Erste  Liefernag.  Ludwig^arg. 
1843.  8.  Das  Ganze  wird  ia  Mcha  Lielenuigea  efacbaia^  aad 
1  Tblr.  12  ggr.  jkaatea. 

Traite  de  Pbjsiqne  consid^r^e  dans  ses  rapports  aFec  la  Chimie 
et  les  Sciences  Naturelles,  par  Becquerel.  T.  1.  Ia  S.  Paris. 
1842.  7  fr.  50  e. 

Element!  di  Fisica,  di  Domnniro  vScina  (Professor  drr  rnir*»r3t- 
tat  in  Palermo)  2.  ediziooe  miianese  coa  aggiunte.  2  Toai.  Mai* 
land.  1843.   12.   6^  L." 

■ 

Job.  Sem.  Tr.  Gebler^s  pbystkalisebes  Würterbacb,  nen  beerbe»« 

tet  TOD  Gmelin,  Littrow,  Maacke»  Pfaff".  10.  Baad' 2  Abtb.  (Waf.* 
Wia)  Mit  20  Kapfcrtafeia.  Leipaig.  1842.  gr .  8.  4  Tblr.  16  ggr« 

Memoire  ^nr  PAr^on^trie,  et  cn  particulier  sur  IVXreometrie 
centigratle,  suivi  d  uae  Instruction  a  Tusage  des  fabricants  d'Ar^o- 
m^tres  jpar  riaaeaanr.  In  4.  Paria.  1842.  8  fr. 

Sckeakl,  Dr.  K.  Pb.,  das  Barometer  nnd  seine  Beantaang  ?or- 
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züglich  als  iDstraraeot  zum  HöbenmesseD.  Roy.  4.  Brünn.  1842, 
8  gf(r. 

Proceedings  of  tbe  London  Electrical  Society.  Part  7.  Session 
1842—43.    Edited  by  tbe  Secretary.   London.  1843.   8.    21^  sh. 

Vollständiger  Unterriebt  in  der  Blitzableitersetznng  nach  66  Mo> 
dellen,  nebst  einem  vorbereitenden  Anszuge  der  Elcktrizitätslehre 
und  gescbicbtlicben  Notizen  über  die  Erflnming  und  Einfübrun^  der 
Blitzableiter,  für  Arcbitekten,  Ingenieure,  Buu-  und  Werkmeister, 
\on  Dr.  K.  W.  Dempp.  Mit  3  Figurentafeln.  München.  1842.  8. 
ggr. 

Der  Magnetismus  im  Verhältniss  zur  Natur  und  Religion  ?on 
Ritter  Dr.  J.  Knnemoser.  Stuttgart  und  Tübingen.  1842,  irr.  8. 
2  Tblr.  12  ggr. 


'U.\  I 


»  »  » 


Der  Galvanismus  in  seiner  technischen  Anwendung  seit  dem 
Jahre  1840,  oder  Galvanoplastik  u.  s.w.  Für  Natur-  und  KunsftVeuode, 
wie  auch  zum  tecbniscben  Gebrauch  dargestellt  von  Dr.  M.  Koob- 

loch.    Erlangen.  1842.    gr.  8.    16  ggr. 

'•ii.ii  ■/  Ii  »•/  «Luti-i  #j»ib  1'. 

Die  Galvanoplastik,  oder  praktische  Anleitung,  Metalle  aus 
iliren  Auflösungen  nach  den  neuesten  und  verbesserten  Vertaliruogs* 
arten  vermittelst  der  galvanischen  Electricität  zu  reduciren,  nacb 
den  Vorscbriftcn  des  C.  Walker,  T.  Spencer,  A.  Smee,  Sturgeon, 
de  la  Rive  u.  A.  bearbeitet,  und  mit  auf  eigene  Erfahrung  gegrün- 
deten Zusätzen  versehen  von  W.  Fardely.  Mannheim.  1842.  gr.  8. 
1^  ggr. 


•»  Ml •!  I  > ' .  II»  j   Uli:     •  i,    \  -  '.  s»!'»tij:ii*  >i>  niux  !• 


der  KSnlglichen  Societät  der  Wissenschaften  zu  Göt- 
tingen. ..  . 

..r.  Es  8olI  ein  Instrument  zur  Messung  der  Stärke  des  Tons 
zweckmässig  eingerichtet  und  Versuche  gemacht  werden,  um  die 
damit  zu  erreichende  Schärfe  der  Messung  kennen  zu  lernen. 

Eiusendungstermiu  vor  Ablauf  des  Septembers  1843.  Preis 
SODucaten.    .    .  ij 

Die  mathematischen  Wissenschaften  haben  in  neuester  Zeit 
zwei  grosse  Verluste  erlitten. 

Am  21.  September  1842  starb  der  berühmte  englische  Matbe- 
matiker  James  Jvory.  geboren  im  .liihre  1705. 

Am  12.  Januar  1843  st.irb  zu  Taris  L.  Fuissant,  geboren  am 
12.  Septemhcr  1769  in  La  Gastallerie  im  Seine-  und  Marne -Depar- 
tement, vorzüglich  bekannt  durch  seinen  Traite  de  Geodäsie  uud 
seinen  Traite  de  Topographie.  *  *'*  ..»•*u^ui; 
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Ldterarisc^r  Bericht 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


'i 


Phil.  KeDand,  Lectures  on  the  Principles  of  Demonftrative  Ma- 
tbematici.  .  8.  Edinburgh.  1843.  4  sh.  «  d.  * 

Cours  de  laatb^matiques ,  redig^  pour  Tusap^e  des  ^coles  mili- 
lairps;  par  Allaise,  Billy,  Boudro^  et  L.  PuissaDt.  '6,  Edition.  In  8. 
Paris,  im.   7  f r.  50  c  ' 

de  mathdinatiques^  k  Tiisaffe  de  Fioff^nienr  civil,  par 
\  Alg^bre.  8.  Parii.  184£  5  fr. 


Cours 


Arithmetik. 


Anleitung  zur  gründlicben  Erlernung  der  Recbankunst  mit  An« 
wendnng  der  Weeknässigsten  AbküriungenJ  Zum  Selbttunter- 
ric&le  und  ala  Uülfabucb  beim  öffentlicben  und  Privat- Unterricbtty 
von  J.  StreliK  Lebrer  an  der  k.  k.  Normalhauptscbnie  au  SU  Anpa 
in  Wien.  2  TbL  8.  Wien.  1843.  1  Tbir.  12  ggr. 

Äi  itlitii^tique  usuelle:  Cours  complet  de  caicul  tb^rique  et  pra- 
tique,  par  G.  F.  Olivier.   9  ddition.   12.  Paris.  1843.  ^  fr. 

Tbe  Seemanns  Aritbmetic,  or  tht  Application  of  the  several  Ro- 
lea  of  thieit  acienee  to  tbe  pnrpoiea  of  tne  Maritime  Profeaiion;  in 
vbich  also  aie  inaerted  aeveral  Examplea  of  Statements  and  Ad* 
justments  of  general  and  particular  Averagea.  Bj  J.  Marlin.  18. 
Edinburgh.  1843.  2  ab.  6  d.  . 

tu.  18 
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J.  J.  GremlKet,  Recnell  de  probtemes  amusans  et  initrocUfi^ 
avec  les  d^moDstrations  raisonn^es  et  Tapplication  des  regles  de 
rnrithm^t)f|ue  k  leon  lolDtioiia.  6.  ^ditioo.  Partie  1«  2»  Parii 
1843.  11  fr.  . 

ADfai>gsgrÜDde  der  BachstabeoreclDuog  und  Algebra.  Voi 
4.  C.  Lückenhof,  ProfessQr  am  Gymnasium  zu  Münster.  2.  ?erb. 
ttttd  vermebrte  Aufl.  gr.  8«  Münster«  1843.  10  ggr. 

*  » 

BartmaDD,  M.  Edler  von  Fmezüishuld.  Grundlehtea  der  allgi- 
mminw  Arithmetilu  8*  Wieo.  1843.   1  Tlilr^  ggr. 

Arithmetik  (aod  Algebra)  für  Reatschnieu,  ttir  höhere  Bürger- 
und  Gewcrbescbulen ,  so  wie  fnr  den  Sclbsluoterricht ,  von  J  A. 
Pflanz.    1.  Theil.  Niedere  AriÜuBeiik.  8.  Stuttgart.  1843.  15  ggr. 

Lelirboch  der  Aritlmetlk  und  Algebra,  herausgegeben  Ten  M 
Snlomen,  Profetser  der  Mutheniatik  in  Wien.  3.  darchani  ?eflwi* 
terte  Anlbfik  gr.  8.  Wktt.  1843.  %  Tkln  Ifk  Uh 

A  Treatise  on  Algebra;  enibracing,  besides  tbe  elemeotaiy  prii« 

ciples,  all  tlic  liighcr  parts  usually  taugbt  in  Colleges;  cootitinin?, 
mereover,  the  nevv  metbod  of  cubic  aod  higher  Eqnations,  si  well 
as  4be  dcvc]opment  and  iiupHcutioo  of  the  morc  recently  discOT^ 
red  Tbeurem  of  Sturm.  By  G.  R.  Perkios,  Principal  and  Professor 
of  Natliematics  in  the  Utica  Academy.  8«  Utica.  (üaited  States] 
1843.  10alu6d. 

Bipoiiftion  de  In  tbdorie*dea  ebaaces  et  dee  frobabilit^,  pv 
A.  A.  Conmet.  Ib  8.  Paria.  1843*   7  fr.  50  «. 

Beitrag  zur  Asfloanng  der  höheren  GleichuD((ei. 
Ven  Dr.  Anton  Vdllaa,  ordentlichem  Mitgliede  der  ungri* 
■eben  Gelehrten-GeaeilBchaft  au  Pesth.  ^Wien;  1843.  & 

Diese  Schrift  scheint  uns  ein  dankenswerther  Beitrag  zur  ge- 
nauem Würdigung  und  Vergleicbung  der  Fourier^schcn  und  Hör- 
ner'sclicn  (.^1.  s.  Litcrariscler  Bericht.  Nr.  VI.  8.  90)  Auflösaogs- 
methodeu  der  Dumerischen  ('ieichuugcn  zu  sein.  Zur  Empfebluo^ 
dient  derselben  auch  die  Deutlichkeit,  mit  welcher  sie  vert'asst  ist| 
wobei  sie  an  i;ignen  Bemerknng-en  und  Kntwickelunt^eD  nicht  arm 
ist,  U.  A*  auch  insbesondere  eia  vuti  Fourier  nur  obenhin  ilQg^ 

detitetva  VerMrea  genauer  an  et^ägeo  «nd  nickt  nur  mit  der 
dänischen  Wuraemmiinderani^  in  Klnklang  zu  bringen,  >oml«i 
auch  hinsicktlick  der  Grkttzen  seiner  Genauigkeit  festaustellea  Riebt 

Vollständig  ausgerechnete  Beispiele,  die  ganz  zweckmäßig  zsa 
Tlieil  aus  der  in  Nr.  VI.  S.  90  des  literarischen  Berichts  nnt:ne^s;■ 
ten  Schrift  des  Herrn  Prof.  Schulz  von  Straszoicki  und  aus 
'  Enckes  hekannter  Ahhacdiung  in  dem  astron  n  mi seh  en  Jahr- 
buehe  für  1841  entlrlmt  sind,  sind  überall  beigebracht,  und  wer- 
den gewiää  sehr  zur  Lutcrstützung  minder  genbter  Leser  dienen. 

Bemerkt  mag  noch  "werden,  dass  der  Verf.  auch  im  Torigti 
Jakre  den  ersten  Theil  ^nes  in  nngriscber Sprache  ver/asstco^* 
sseren  Lehrbuchs  der  Tkeerie  der  GIetektos|feir  unter  den  TM«' 
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FeUöbb  egjealetek.   1.  Ffisel.   Bnd^m.  IM.  Iwraiyga* 

bat  -  '  ' 


Die  Logarithmeo  nnd  die  Gränien  ttirer  Zuverfäs- 
•igkeit,  dif  Gaussiscbeo  Lo^aritb fliQii  für  Sumoieu  und 
Differesmea  vnd  sur  logaritbaisthen  AaflöinBg  d«r 
quadratitfcbeii  GIciebongeB*  FSr  «iae  »ilf  itreDgiTb««- 

gegfiftdeU  Anw«il<tiiDg.  Vo«  Or«  J*  8.  Boner«  Ober- 
lebrer  mm  Qfmmmuimm  so  MiDttec    MiatfUr«  1M2. 

ßei  einer  Scbrift  wie  die  vdrliegeDde^  welcbe  nicht  für  erste 
Anfängfer  beitimmt  zu  sein  ^cbeint,  welcbe  einer  besondem  Üemer- 
kuog  auf  dem  Titel  zufolge  eine  auf  strenge  Tbeorie  ge- 
gründete AnwenduDg  zu  fördern  den  Zweck,  bat,  und  deren 
tbeoretiscbe  HanntgroDdloge  4i#  iSiitwicfccIUBg  der  Loguritb* 
«Nn  wmi  BxpOMiitialgrötseD  m  Reibmi  biMti»  irire  Mii  w«bl  Mi 
«iWarto»  beredbtigt  gewMen,  daM  dar  0«rf  Vmwt  dkta  Entwieke» 
humff  nacb  einer  strengem  Metbode,  als  attf  die  ganz  gewobDliob« 
Weise  mittelst  der  Metbode  der  uabestiaimten  Coefficieuten  ausge« 
fuhrt  bätte.  Insofern  nun  diese  Metbode  deu  Leser  in  völfiger 
Uttgewissbeit  über  die  Granzen  der  Anwendbarkeit  der  durch  die- 
aelbe  erhaltenen  Reihen  lässt,  und  überhaupt  —  wie  nun  gcbon  oft 

Senug  aus  eiuander  gesetzt  wurden  iBt  —  zur  G«wiiiuuog  von 
eanßateD,  die  auf  atreoffe  Gültigkeit  Ansprucb  nacben  dürfen,  gar 
fticH  geeignet  ist,  dft  MrMr  der  Verf.,  Back  seiBeo  Jini  6«  er« 
rfehtKäen  sebr  Tagen  and  gao«  «halteten  Begriffiii  über  ColiTer« 
geaa  und  Divergent  der  Reinen  zu  urtheilen,  mit  den  neuern  Fort- 
scbritten der  Analysis  in  der  Tbeorie  der  Reiben  auch  nicht  im 
Entferntesten  bekannt  i«?t,  so  entbehrt  seine  Schrift  überhaupt  einer 
strengen  tbeoretiscbeu  Grundlage  ganz^  und  der  Zweck  derselben 
kann  also  bieroach  nur  als  verfehlt  erscheinen.  Jedoch  wird  sich 
dieselbe  wahrscheinlich  das  Verdienst  erwerben  ^  deu  Gebrauch  der 
Gaussiscben  Logaritbn»^,  iusbeaondere  auob  bei  der  Auflösung  der 
qnadratischeii  ^eicbnogen,  weiter  so  verbreiten',  in  weleber  Be* 
siehang  sie  den  Lebrern  an  bSbern  ünterriebtsanstalten  empfaUen 
sein  nag.  ^ 

Tafel  der  Proportionaltheile  zum  Gebrauche  bei  loo^aritbmischen 
Rechnungen,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Logarithmenta- 
feln von  Callet  und  Vega«  entworfen  von  C.  Bremiker.  8.  Berlin. 
1843.    18  ggr. 

Dia  piffefanslaU  und  Inieffatieebnang  nttFitiletio* 
neu  mebrerer  Tariablen«  Von  J.L.  Rabe.  Der  Differen« 
zial-'Und  lategralrecbnung  zweite»  Tbeiles  arata  Ab» 

theilnncr.    Zürich.  1843.    8.    3  Th!r.  R  sfs^r. 

Der  Inhalt  dieser  Abtheilung  des  Rabe'sehen  Werkes  über  Dif- 
fereozial-  uod  lotegrairecboung  ist  durch  Iii  reu  Titei  hinreicbcnd 
bezeichnet.  Wenn  auch  bei  der  Eutwickelucg  der  Taylor'scbeu 
und  Maclaurio'scben  Reibe  und  bei  der  Lugrange^ sehen  Reibe  Er- 

Säuznagsgliader»  wU  dar  Veff«r  diaaelban  nemitt  angegeben  irar<* 
en  sind,  so  beben  wir  docb  in  einem  Werke  wie  das  varlkMnda 
eine  anf  die  Ergänz ungaglieder  gestützte  nSber  eingebende  Unter- 
avciNing  HbeK  die  Ciaaaargann  und  Mmifem  dar  §ana*«ld» 

18* 
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vogerii  TflmiMty  weil  gerade  in  dieflcm  Punkte  noch  ^ne  stVt 
uoRDgeiiehine  Lücke  In  4tt  AnalvBiB  iDsbesondere  in  Bezup:  auf  die 
Lagrangc'sclie  Reihe  jinszufiillen  zu  sein  scheint  JeJenfalls  hat« 
ten  aber  die  verschiedenen  Arbeiten  fauch  v'«  vHer  die  Conver- 
^enz  und  Divercfcnz  der  Lngrancfe'scli cd  Reihe .  tue  freilich  in  ver- 
scbiedenen  Memoiren  dieses  trrossen  Mathematikers  zerstreut  siod, 
eine  ganz  besondere  Berücksiciiti<j^aD^  verdient,  und  der  VerC 
würde  jich  durcli'  «lert o  weitere  Botwieiiehiag^  aed  nKglichit  de* 
mentare  Dentellepg  gewist  ein  gans  beaeederet  Terdieost  im  je» 
den  Leser,  so  wie  auch  um  die  Wissenschaft  überhaupt  erwotbci 
haben,  da  die  io  ftede  stehanden  Punkte  nothweodig  vollstftndig 
aufgeklärt  werden  müssen ,  bevor  sich  überlian|it  von  der  Lagrsn* 
ge'schen  Reihe  eine  sichere  Anwendung  mnclien  lässt  Ohne  solche 
näher  eingebende  rntersuchiingen  über  die  Conver£renz  und  Diver- 
genz helfen  die  l-ri^änzOnjrsfflieder  in  ihrer  allirpuieinen  Form  fnt 
die  wirkliche  Anwendung  gur  uichU,  und  die  ganze  Gleichung 
bleibt  eige'ntüeb  Dar  elD  tynboiiaeber  Aoadrnck«  Auf  vfthere  Bf^ir* 
teru tilgen  kSoeeii  wir  hier  der  Besebrttnktheit  des  Rsomes -wcm 
niebt  eingehen.  Nur  wellen  wir  noeh  in  dar  KQrne  bemerken^  £ai 
bei  der  vorbar  in  Anregung  gebrachten  Untersuchung  nach  unserer 
Ueberzeugung,  so  weit  dies  irgend  möglich  ist,  der  Gebrauch  der 
Integralreclinnng  vermieden  werden  muss,  und  dieselben  gans  in 
das  Gebiet  der  Üifferenaialrecbnang  zu  ziehen  sind« 

An  liilemeDtary  Treatiäe  on  the  Differential  Calculus,  in  whick 
Ihr  Hetbod  of  Limits  is  exelnaively  vade  nae  of«  Bj  tbe  Rer.  M. 
0*Brien,  M.  A.,  lote  Pellow  of  Caius  College.  8.  Cbrnbrldm.  184S, 
lO^ab.  dd. 

T  ftrincipii  de)  calcolo  sublime  csposti  coli*  algebra  pura,  saggio 
dl  leoria  elenipiiiarc  di  Giorcfio  nob.  i'oscoio,  sotto - tenente  nel 
cor|>o  degl'  inget^neri  navali^  prof.  di  matematica  nell'  i.  r.  coUegio 
della  oiariua  in  Venezia.   In  4.   Venezia«  1842. 


Geometrie. 


Fundamente  der  Geometrie.  Von  Prof.  Dr.  Magnus 
Cieorg  Pnneker.  Püiifter  bis  siebenter  Cnrana.  Metrik. 
Trigonometrie.  Stereometrie.  Hit  255  In  den  Text -ein* 

gedruckten  Rolzscbnitir- n,    Mi  tau.  1842.  8.  1  Tbl  r.  6  ggr. 
S.  literarischer  Bericht.  Nr.  X.  S.  154.    Wir  sind  fortwährend 

der  Meinung,  dri«:s  Lehrer  i  n s !» c s o n d ere  im  Kinzelnen  in 
dieser  Schrift  Vielen  iunlen  werden,  was  ihnen  bei  ihrem  rnterricbte 
recht  nützlich  sein  kani) ,  auch  in  Bezug  auf  aus  derselben  zu  ent- 
nehmende  üchungsaufgaiieo ,  und  empfehlen  dieselbe  daher  in  die- 
ser RücküicLt  uiichmals. 

Ltbrboeb  dtr  ekmen  Geemetrit'  znm  Gebrameke  bei  dem  üntm^ 
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richte  in  Unat,  and  Gymoasial-AoBUlteo  von  Or.  C.  B..  Naffet, 
Professor  der  iMathematik  an^dem  Ober-Gymnnsivm  uod  dar  böbern 
Bärs^ersrf>ii](>  in  Ulm.  3.  vermalifte  Att<L  ffr.  S.  Oiau.  1843.  Mit 
17  iitbogr.  Tafeln.  20  ((gr,  • 

Matarialien.  zur  Selbstbeschäftigung  der  Scliülcr  bei  «iem  Uo- 
terriübte  in  dar  abanen  Gaometfia  van  Dr.  C  H.  Nagel,  Prot  dar 
Btatbematik  u.  s.  w.  in  Olm.    ^r.  8.   Ulm*  1843.    6  ggr. 

(BesüDilerer  Abdruck  des  Anbanga  snn  Labrbuch  der  abanen. 
Gaojnauia  von  datnaalbaa  Verfwaar^)  ^ 

Geometrie  und  Trigonometrie.   Ein  Leitfaden  beim  Unterriebt 
in  Raal-  nnd  Gawarbaoialeo«  van  F.  Riesar,  Prof.,  VaiaCnnd  dar 
Königl.  Realtcbula  und  dar  ElaniantnraaataU  in  Stuttgart.  1.  Tbl. 
'  Ebene  Geometrie.  Mit  1%  SteinUfeJn.  3.  varnabrta  AvB.   gr.  ^. 
Stuttgart.  1843.  16  ggr. 

Del  poHtulato  quioto  degli  elementi  di  Eualida.  Di  Giovaniu 
Fuaco.  In  8.   Nappli.  1841. 

> 

Praktiache  Anleitung  zur  Auflösung-  geoniakrlscber 

Aiifs;:aben  und  zur  Erfindung;  des  Beweises  geometri-, 
scher  Lehrsätze,  gestützt  auf  eine  a  usf  ü  h  rii  c  h  *E  r  1  äu  t  e- 
ruog  des  Wesens  des  geometrischen  Satzes,  von  ür.  £. 
S.  ifnger.    Erfurt,  1843.    8.  \  ,  ' 

Der  Verf.  aa|^  in  der  Vorrede:  „So  lange  nbeh  dem  mit  der 
Geometrie  Bescbäiitigten  die  ermittelten  Wabrbeiten  als  dlireb  einen  . 
Zufall  entdeckt  ersclieineo,  und  er  die  Ff^age  nicht  zu  beantworten 
vermag:  Wie  ist  in;in  hierauf  gekommen?  so  lauge  hat  er  eine 
wahre  geometrische  AusbiMnng  sich  noch  nicht  angeeignet"'  und 
bemerkt  dann  ferner,  ,,dass  diese  Schritt  deu  Zweck  habe,  dem  An» 
filnger,  welcber .  bereits  eine  Zeit  lang  mit  den  Elementen  der  Geo- 
metrie beschäftigt  ist,  diese  Ausbildung  so  verscbafTen',  und  ibn  su 
diesem  Behufe  dahin  zu  brinjgen,  dass  er  des  Stofles  vollkommen 
mächtig  werde,  das  Wesen  und  die  BedeutUDg-  der  einzelnen  Sätze 
und  ihren  Zusammenhang  zu  einem  voUstäudigeu  Ganzen  richtig; 
erkenne,  und  zu  einer  zweckmäshigeu  Benutzung  derselbrn  hin- 
länglich beiahigt  werde,  tm  diesen  Zweck  zu  erreichen  ist  das 
Ganse  so  bearbeitet,  dass  für  das  Selbststudium  dem  Anfiingar  eine 
Uentlicbe  tind  austuhrlicha  Anleitung  gegeben  wird,  wie  er  aeinc 
geometrischen  Beschäftigungen  vorzunehmen,  und  worauf  er  sowohl 
hei  den  einzolnoj}  Satten  an  nnd  für  sieli  als  aiioh  hei  der  Ermittelung 
ihrer  Ah]iängit:;keit  v  on  einander  seine  Autmersamkeit  vorzugsweise  zu 
richten  hat,  und  es  ist  ihm  zugleich  durch  eine  zahlreiche  Sammlung 
von  aweckmässigcn  und  zweekmässif;  ausammen  gestellten  ITebun- 
gen,  dnreb  die  esr  abeB  ao'  xu  eigenen  Forschungen  veranlasst  wird, 
sieb  Rechenschaft  zu  geben  fiber  die  Art  und  Weise,  wie  die  er« 
mitteltcn  Resultate  sich  nothweudig  haben  herausstellen  müssen,  hin> 
längliche  Gelegenheit  geboten ,  seine  geometrische  Ausbildung  zu 
vollenden  u.  s.  w.  '  l'm  es  kurz  zu  sagen,  ist  also  diese  Schrift, 
ihrem  Hauptzwecke  nach,  eine  Anleitung  zur  Auflösung  g^eo- 
metriaeher  Aufgaben,  naeb  analytiscber  Hetbode  und  entbält  zugieicb 
eine  ziemlich  grosaa  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen,  wo*.  ' 
bei  diaaalba  fiiidasa  logkiab  Aueli*4eft  Aafiingar  mit  der  BedautMg 
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der  einaeloeii  Hiktf  io  dem  geumetrUckeu  System«  uo4  der  Notk- 
wfM^Mt  ikrai  lsB«rai  SnMnoMNiliSDgt  QBtor  eioander  «Sber 
kaoDt  sn  raaeheii  luchl,  mm4  hierbdi  iosbesoiidefe  das  System  daa 
Bociides  io'i^  Aoge  fasst  lodaa  uds  die  Baeogtheit  des  .Ranaaa 

verhindert,  n»raentl!ch  über  den  letzteren  Punkt,  wie  wir  sonst 
wohi  gern  mocbteo,  ein  völlipf  motivirtes  Urtheil  abzugeben,  wollen 
wir  anr  bemerken.,  dass  wir  allerdings  doi  Bestrebao  des  Verfs. 
in  dieser  Besiehunff  fUr  löblich  halten,  dass  wir  aber  gewünscht 
hlttta,  daas  af  mmb  daai  Svalana  daa  Enaltdaa  aaoh  radaf#  iMa- 
na,  insbesoDtfofa  4as  von  l.«eiraiidM;  hatfiaWaittsrt 


le  Systama,  insbesoodafa  4as  von  l.«egaiidM;  harfiaWaittgt 

lind  auch  in  Bezu^  auf  das  euclidische  System  %'erscbiedene  bei 
desseu  (JharukterisTrang  ganz  vorzüglieb  zur  Sprache  kommende 
'  Houptpunkte  Rcharfer  und  bestimmter  hevorgehoheu  hätte,  wobei 
wir  u.  A.  das  fünfte  Buch  im  Auge  haben.  Sollen  wir  scbiiesaiieh 
»aaar  Urthail  über  diasa  Sahrift  (■  Allganaiaan  «ad  in  ^a« 
Kiirxa  ansaprechen,  so  glauben  wir,  dass  dieselbe  bei  einer  siaaN 
lieh  grossen  Breite  der  Daratellnog  Anfängern  in  der  Qaaaattif^ 
die  den  Unterricht  eines  efesehtrkten  Lehrers  entbehren  müssen^ 
nützlich  werden  kaoo,  sind  aber  auf  der  andern  Seite  der  Meinung, 
dass  die's^lbe  geschickten  und  geübten  Lehrern  auch  iu  uiethodi- 
aebap  Riicksieht  nicht  gerade  viel  Neues  bietet  Anfangern  wie 
die  obigati  «ag  diasalba  jadoeb  Uardiirdi  Doehmila  anpMlea  * 


Trait^  de  g^orndtrie  descriijtive ,  par  Lftfehnia  de  Favccr. 
4.  dditian  %  Vata.  8.  Parii.  1843.  10  fr. ' 

Trait^  ^l^oientair«»  de  g^ometrie  unalytique  a  2  et  a  3  dimen- 
siuns,  contenant  toutes  les  tb^ories  g^n^rales  de  g^ometrie  acces- 
sibles  ä  Vaoalyse  ordioaire,  par  Augusta  Comte,  8.  Paris.  1843. 
7  fr.  $0  e. 

On  tlie  Application  of  a  New  Aoalytic  Metbod  to  tbe  Theory 
of  Carves  aud  Curvcd  Surfures.  ßy  tlte  Rev.  4  Bi^othi  Ptafaaiat 
of  Mathematics.  8..  UverpauU  1843.   1  ab. 


Dia  ■Mara  Messkonda  als  lostrnction  för  Civilingeuieure,  ent- 
liattaBd:  Aafgaben  dar  ■iadaren  Maaakiuidt>  AvniaHiisfBn  «it  8li» 
Wa  ttad  dat  Kette,  Gebrauch  des  Tiaaliaa»  n.  i.  w.  von  W.  B.  A. 

von   Scbliehen,   Königl.  Sächa.  KMUMmUll.     %  Btodcha«. 
Quedliabarg.  1843.   12  ggf. 

W.  Klemm,  die  Landes  *  Vermessung  und  die  io  ihrem  Ge« 
falfta  bafiiidlMheQ  Afbaitaa.  atttalert.teiak  die  kiKSnigraidh  Wir* 


««^««  Mr  AMMknng  gekoMMM  Wainmimy.  91,  Haft  L  mm» 


4. 
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^t.  1843.   8  ggf, 

^   

A  CofDorebeosive  Tr^a^M  oa  Laad  Surveyiag^  comprisiag  the 
Tliftory  «nd  Pmctiee  u  all  iff  braocbc«:  in  whiä  Ihe  (Jw  w  tli« 
trarioat  laatninente  emploYe4  la  Sorvejriagi  liavalliog,  etc.  U  clearl? 
elucidmted  hj  prucdcal  &a«i^e8.  Ulustrated  hj  W  plates.  X 
Aioslie.  WitL  a  Treatise  appendadp  oo  Triffoaoaiatrical  Survejing, 
LevelÜDg  and  Rnilwny  Knirioeeriagy  bj  W»  Gallaiaitli«  AL  A.  4» 
Londoo.  1S43.  cioUi.  15.  «h. 

F.  W.  hiinioa,  A.  Treuti&c  on  tbe  Priociples  and  Practice  of 
LevcUiug ;  sbowing  its  application  to  purposes  of  Civil  Eogioeering, 
parliealacly  ia  the  Goattractiäa  «f  ftoa^n»  wilh  Mr.  Telforil*a  Ralaa 
ior  the  laaie.  %  editioa,  with  platea  aad  weodcats.  8*  Loadon* 
1843.  5  ab. 

Die  AusgleicbuDgs  -  RecbauDgeo  der  practiscben 
Geometrie*  oder  die  Metfiode  der'kleiDstea  Quadrate 
mit  ibren  AuwendungfD  für  geodätische  Aufc^abcn^  von 
Cliritttiao  Kudwig  Garlillgt  üamiiuxg  uod  Gutiio.  1643, 
8,  ^Tblr.  16  ggf. 

«aaarer  'Üeberaeagmig  eioeai  wahren 
Bedäffaiiae  aller  |iraktiidiea  Geoaeter  ah>  uod  verdieat  deaselbea 

pachdricklicbflt  uod  aogelefceutUchat  epipfoblea  SU  werden.  ^  Alle 
Aofgaben  sind  durcb  ausführlicb  aosgerecABete»  aus  der  laogjähri. 
gen  eigenen  Praxig  des  Verfs,  entnommene  Bois[»iele  erläutert,  und 
wir  giaubcD  daher,  dass  ein  praktischer  Geometer  bei  seinen  Ar- 
beiten nicht  leicht  io  einen  Fall  kommen  wird,  in  welchem  er  in 
dem  vorliegenden  Werke  nicht  hinreicheude  Auskunft  über  das  am 
^weckmäsaigfttea  einsuscblagenile  Verfahren  finden  anlUe.  Dasa 
4»  Vere  die  Sittaa«  welche  der  Methode  der  kleiattea  Quadrate 
aar  tbeoretisehea  Gruadlage  dieaea*  aiebt  aaaljtiseb  aui  dea 
Priaci|»ien  der  Wahracheinilchkeitsreehonag  entwiekelt,  sondern 
lieli  «il  eio^  Biehr  populären  Krläntecmg  derselben  und  einer  Bin- 
Weisung  auf  die  Quellen,  aus  welchen  ein  vollständiges  Studium 
diese«  bocbwlclitigen  Gegenstandes  zu  scbupten  ist,  begnügt  bat, 
halten  wir  Lei  einem  Werke  wie  das  vorliegende,  welches  vorzugs- 
weise den  Gebrauch  der  Methode  der  kleiasieo  Quudrute  bei  uer 
Ausführung  geodätischer  Messungeo  io  die  Praxis  einzufubren  be- 
ahaiehtigt,  in  jeder  Besiehuag  för  aweckaiftsaig.  Möge  daher  dlesea 
Werk  den  voa  dea  Feif.  heahaichtigtea  NaUen  ia  der  grtaten 
Aasdehanag  atiften  und  r^chUehea  Seemen  nach  allen  Richtungen 
hin  ausatreuen!  Die  «na  deaMttlh^n  anfgeheade  Sßtti  wir4  sewiaa 
trefBich  gerathen» 

# 

Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Uamborgi- 
sehen  Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer 
keQQtoiä&e.  iastoacht.  1^3,  enthält  einen  Aufsatst  des  Herrn 
CoofetenaraAe  Sehnaanhaf  au  Alteaa«.  in  welchea  derielhe  aaa 
loiaen  Vera^iaungen  diie  BeitiaanUjg  aehrerer  ^  aerkwnrdigen 
Paakte  in  Hamburg,  die  unter  den  jetzigen  Verhähniaaen»  wo  meh« 
lere  dieaer  Pankte  dnrek  lleo  lu^lnekuchea  ^rand  aeratSrl  aind» 
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ffewJis  Interesse  geoug  haben,  um  ibre  Bekanotmacbang  za  redt- 
tertigen,  da  die  initgetlieilten  CoorJituiten  zuaflcich   als  sichere 
(vrundlage  für  einen  Pinn  von  Hamburg  gebraucht  werden  köanea. 
Ausserdem  hat  dipse  Abhandlung-  aber  auch  wegen  der  im  Ein- 
gange mitgetheilten  austührlicltin  Tafeln  zur  Vergleicbnng  des 
Hamburger  Maasscs  mit  dem  Dänischen,  Preussischen,  Französi* 
sehen  und  EnglischeD  Maone  aocb      bcsuDdem  IntenäM,  wobei 
wir  gelegenthcll  bemefken,  dm  der  noiiche  Und  Pt^oisiscb« 
FuM  gegenwärtig  gani  )(leich  md. 


Btechanik. 


W.  Wbewel,  Meebnnlcal  Eudtd.    1^    Gnnbridse.  im. 
4  ab.  6  d. 

Prodromus  zu  einer  neuen  Darstelhmgsweise  der 
höheren  anaivtiscbcn  Dynamik,  mit  Anwendung  einer 
neuen^  aufs  Kvideuteste  erwiesenen,  allgemeinen,  ana- 
ly tiscb-djnumischen  Fundamentalformel,  nach  welcher 
«Hein«  dn'rcb  blosse  Substitution  in  dieselbe,  nlle  ge* 
denkbaren  Aufgaben  der  Statik  und 'Mechanik  (diese 
beiden'von  nun  an  nur  eine  Lehre  bildend)  sieb  nnsiit-' 
tetbar  auflösen  lassen.  Vosi  Grafen  Georg  von  BnqQoy* 
Prag.  1842.   4.   8  girr. 

Das  in  Rede  stellende  allgemeine  dynamische  Princip  drückt 
der  Verf.  S.  23.  Nr.  17.  iy  Worten  auf  folgende  Art  aus:  Bestehe 
"  irgend  ein  System  von  materiellen  Punkten,  welche  unter  einander 
in  irgend  einer  bestimmten  Bewegungsrelation  stehen,  d.  h.  wobei 
die  dnrcb  Raum  und  Ricbtnnj;  gegebene  Bewegung  irgend  eines 
jener  Punkte,  far  jeden  der  nbrigen  aus  jenen  Punkten,  au  gleleber 
Zeit  eine  durch  Raum  and  Richtung  bestimmte  Bewegung  postulirt. 
Seien  ferner  jene  Punkte  in,  ihrer  Wechselbeziehung  zwar  ange- 
messenen, übris:ens  jedoch  beliebiirf»n  BeTreariingen  oder  auch  in 
Ruhe  (die  Ruhe  ist  bloss  ein  rinzcliier  der  Geschwindii2^kcit  Null 
entsprechender  Kall  der  Bewegung;)  begriffen,  und  seien  beliebig 
aus  jenen  Punkten  diese  oder  jene  (bpüebig  einer  oder  heliebiff 
einige  oder  alle),  zu  gleicher  Zeit,  vuu  der  (irösse  (durch  Dmctf 
gemessen)  und  Richtung  nacb  beltebigen  Ktifien  aollisitirt;  so  ist 
am  Ende  irgend  einer  Zeit  binnen  einerlei  2eit-Differensiai  df^ 
allemal  Folgendes  richtig:  Die  Summe  der  Producte  aus  den,  bin» 
neu  diy  jene  Punkte  sollizitirenden  Kräften  (als  Druckgrössen)  is 
die  von  denselben  Punkten,  binnen  ^//T,  nacli  den  Richtungen 
jener  Kräfte,  durchlaufenen  Räume  (diese  Räume  sind  Catheten 
der  die  unmittelbaren  Durcblanfi  nsräume  darstellenden  Hypotenu- 
sen) ist  ijleich  der,  durch  die  doppelte  Beschleunigung  der  J^chwerc 
und  durch  das  ZeitdiÜerenzial  getheilten  Summe  dec  Producte  aus 
den, 'binnen  lA,  in  alt^n  materisflen  Punkten 'des*  Systems,  bloss 
dureb  binnen  b  es  tobendes  Einwirken  obenerwäbnter. 
KrXfte;  bervorgebraebten  intrementen  an  Beweg^ngsqaaatitite■ 
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(als  Producte  aus  Massen  in  Gescbwindip^keitsincremenle  nnd  aus 
f'r<;chwiDdigkeiten  in  Massenincremente  ausgedrückt)  in  die»  Ton 
den  letzterr^'ähnten  Punkten,  binnen  ät^  nach  den  jenen  Bewe- 
gongsquantitäits-lncreni^nteo  entsprechen^den  Riehtnn* 

Jen,  d.li.  DBeb  den  jenen  PnAkten  binnen  enteprecken- 
en  unmittelbaren  Richtungen  wirklicli  Tol}sagenler  Be- 
wegungen, durchlaufeneu  Räume. 

Die  aniilvtische  Kntwickelung  dieses  Princips,  die  Ableaung 
des  Princips  der  virtuellen  (»eschwindigkeit  aus  demselben,  welches 
als  ein  blo&ses  (Jürullarium  dieseä  ueuen  Princips  erscheint,  u.  s.  w. 
niDss  nan  in  der  Schrift  Mbet  nnehleien.  Bei  einer  ^iseenseheft» 
welche  vfie  die  Dynamik  einer  im  eigentlichen  Sinne  philosophi* 
sehen  Dnrstellung  und  Begründung  so  föhiff  und  bedürftig  ist, 
bleibt  es  immer  zweifelhaft,  ob  in  einem  der  orsher  bekannten  all* 
gemeinen  Principien  derselben  ihr  höclistes  Princip  schon  ge- 
funden ist,  und  schon  insofern  darf  also  eine  Schrift,  in  welcher 
ein  bVberee  Princip  als  die  bekannten,  niie  welcbem  die  lelitei» 
ricii  ableiten  lasaen,,  xu  entwickeln  veiancbt  wird,  nie  nnbeacbtet 
tfelaasen  nnd  verdtent  jedevfcUa  einer  genauem  PHiliing  nttterwor- 
nn  SU  werde«* 


iPraktische  fllechaiuk. 


■4   

Der  praktische  Maschinenbauer,  von  A.  V.  Demme.  11.  Liefe- 
rung. Mit  41  Tafeln  Abbildungen.  8.  Quedlinburg.  1843.  %  Thlr. 
20ggx.  ,  ,  . 

Morin,  Aide-memoire  -de  Mdcanique  pratique.   3.  dditioQ.*  &  , 
.  Partf.  1843.  8  fr.  50  c 

INlanuale  pratico  di  idrodiuamica.  Con  unV  appendice ,  conte- 
nente  il  teste  di  aicuue  leggi  relative  alle  acque.    Ad  uso  degli  in- 

S^ffoeri.  ed  ageoti  di  caoipagna  di  V,  Colombitni.  8.  Milaou.  1842^ 
Lire.         ,  .  . 

Prolegomeul  di  filosofia  idraulica;  Assunto  dalla  trisezione  ge- 
nerale degli  angoli  ;  Saggio  di  ^cometria  logiqa.  Deli'  ingegnere 
turäi.   MoiiLte  pujciaoQ.  1841.  ^  ' 


Optik. 


A  Treatise  un  Optics.  By  William  N.  Grifdo,  H.  A«  2.  editioa. 
8.   Cambridge.  1843.   8  ib.       -  " 
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Rfcherche  tb^orique  des  lois  d'apret  lesqHellei  b  luiiefe  «t 

rertecljie  et  r^fract^^e  a  !a  ümite  commuDe  de  deux  milieax  com- 
pU^KBiünt  lfiin8piii:eiii%  |ai  IUI     IL  ^eiimaa*  §f»  4l  Paria.  1843. 

Iii  T*»;  fj-rt  n  »i  ■»  T  .l."»  I H n  ■ 

Astronomie.  -  ^nVi^ 


Poputare  Sütii künde  oder  it^tcLtfa^sliche  und  uaterbalteade 
ÜiirstelluDg  der  VVuader  des  gestirnten  liiinniels,  Nebst  eioeis  An- 
bange  über  das  WeseotUcbste  des  Kaleoder^  und  der  VViueruiig^ 
lafare  vob  Dr«  Q.  A.  Jahn,  Lelirar  dar  HMbeMtÜL .  A  t^t^fyiß 
Abbildungen,   8.   Leipzig.  1S43.   i  TUr.  8  ggr,  »jf»  ,i  ^ 

Der  Kavet  am  Abend  des  18.  Mais  1843»  aiiie  aaturuistoriscbe 

Beschreibung  tl»  r  Meteore  und  Phänomene;  von  II.  K.  vüd  KglJv. 
Nebst  richtiger  und  tasslichcr  Abbildung  des  Schauplatzes  am  sttdU 
lieben  und  westiicben  Uimmel.   8.   Ziuau,  1843.   4  ggc 

Views  of  tbe  Arcbitecture  of  tbe  Heaveus«  Bj  J.  P,  \ichol, 
I«.  L.  O.  Prot  of  Pvact  AUnmmj  in  tha  Ubii mtj  of  Glaagow. 
4.  odiHon.  8.  Mioborgb.  1843.  WItb  M  tagrafinga.  dotb. 
10  ab.  8  4. ' 

Marcel  de  Serres,  de  la  cr^tion  de  ia  terro  et  4oa  corna  d' 
leaUa.  8.  Paris.  1843/  2  TUr.  18  ggr. 

Leitfaden  der  mathrmatiscben  uud  allgemeinen  physiscben  Geo- 

ärapbie,  von  Dr.  J.  H.  Maedler,  Kaiserl.  Huss.  Hotratb,  l'rufe&sor 
er  AatfovoBio  mi4  Diractor  4er  Stenwarte  sn  Doraart  8.  Statt* 
gart  1848.  1  Tbir.  18  ggr. 

Principles  of  Matbenatical  Geography;  coniprebeB4inv  oTbaa* 

Citical  and  Practica!  Kxplanation  of  thc  Construcfion  ofMaps;  witli 
Roles  for  tbe  Formation  of  thc  various  ktnds  of  Map  Projections. 
Bj  William  Uiigbes.  Wilb  4  platea.  8,  London.  1843.  clotb. 
6  sb. 

A  Celeitial  Atlaa,  eoDlaiaiog  Hepa  of  oN  tbo  Coaateilalioas  fi> 
aiMo  ia  Graal  Britaio,  with  corraipao4iag  Blaok  Mapa  of  tbe  Mtara, 
afttematieallj  orranged  for  comainnii^tiag  a  Practica!  Knowledge 
of  tiie  Hearesa.  Bj  J.  Middieton,  Teacker  of  the  Use  of  tbe  Glo- 
bes  and  Astronomy«  Witb  10  Mapa.  FoUo.  Nonricb.  1843.  21  ab. 
Goioued.  28  ab. 

A  Companion  to  ii;  containing  a  Series  of  Lessens  on  tbe 
CoBstellatioiis,  a  Dissertation  on  tbe  Fixed  Stars  aad  ConForsations 
««  tbe  BtifOUk  WÜb  8  flaloB.  Iii.   Nprwicb.  bo«i4  8  ab. 


Aatrosomiiobo  lla|ora«eb«»§o*  vo«  Prit4rijcb  Wil 
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heim  Bettel.  Zweiter  BmM.  Köni|rsk«rff>  4-  ftTkir. 

Da  der  Inhalt  dieses  zweiten  Bandes  de&  oben  ffenanoteB 
wicLtigen  Wtrkee  Mho*  mcIi  aidit  «ngegebeo  worden  lil^  eo  lio- 
Um  wir  Ihm  jelit  Mch.   IX  BeMimsuBg  der  Messe  des  Jopiter; 

X.    Analyse  der  Finsternisse  (diese  Im  hflclüleB  C^nide  ansgezeicb- 

nete  Abhandtung*  sollte  ^fiemnnd  ungfelesen  Iftssen.  Auch  in  Be- 
ziehung* auf  reine  Matbematik,  inshcsonden;  iu  Birziehung  auf  ana- 
lytische Geometrie  ist  dieselbe  vou  dem  ffrö:»sten  Interesse).  Xi. 
Ein  Hälfsmittel  zur  lürieickterung  der  Beobecbtangen  der  Sonnen- 
fittileraiiee  md  Slmhedeelinngen.  Xil.  BeolieehtQnffen  4et  Dmlh 
g'anfl-ee  des  Mercor  dnrcb  die  8e«ne  an  4 — 5  Mai  1832.  Xlil.  B»» 
obacntUBif  der  Sonnenfiosterniss  am  15.  Mai  1836.  XIV.  Neae 
Berechnungsart  für  die  Metbode  der  Bntforaungen  dee  Moodee  von 
anderen  Himmelskörpern. 

Memoirs  of  tbe  Royal  AstroBOMieal  Society.  Toi.  XIV.  eon- 
«tuning*  tbe  resnlts  of  Experiments  with  tbe  Torsion  Rod  for 
determlniwr  tbe  Maas  Deneltj  of  tbe  Bartb.«  4.  Loados.  1843. 
20  ab. 

Astronomical  Observations  made  at  tbe  Rsdciifle  Obser?atoTj|, 
Oxford,  in  tbe  year  1840.  By  H.  J.  Jobnson,  M.  .4.  Vol.  1.  Witb 
1  plato.  Roy.  8.  Oxford.  1848.  dotb.  14  ab. 

■ 

Tables  donnnnt  les  mesures  microra^triqucs  de  |ilus  de  500  ^toi- ' 
les  doubles  et  luultiples,  observ^es  k  Dorpat,  per  F.  G.  W.  Struve, 
et  class^s  par  consteUadoos  par  Cb.  Dien.   In  4.   Paris.  1843. 
'24  fr. 

*  • 
Effemeridi  astronomiebe  di  Milano  per  l'anno  1842^  cnicolate 
da  Rob.  Stambnccbi.    Con  appendiee  di  memoria  ad  oeMrraaioai 
astronomiebe.  8.  Mailaad.  1843«  5  L.  22  so. 

Giornale  ostronouiico  ad  uhq  coniuue  per  Tunuu  1842.  Coa  an. 
pendice  dl  aotlaie  astronomiebe  e  meteorologicbe  dl^A*iBliMlo> 
rettore  dell'  oesenratorio  MIa  r.  «nlveriilb  di  Poitee.  Aittö  IX. 
Parma.  1  L«  30  so.  • 


Physik. 

4  .  .  ^ 


Uttudworterli>uch  der  Pb^sik.  und  Cbemie.  Vou  K.  F.  Augutil, 
F.  W.  Barentin,  W.  H.  Dero,  L.  P.  Kaomti,  R.  P.  KMea«  R.  F. 
Marehand,  F.  Mindinff,  P.  W.  G.  Radieke,  J.  A.  W.  Roebor,  L.  F. 
W.  A.  Seebeck.  1.  Baad.  A—B.  gr^8.  Beilla.  1842.  8  Tblli 
IS  ggr. 

Lezioni  di  üsica,  di  C.  Matteucci>  dato  neU*  i.  e  r.  aniTersit« 
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«Ii  Pisa  neir  «ddo  ViO.  UU  4i«t«ib.       te  Pin. 

1840-^42. 

Bewtiifilhniiig»  dam  di«  Ldir#  4«r.  Miima  Physiker  vo« 
Dnicke  des  W«ntni  und  der  Luft  falsch  ist,  Mbit  •aoem  Versuche, 
die  ErscheinlingpeD  «n  flüssigen  Kür|  ero  otmc  (ifmos|)hnrrsdi&n  Luft- 
druck zu  erkliMB^  V9U  Fr.  ?oa  Onciierg.  2.  AiiH.  8*  üvüm» 
im,  S  ggr. 


Di«  EnclMmuDgeii  4ar  Eltetvidliit  luid  d«i  NtgMliBMW  ii 

r  Verbindung  mit  einander.  Nach  den  neuesten  Entdeckun^eo 
im  Gekiate  des  fcilectro- Magnetismus  und  der  Inductions-Glectnci- 
tät,  von  Dr.  J.  EydMi.  Mit  ^  AlkhUdaagia.  8.  WaiaMi;  IM. 
1  Thlr.      ggt.  .  . 

A«  Bravais,  Hdaoira  lar  las  eoaians  atcaadasa  de  Patmospheie. 
&  Lyon.  1843»  . 

üo  trienniu  di  osservazioni  meteorologichc  iTafte  in  Pesaro, 
iip^li  anni  1838  — 1839  — 1840;  memorin  dcl  conte  Giuse{ipc  Mami« 
aui,  socio  e  censore  deli*  academia  agraria  pesarese.  In  8.  Pe- 
saro. 1841.  ,  , 

Die  ReToIntiaaen  des  Meeres,  ^'on  J.  Adhsmaiu  Am  dea 
FraailtoinckaB  fibcmetit.   Leipaig.  1843.  8.   Vi  ggr. 

Alex,  liertraud,  Lettres  sur  les  revolutions  du  globe ;  7.  ^ditios» 
gatae,  corrigee  et  coaäiderabiemeut  uugmentee,  enricliie  de  plaacbed 
aamllat  at  da  aates,  pnr  Arago,  E.  da  Banamaat  etc.  In  8, 
Bi«zaU«>.  1848.  1  Thlr.  e  ggr. 

Annalei)  für  Meteorologie,  Rrdmagnetts m  u  und  ver* 
wandte  Gegenstände,  redi^irt  von  (^runert,  koiler, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Uueteiet,  Stieffcl,  heraus- 

Segeben  von  Dr.  J.  Lantont.  Jahrgaoir  1843.  iJ.  Heft. 
diaaMH^lS^.  8.  .  . 

lakalt.  Magnetische  TarmkeabacfttaafCB  ia  Prag,  Ilailaair 
Kiemsmünster  und  .'Münclifn. 

Bemerkungen  zu  drn  Terminbeobaclitun^rn.  Gewitter  im  Jabre 
1841  nach  den  Beobachtungen  von  Lau(ii>berir,  Hohenpeisäenberg;, 
Regensburg,  BurglengenteUi,  Günzenhausen,  Au^bach,  Neustadt  s. 
d.  Aiich,  WSnbnrr,  üffeabcin,  Stattgart,  Hof,  Leipzig. 

ObservatiuDs  de  la  qnantite  d'eau  plafiala  taaib&  depois  Ic 
1  Mars  1841  d'apres  l'udometre  place  sur  la  tour  anrte  da  ^rt  1^ 
aiath?  a  \  \on.    Par  M.  le  Garae  dn  Genie,  Job. 

Meteorologii^clip  Beobachtungen  im  Jahre  1841  an  der  k.  k. 
Universität  zu  GraU  angestellt  von  Hrn.  Dr.  \V.  Gintl. 
Maguetiaeber,  Tb^alijt^        Qtraaagebtr.  - 
.VetaanckM  Nicdlricblaa  vaai  Herausgeben.-*.  Aafttag  aaa-eiaeM 
Briefe  des  Hrn.  Hffratb . Wdl«r.    Auszu|p  aus  zwei  Brie^aa  des 
Uta.  Colla.   Auszug  aus  einem  Briela  dea  fln*  Prad  Kialkr. 
Jabrganjr  1842.    III.  Heft. 

Inhalt.  Stündlicher  Gang  der  Temperatur  und  des  Lufitlrucks 
beabaciitet  im  Jahre  1842  an  der  königl.  htecnwacte  bei  Müncbeo. 
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Monatliche  Mittel  der  'rrDi[ipratur  und  des  Luftdruckes  in  Leip- 
xifi^  in  den  Jahren  1835 — 1840,  rnit£i:etHf»i!t  von  Hrn.*  Prof.  Möbius. 

Monatliche  Mittel  des  Loftdruckes  und  der  TcraptTatur.  Itpob- 
achtet  an  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  vuu  1822 — 1840,  mitge- 
th9i\t  wn  Bra.  C  Ij.  t.  Littrow, 

Anssiig^  avs  des  Baobachtungea  4er  kgl.  Gerichtairste  in 
Bsyerä,  rom  Heraussreber. 

Magnetische  Beobachtanfiren  rom  Janiar- 1841  bis  Juli  1842; 
aufsrezeiciiDot  im  MgnetischeB  6baenratorinm  der  k.  Siermule 

bei  Miinrhen. 

■  ^ 

Bemerkungen  za  den  vorherg^eiienden  Beobachtungen. 
Vermischte  Nachrichten  vom  Herausgeber.    Mittbeilungen  des-' 
Um.  Queteiet,  Arbeiten  der  Brüsseler  Sternwarte.  —  Bc^^chtuu^ 

Esrlodiscker  Erscbeinungen  von  Hm.  <|netelet  Anting  mm  «ine» 
riefele«  Hrn.  CeH«. 

Astronomisch  -  meteorologisches  Jahrbuch  für  Praff 
von  Karl  Kreil.  AHjunkten  an  der  k.  k.  Strrnwarte,  O.  S. 
W.    Zweiter  Jabrgang:  1S43.    Prag.    1  Thlr.  N  cr^r. 
,  Dieser  Jahrgang  enthält  die  a  s  t  ru  n  o  ni  i  sc  he  Kphemeride 

für  1843;  eine  Ephemeride  des  gestirnten  Himmels,  eine 
ziemlich  ausgedehnte  Abhandlung  unter  dem  Titel:  Versuch  einer 
Witternngrs-Kpheaeride  von  de«  Hernasgeker,  ntod  einen 
Anfiiats  über  Vegetatione-Beobaebtnngen  von  Herirn  Korl 
F ritsch.  Zoletvt  giebt  der  Herr  Heransgeber  die  Besebreibang' 
eines  von  ihm  coDstruipten  selbstrerEeichnenden  Barometers 
und  Thermometers,  welches  nach  den  mitfiretheilfen  tnit  diesem 
Instrumente  angestellten  und  mit  den  an  andern  Instrumenten 
roachten  Beobachtungen  verglichenen  Renhachtunp^Lii  /u  nrtheilen, 
jedenfalls  verdient,  weiter  verlireifet  zu  \\rrdfn.  Der  Preis  des 
ganzen  mit  einer  Uhr  versehenen  Apparats  ist  100  österreicliiscbe  Con- 
Vention8>,6uiden ,  vnd  der  Herr  Beiiinsgeber  tat  erbötig,  an  ibit' 
gelengende  BesteHnngen  so  besoffen  ond  unter'  seiner  Aufriebt 
ansfiä&en  sn  lassen,  aneh  dafiir  einsnstehen,  dasa  kein  Apparat 
obne  von  ihm  untersaclit  nnd  tangliek  befiinden  frorden*  au  sein» 
^  abgeschickt  werde. 

Resultate  aus  den  Beubachtungen  des  magnetischen 
Vereins  im  Jahre  1841.    Herausgeo-elu  n  von  C.  F.  Gauss 
'    und  n^.  Weber.    Mit  10  Steindrucktaieiu.    Le ipzig.  1843. 
•  2  THr. 

1.  Ueber  die  Anwendung  ,  des  Magnetometers  aar  Bestiaiaiuug 
der  absoluten  Declination.    Von  Gauss.    II.  Beobachtungen  der 

magnetischen  Inclination  in  Göttingeo.  Von  Gauss.  III.  Ueber 
eine  neue  Methode  zur  Restimmiing  der  absoluten  Declination.  Von 
Simonofl*.  IV.  MnQ^n(  tische  lieohachtungen.  Von  Hansteen.  V. 
Ueber  die  Kinrirlifung  und  die  Instrumente  des  matrnetischeu  Ob- 
servatoriums in  Dublin.  VI.  Bemerkungen  über  die  Wahl  der  Mag- 
netnadeln zu  Magnetometern.  Von  Weber.  VII.  Maguetisirung 
des  Kisens  durch  die  Erde.  Von  Weber.  VlII.  Benebreibnng  des 
«af  der  sehnten  Tafel  abgebildeten  Regulators  eines  Triebwerks. 
Von  Hansen.  IX.  Auszug  aus  den  taglichen  Beobachtungen  der 
magnetischen  Declination  zu  Göttingen  im  Jahre  1841.  Von  Gold« 
scbaiidt.   X  Vergleiekuog  magaetiscber  Beobachtungen  mit  deto 
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zahlen  von  den  Vara^taoneii  <ier  DedinatioD  und  Intensität  in  den 


Terminen  vom  26—27.  Fdbriiftr,  28-^29.  Mal»  27  -26.  Aoguit  ittd 
26—27.  November  1841. 

Folgende  Schriften  von  Herni  Qoetelet  wollen  wir  hier  iqiui-, 
■eaiteltea,  webn  Mch  dU  «a»«  odtr  dit  «idm  wfcoa  m  «ioar  firifcen 
Hmmmt  des  lit«f«rie«h«ii  Bericht!  »ycneiyt  w«rdtB  seia  -s^lte: 

GatalogBC  dci  principales  apparitions  d'dtoilei  fi- 
lantea.   Brüx  eile  s.  1SS9.   4.   (Enthält  Aoieigen  aue  den  Jäh- 
ren         bis  1838.    In  einem  Anbnng^e  lindft  man:  Tatalogue 
principajM  aurorea  bofdalea  obaenr^  depuia  I»  commeaccaieot  de 
ce  ti^el  V 

Nouveau  catblogue  des  pri q cipales  '  apparitiesi 
d*^toilea  fiiantea.  Memoire  lu  a  la  s^nnce  de  TAcad^mit 
r«Tal6  de  BrvtelUa  da  6  Nov««hrelS4L  Eathftit  AmcIim 
MB  dea  Jahren  1768  t .  Gh.  a  hia  1841  a.  Ch.  6. 

Dcaxi^nt  M^noire  aar  les  Variation»  aaawallei  4e 
la  temn^rature  de  la  terra  k  diffdreataa  arofaadconi 
Bruxelles.  1840.  4. 

Second  Memoire  sur  ie  mago^tiime  terreatre  en  Ut- 
iie.   Bruxelles.  18^10.  4. 

B^Bum^  des  observatiooti  sur  la  m^t^orul ogie,  nur  It 
magn^tiame,  aur  les  temp^ratares  de  la  terre,  aar  laflih 
raiaaa  dai  pUatca  etc.  laitca  h  l*ohaarrataira  rayal  ^« 
Braxalles  en  1840.   Braxellca.  1S4U  4. 

Dahai  hafiadet  aichs  Caaiparaiaons  baraaidtriqaes  faitei 
k  Bruxelles  et  dana  le  nord  de  rBurope  par  A,  Bravsis 
et  Ch.  Martins.  (Vergleicliungen  Tcrscbiedener  Barometer  unier 
einander  xu  Upsala,  Stockholm,  Kopenliugen,  Ailoni*,  Bprtio,  Dres* 
den,  Balle,  GöttiDfiren,  Br|i8sei,  Paria,  Genf,  in  dem  Uospis  d«> 
grossen  Si,  Bernhard.)  ■  «  ^ 

Sur  la  diff^rencc  des  loagitudea  des  obaerratairei 
ra)raax  de  Greeawlek  et  de  Braxelleat  ddtervia^e 
aiayea  de  chraaoiaitrea  per  MM.  Sheepahaaka  et  Qic^*- 
let.  Brazellea.  1841.  4. 


Canbridffe  Problema,  propoaed  by  tbe  Moderatora  to  tbe  €•■* 
didatea  for  MathomaticRl  Honours  ot  the  Geaefal  fixamiaatiMh 
im  8.  Cambridge.  lS4a,   1  ah.  6  d. 


containing  a  great  Tarietj  of  Tbeorems,  Formulae  and  Tebles,  fr 
the  Mit  accarate  aad  reeeat  aatheritiea^  ia  miaai  Braadies 
MallmMdiea  aad  Naiaial  Phlleaaphy ;  ta  Mich  aia  lahjeiaei  « 


Yermischte  Schriften. 
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Tabks  of  Log-antTim«,  Desiffned  as  a  Maaual  for  Arebitects^ur- 
▼eyors,  Gni^iQeers  etc.  By  tbe  Rev.  J.  Carr,  M.  A.  i,  editian.  18. 
London.  1843.   half-bound  5  sh. 

Proposizioni  teoriche  e  pratiche  di  matanatici»  dal  ProC  Aal. 
,  Boidoni.  Pavia.  184%  8.  3  L.  48  e. 

OpuscoH  matematicif  nei  quali  si  tratta  1.  di  alcuni  perfezio- 
nanientt  del  telescopio  neutontano;  2.  delle  formale  ebe  determi- 
Baiio  rigoroaamenta  l'undamento  det  raggi  ^ümioosi  a  trarerso  di  ■ 
.  Uli  aktema  qttafmiqae  dl  lanti^  3/d'nna  aaeekiaa  per  ^Mare  le 
figure  piane.  Di  T.  Gonnclla,  prof.'di  mateaiatiebe  nell'  i.  r.  aoea-  '  , 
dfmidi  delle  belle  arti  di  Ftreiiae.  In'  4.  Catt  tairale.  Plresse. 
1S42. 


The  Cambridge  matlieoiatical  Journal.  No.  XVI.  No« 
▼«Uber  184t.  I.  Ov  a  difBcnlty  in  tha  thearr  dt  Alyebm.  Ify 
D.  1  Gregory.  II.  On  tbe  ümita  of  Maelaarttt^  «heoreM«  By  A. 
^.  G.  Craufurd«  III.  On  certain  expansions,  in  aeries  of  mnltiple 
«Ines  and  cosines.  By  Arthur  Caylcv.  IV.  On  somc  definite  inte- 
grafs.  From  n  Correspondcnt.  V.  Ön  the  linear  mution  of  Heat. 
Pari  1.  Krüm  a  Correspoodent.  VI.  On  tbe  Integration  of  certaitt 
differential  equations.  By  B.  Bronwin.  VII.  On  eKminatioa.  B^ 
R.  Moon.  Vlil.  Evaluation  af  eertain  definICe  Integrals.  By  iL  ll 
Ellis.    IX.  Propoaitions  in  the  theory  of  attraetion.  X.  New  pro- 

Rettjr  of  the  eliipse  and  hyperbola.  From  a  Corrcspondent.  XI. 
latnematical  Notes.  1.  Notp  nn  Mr.  Bronwin's  Paper  on  Elliptie 
Integriifs.  Solotion  of  n  Geometricai  Pro b lern,  —  Tbe  sum  of 
tbe  Squares  of  Ihe  uerpendiculars  let  fall  from  u  ffiven  points  ob  a 
plane  la  eonatant;  tbe  plane  envelopea  a  central  aarflice  of  tbe  aeeond 
Order,  faaving  its  centre  at  tbe  centre  of  gravity  of  tbe  n  pointi, 
and  its  axes  coincideat  witb  the  principal  of  tbe  System  of  n  pointa» 
3.  Note  on  tlif  Monsnrp  of  Infeosity  in  the  Theory  of  Light 

No,  XVII.  Februar)  1843.  I.  Propoaitions  in  tUe  theory  of 
attraction.  Part.  11. —  II.  On  tbe  linear  motion  of  heat.  Part. 
II.— IIL  On  tbe  intcrsections  of  curves.  By  Artbnr  Cayley.  I¥. 
Researebea  in  rotatory  motion.  By  Andrew  Bell.  T.  On  tbe  trana* 
fbnaation  of  definite  inte^rnls.  By  George  Boole.  VI.  Od  the 
motion  of  rotation  of  n  sofid  body.  By  Artluir  Caytpy.  VII.  So*» 
lution  of  a  problem  io  analvtical  geometry.  (Ist  ein  Auszog  aus  der 
Abhandlung  Tbl.  I.  Nr.  X\!.  des  Archivs  der  Math,  und  Physik, 
mit  einiger  Abänderung  der  Darüteiluug).  Vlll.  On  tbe  knigbt'a 
nwve  at  ebeas.  By  R.  Moon.  IX.  On  certain  eaiea  af  ceainetrl« 
eal  diaxiaia  aud  ininima.  X.  On  the  solation  of  eertain  runctional 
equations.  By  D.  F.  Gregory.  XI.  Matbematical  Matea.  1.  Nala 
on  tbe  theory  of  numbres.   2.  To  shew  tbat  if 

^'-i-ai*-i-i»»  =  l  Tbenaball 

/'•-|-a*^-|-<i'«sasl  aa« +  st:  1 

aR^as^-f.  «fn^ssO  ati» + a/«'+  as^xTssO 
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«ahrbucli  für  1843.    Herausgee^ehrn  von  U.  C  Scha- 
er,  mit  Beiträgeu  vod  Bessel,  fiausteen.  Lehmaoa, 
Mädlerund  Olberg.  Stuttgart  undTüblDsren.  1843.  8.  2Thlr. 

Ausser  den  gewöhnlicbeD  Tafeln  eathält  dieser  Jahrgang  [ol- 
goiide  AUitsdlmgen: 

Ueber  den  Ma^etismus  der  Erde  xon  F«  W.  Besacl. 
Veber  den  Erboder  der  Fernrfilire  von  Olbere. 
Ceber  Berichtigung  der  Tbenaoneter  von  Hansteen. 
Ueber  den  Gang  der  Temperatur  im  Laufe  dee  Jabres TOB  Midltt. 
Ueber  Stürungeu  yon  "Miidlor. 

Ueber  den  Menschen  und  die  Gesetze  seiner  Entwickelang  m 
ür.  Jac.  VVilb.  Ucinr*  Lehmann. 

Beobachtung  der  totalen  Souneuiliihterniss  am  8.  Jnli  1842  ii 
Wien,  von  H.  C.  Sebnaaeker: 

Itt  dem  Eingänge  aeinea  AnÜMtsea  über  die  Berichtigung  der 
Tbanamaieter  sagt  Uanateen:  ,,Man  pflep^t,  wenn  aiaii  ein  Thermo- 
aieter  nach  Bessala  Metbode  prüfen  will,  die  daso  erforderliches 
QuecksilherdrHlite  von  verschiedener  Länge  über  einer  Fhmme  nf?« 
znreissen;  es  gieht  aber  eine  andere  noch  horjuemere  Art  um  »lea 
Quecksilberdraht  die  verlangte  Länge  bis  zu  einer  Genauigkeit  vob 
,V  Grad  zu  geben"  —  Der  Darstellung  dieser  Methode  ist  der  Auf- 
satz, welcher  der  Beachtung  der  Physiker  empfohlen  xu  werdet 
verdient,  gewidmet. 

Novveaux  M^moires  de  PA^nd^mre  royale  des  scieo« 
ees  et  belles-lettres  de  Bruxellaa»  Tome        im  4.  Brn* 

»ellps.  lSi2.    4  Thlr.  Contenant: 

'1  immermans:  mämoiies  sur  lea  aolutions  sin^^ulieres  de&^BA* 
tfoAs  diOerentielles. 

Uuetelct:  nouveau  catalogoe  des  principales  apparitions  d'etoi* 
les  filantes. 

A.  Oba^rvatioBa  dea  ptbdDon^nea  p^riodi^aei. 

1.  Bdenmd.dea  observationa  aar  la  mdt^rologie,  aurie  aiff* 
n^tisme«  la  teutetare  de  la  terre,  la  floraiaon  des  plantcs,  etc. 
faitea  pendant  Fannie  1841  k  l'obaervatoire  rojal  de  Bruxelles, 
par  A.  Quetelet.  —  Observations  snr  la  floraison  faitea  a  Enuei* 
lea  par  M.  Robyns,  idcm  par  >l.  le  Dr.  Gastone. 

2.  R^snm^  des  observations  m^t^orologiques,  faites  a  Uuyä^<^ 
pendant  l'annec  1841,  par  M.  Crahav,  prof?sseur.  —  ObservatioB» 
sur  la  Üotaiaun,  foites  a  Louvuiu  par  M.  Martens.  ^ 

3.  RdaiiBid  des  observations  m^tiarologiques ,  faites  ä  Gm 
peadaBt  l'annd  1841,  par  H.  le  profeaaenr  Dnpres.  —  Obserratiosi 
SBV  la  floraison,  faitea  ii  Gand«  par  M.  Donkelaer. 

4.  Obaervations  sur  In  floraiaon,  faites  >  Liegea  ^  M. 
Cb.  Mooren  A.  V.  De  Ville. 

5.  Ob«?en-ations  zoo!o£riqiies,  faites  a  Liege  par  M.  Ch.  Mooren, 
et  M.  le  ßarou  de  beijs  Longcbamps,  et  a  Gand  par  M«  le  proies* 
seur  Cautraiiip. 

B.    Observations  a  des  ^pooues  determin^es. 

1*  Oba^vations  m^dorologiques,  nitea  anx  ^poqiiea  des  6|n- 
Mxea  et  dea  aolstieea  dana  37  4m  principales  atationa  de  l'Carapc. 

SL  Obsenrationa  magndtiqnes  de  Pobservatoire  rojal,  faites  aas 
^qnes  ddterarin^a  par  Ii  aocidid  rojalo  de  Londrea  et  rasMciaUos 
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